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UNE JUSTIFICATION DES EQUATIONS
DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES
A SECTION VARIABLE
PAR DES METHODES ASYMPTOTIQUES (*)

par A. BErRMuDEZ (1) et J. M. ViaRo (%)

Communiqué par P G CIARLET

Résumé — Dans cet article on obtient les équations classiques de la theorie hnéaire des poutres
a section varwable, en apphquant la methode des développements asymptotiques a une formulation
variationnelle mixte du modéle tridimensionnel de la thermoélasticité linéaire Cette méthode, ana-
logue a celle developpée par Ciarlet et Destuynder pour obtenir les équations des plaques, ne nécessite
aucune hypothése a priort sur la forme des inconnues (déplacements et contrantes), ni sur les forces
apphquees On fait qusst une étude de la convergence « quand la section de la poutre tend vers zéro »,
qui permet de justifier les modéles usuels

Abstract — In this paper we obtain the classical equations of the linear beam theory by applying
the asymptotic expansion method to a mixed variational formulation of the three-dimensional linear
thermoelasticity model This method, similar to that developed by Ciarlet and Destuynder to obtain
plate and shell models, does not requare any a prior1 assumption either on the form of the unknowns
(displacements and stresses) or on the applied forces Convergence « as the section of the beam goes
to zero», 1s also studied, which gives a justification of the usual one-dimensional models

0. INTRODUCTION

Dans ce travail nous considérons des poutres de section variable et petite,
plus précisément, des solides occupant un volume de la forme

Q= {(X,, X,, X3): X; =x;, X, = ex, h(x;),
o =1,2(x, X)€@, x;€(0, L)} ©.1)
ou L est la longueur de la poutre, ® = R? un ouvert borné de mesure 1 et 4,

(oo = 1, 2), des fonctions de (0, L) dans R*.

(*) Regu en septembre 1983
() Departamento de Ecuaciones Funcionales Facultad de Matematicas Universidad de
Santiago de Compostela Espagne
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348 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

La caractéristique essentielle de la poutre est que € est trés petit par rapport
a L. Ceci permet d’approcher les équations de la thermoélasticité tridimen-
sionnelle en Q° par un modéle monodimensionnel.

Ainsi, il est bien connu que le déplacement dans la direction de 'axe X,
peut étre approché par la solution d'une équation différentielle du quatriéme
ordre, posée sur [0, L] — (voir par ex. Landau-Lifchitz [6] pour le cas purement
élastique).

En général, pour obtenir cette équation il faut faire des hypothéses a priori
sur les déplacements et le tenseur des contraintes. Une autre méthode consiste
a considérer un développement asymptotique formel de la solution tridimen-
sionnelle et ensuite caractériser les termes successifs. Ceci est fait dans Rigo-
lot [9] en partant des équations aux dérivées partielles, mais on a encore besoin
de certaines hypothéses a priori; en particulier la charge volumique doit étre
nulle. D’autre part, on rencontre des difficultés au niveau des conditions aux
limites pour les termes du développement. Enfin, la méthode s’adapte mal a
I'étude de la convergence.

Dans ce travail nous utilisons la méthode des développements asymptotiques
mais en partant d’une formulation variationnelle des équations de la thermoélas-
ticité linéaire. On suit les idées développées dans Ciarlet-Destuynder [2] pour
obtenir les équations des plaques a section constante. La méthode a été utilisée
pour les plaques a épaisseur variable dans Viafio [10]. On peut voir aussi
Destuynder [4].

C’est ains1 que nous trouvons les équations ciassiques des pouires et les
expressions des moments fléchissants et des efforts tranchants et, en plus, les
hynothéses o priori dont on a besoin dans la méthode classique.

D’autre part, nous démontrons la convergence du mod¢le approché au
modele tridimensionnel quand la section de la poutre tend vers zéro. Pour
ceci nous suivons la méthode développée dans Ciarlet-Kesavan [3] et Des-
tuynder [4].

1. NOTATIONS ET HYPOTHESES
On a utilisé la convention des indices répétés. Les indices latins i, j, k, p, ...
décrivent l'ensemble { 1,2, 3 }, alors que les grecs o, B, ¥, M, ... parcourent

toujours 'ensemble { 1, 2 }.
Soit U un ouvert de R*. Rappelons les normes usuelles dans les espaces

LZ(U) et HI(U) :
0o =U nv|2dx]”2,
U

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES 349
. n 5 1/2
lvl, o= |:| v |g,u + Z | O lo,Ujl .
1=1
Enfin, on utilisera les espaces de tenseurs symétriques suivants :
[L2W)]s = {< = (t,p) € LA 1y, = 194} Uc R,
[L2(W)]g = {7 =(,) e [LXU)]° : T, =T}, UcR.

Nous rappelons ensuite quelques notions concernant le tenseur d’inertie (voir
par ex. Landau-Lifchitz [6]).

On considére dans R® un systéme d’axes X, orthonormé direct, I'origine
étant 0. Pour un solide occupant un volume Q < R* avec densité p(X;, X ,, X3)
au point (X,, X,, X3), le tenseur d’inertie 1 est défini par :

1= (1) =f p(X,, X,, X3) x
Q

X2+X2 -X, X, -X, X,
x | -X, X, X2+X2 -X,X, |dX,dX,dX,.
~X,X, -X,X,  XIt+X?

Les composantes /,, sont les moments d’inertie par rapport aux axes X,. Les
autres composantes sont appelées produits d’inertie. Un systéme orthonormé
X, est dit principal d’inertie pour Q si le tenseur d’inertie correspondant est
diagonal. [ étant un tenseur symétrique on déduit que pour tout corps Q
1l existe un systéme principal d’inertie orthonormé.

Nous revenons a la poutre considérée a I'Introduction, que nous allons
supposer homogene, de densité constante, et isotrope. Nous supposons aussi
que les axes de coordonnées X, apparaissant dans la définition de Q° sont
principaux d’inertie pour la poutre. Un tel systéme peut étre trouvé pour une
poutre du type (0.1).

Puisqu'on a :

L
f X, X,dX,dX,dX, = e“lij h3(x3) h3(x;) dxa] . [j X, x, dx, dxz],
Q¢ ®

0

1.1

et

{ X, X,dX,dX, dX, = 83H
Qe

0

L

x5 hy(x3) hy(x3) h(x;) dx3] X

X [J X, dx, dx2:|, (1.2)

vol 18, n° 4, 1984



350 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

et les fonctions 4, sont strictement positives, cette hypothése équivaut a
J‘xlxzdxldx2=0, undxldxzzo. 1.3)

On va noter dans la suite par ©%(x,) la section de la poutre a la distance x;
de T'origine, Cest-a-dire :

@%(x3) = {(ex; hy(x3), €x;5 hy(x3)) : (x, x,)e @ } . (1.4)

Alors, la premiere égalité de (1.3) montre que les axes X, sont principaux
d’inertie pour ® et donc les X, sont aussi principaux d’inertie pour chaque
section ®°*(x;) de la poutre. La seconde entraine que I'axe X, passe par les
centres de masse de chaque section.

On introduit la notation [;(x;) pour le moment d’inertie de la section
o%(x,) par rapport a I'axe x; (B # o), Cest-a-dire :

I(x;) = f x2 dx, dx, , 1.5
©8(x3)

et, enfin, on utilise les notations :

Yi(x3) = 00'(x3), Ti= U v(x) x {x3},

x3€(0,L)

I'f =0%0) x {0} uo(L) x {L}.

2. LE PROBLEME DE THERMOEKLASTICITE TRIDIMENSIONNELLE SUR LA
POUTRE Q¢

Il s’agit de trouver le vecteur de déplacements u = () et le tenseur de
contraintes ¢ = (o,) du corps tridimensionnel, occupant I'ensemble Q° en
I'absence de forces extérieures et a une température uniforme de référence
T, > 0. On va supposer la poutre encastrée aux extrémités, c’est-a-dire les
déplacements nuls sur I'j. D’autres conditions aux limites pourraient étre
envisagées.

On note par f=(f)) et g =(g,) les forces volumiques et surfaciques agis-
sant sur la poutre. On suppose un champ de températures T donné et on
deéfinit0 =T — T,

R.AILR.O. Analyse numénique/Numerical Analysis



EQUATIONS DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES 351

En notant par n = (n,) le vecteur unitaire normal a I'§ dirigé vers I'extérieur
de Q°, le probléme a résoudre est le suivant (voir Duvaut-Lions [5]).

- 00, =f dans Q°,
o,n, =g, sur TI7, 1<i<3 2.1

€
u,=0 sur T},
ou o, est donné par la loi de comportement thermoélastique linéaire suivante :

E Ev 5 Eo, 05
% = Ty W T T a 7 W% (=2 00

2.2)

avec
1 .
Y, = 5(0;"1 + 0,u). 2.3)

Comme d’habitude E représente le module de Young, v le coefficient de
Poisson et o, le coefficient de dilatation thermique.

Nous allons rappeler la formulation variationnelle mixte de Hellinger-
Reissner pour le probléme (2.1)~2. 3). On commence par introduire les espaces
fonctionnels suivants :

Vei={v=(@)e[H'Q)P:v,=0 sur I{}
} 2.9
¢ = [L2@Q9)]3
munis des normes
3 1/2
[ollq = [Z I v, Hf,mil ,ve Ve
=1 2.5

3 I
[ Tloq: = |: Z I T, |0,Q=:I , TeZXE.

,7=1

On considére aussi 'automorphisme dans I’espace des matrices 3 x 3 symé-
triques suivant :

L+tVvy _Yx 5 2.6)

= (AX)U =T E u~ F e

I'mverse étant donné par

=(A47'Y), =

E Ev
Ty vt agawa—aw el @7

vol 18, n° 4, 1984



352 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

On peut démontrer que le probléme (2.1)-(2.3) équivaut, au sens faible,
au suivant :
Trouver (o, u) € ¢ x V* vérifiant :

Vie Xt J (do), T, — J Y, W1, = - och 07,9,,, 2.8)
Qe QE QE

Yve Va:j cs”yu(u)zj flv,+J‘ g9,0,. 2.9
Qe Qe rf

En supposant
LEeLXQY, g,eLXT3), 1<:1<3, 0eLl¥Q) (2.10)

on peut démontrer que le probléme (2.8)-(2.9) admet une solution unique,
comme application d’un résultat de Brezzi [1], sur les formulations mixtes.
Ceci nécessite la vérification de 'mégalité suivante :

- J y®x,
QE
sup ————

ezt | Tlogs

>blvlgn b>0, @2.11)

qui peut étre obtenue a I'aide de I'inégalité de Korn (cf. Duvaut-Lions [5]).

3 CHANGFMENT DE L’OUVERT DE REFERENCE

11 est évident que la dépendance de la solution (o, u) de (2.8)2.9) vis-a-vis
de &, paramétre 1ié a4 la taille des sections de la poutre, est d'un caractére
complexe. Pour étudier le comportement quand & devient petit, nous utilisons
une technique de changement de variable, analogue & celle employée dans
Ciarlet-Destuynder [2] pour le cas de plaques, qui fait apparaitre le paramétre ¢
dans les équations, tout en se ramenant a un domaine indépendant de &.

On va poser

Q=0x(L), 3.1
I'y=0ox{0,L}, y=0w, I', =y x(@0,L). 3.2)

Les moments d’inertie de  seront notés par
I = J x2 dx, dx, . (3.3)
(0]

RAIR.O Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES 353

On trouve alors la relation
Ii(x;) = &* hy(x3) hy(x3) h2(x5) 1. 3.9
Pour chaque € > 0 on définit 'application
He 2 (xy, X,, X3) €Q —» H(x,, X,, X3) = (6, hy(x3), 6%, hy(x3), X5) € Q°F
3.5

et pour une fonction quelconque ¢ : Q° — R on va noter b = o HE
Dans toute la suite nous allons supposer que les fonctions /4, vérifient :

h,e W>*(0,L) et hy(xy))>p>0, x,€[0,L]. (3.6)

Le résultat ci-apres, de vérification immédiate, sera fondamental dans la suite.

LemME 3.1 : Si & est suffisamment réguliére on a :

J ¢=£2J'h1h2¢ssj‘ ¢:8J' h*(bsa (37)
Qe Q ri r,

(0,0 =& P h 1 0,0°, (0:0F = 030" — x, h, ' h 0,07,  (3.9)
ou
h* = [n? h% + n2 h? + 2 x2 h3 h? + nl x3 3 B +
+2n, nyx, x, by by K E)]E . (3.9)

On introduit les espaces fonctionnels

V={v=0)eH'Q)P:v;,=0 sur T
{ 2 (3.10)
z = [L*@)]5
munis des normes naturelles respectives.
Les transformations définies ci-dessous seront utilisées dans la suite :
veV: -7 = (ev], evh, 1)) eV,
€ HE __ -2 - £
TEX -7 = (e 21,7 15, 155) € X, 3.11)

fe[LXQ)P > =€ fl e f5 D e [LAD]?,
ge[L’MDP -7 =€ "*g5 e 2g5 ¢ g9 e [LATY]?.

vol. 18, n° 4, 1984



354 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

Enfin, il sera commode de noter par A° I'application transformant les tenseurs
d’ordre 2 de la fagon suivante

1 +v \%
N Xas’Equsan (3.12)

Y5 = (4° X)

dont I'inverse est défini par

Ev

Y _Bv
“°+1——v2

o =T Y, 805 - (3.13)

A l'aide du lemme 3.1 on démontre avec des calculs simples le résultat suivant.

THEOREME 3.1 : Soit (8%, %) e X x V Délément construit a partir de la solu-
tion (o, u) de (2.8)-2.9) a 'aide des transformations (3.11). Alors (&°, ©F) est
la solution unique du probléme :

Trouver (&5, %) e X x V tel que

Vie 2 : ay(85 1) + €2 a,(8% 1) + £ a,(8% 1) + b(t, %) = Gi(n) + €2 G5(1),
YoeV : b8 v) = F§(v), (3.19)

ou a,, a,, a4, b, G§, G5, F§ sont définis par :
1
ay(o, 1) = E hih, G353 T3, \
Q

21 + v v
(12(0', T) = j hl hz[—% Gz, T3y — F(G33 Tun + Opuu 133)],
Q

o (3.15)
a,(oc, 1) = J hy hy(A° ©)yp Tup s
Q
b(t,v) = — J hy hy[(ty, — X, hy* M, 7,) O30, + Bt 1, 00,],
Q
Gi(r) = — a; f hy hy 0% 155,
Q
G,(1) = — oy J hyhy 0% 1,58, (3.16)
Q

FS(U) = —f h1 hZ]‘lEUx —J h*?fvl-
o r

R.ALR.O Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES 355

Remarque 3.1 : Notons que la forme bilinéaire b peut s’écrire sous la forme
plus compacte :

b(t,v) = — J hy hy T 7H©) 3.17
Q
avec yi(v) défini comme suit :
1., _ _
Yes(®) = 3 [hy* 005 + hg' Ogo,], )

| —1 7

v5@) = 7% 0) = 5 [he ' 005 + O3v, — Xxg hg ' By O], (3.18)
13:(0) = [030; — x, h.* by 0,0,].

Nous finissons ce paragraphe avec un lemme qui sera utilisé plus tard.

LemME 3.2 : 1l existe une constante ¢ > 0 telle que

qup LG |

teX | ‘Oﬂ

clollyq, YoeV- (3.19)

Démonstration : Pour v e V arbitraire soit t* I'élément de X défini par

™ = A7 y¥*v).
Alors on a :
b(e* - J‘ hy hz[A -1 'Y*(U)]ij 'Y;kj(v)
('i , D) _ Q - > ¢, ‘ T*(v) ]o,n-
| T* o0 |A Y*(v) |o,n

Or, l'application ve V — | y*(v) |o o définit une norme dans H'(Q) équiva-
lente a la norme | v |, o. En effet, soit

= {(xy hy(x3), x5 hy(x3)) @ (x4, X5, X3) €Q }
et pour v e H'(Q) considérons I'élément w e H'(Q') défini par
wlx, hy(x3), x5 hy(x3), x3) = v(xy, X5, X3) .
Alors un calcul trés simple montre I’égalité :

'Y;](v) (xp X35 3) Yij(w) (x1 hl(x3)’ X5 hz(xs): xa) = [Yij(w)]l (xl, X35 xa) »

vol. 18, n° 4, 1984



356 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

ce qui entraine

| 7*@) oo = | YW fo.0 = €1 | YW) [o.0: -

D’autre part on a (voir par exemple Duvaut-Lions [5]) :

YOO log: Z G I Wlig, Ywe H(QY).
Par conséquent

|'Y*(v) |o,n =CyCy Il w ||1’91 =clo “1,9,

ce qui achéve la démonstration.

4. UN DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE (&, &)

Nous suivons une technique standard pour les problémes posés sous forme
variationnelle avec un « petit paramétre » (cf. Lions [8]). Nous allons supposer
que (&° #°%) peut s’écrire sous la forme :

(&%, %) = (0% u°) + e2(c? u?) + e*(c*, u*) + - 4.1

et essayer de caractériser le premier terme (c®, u°).
En reportant I'expression (4.1) dans (3.14) et en identifiant les termes de
la méme puissance en g, on trouve que les termes successifs (c27, u*?), p > 0,

ay(c® 1) + b(r, u°) = G§(x), } 4.2)
b(O‘O, U) = FS(U) >
a%(6% 1) + by, u?) = G3(1) — a,(c% 1), }
4.3)
b(c?,v) =0,
ay(62%, 1) + b(t, u??) = — a,(0*?7 24 1) — a,(c* ™% 1) } @.9)
b(c®%,v) =0, p>2

La forme g, n’étant pas coercitive sur X on ne dispose pas a priori d'un résultat
d’existence pour le probléme (4.2). Cest pourquoi nous allons démontrer
dans la suite, d'une fagon directe, que (4.2) admet une infinité de solutions,
mais que, malgré cela, les déplacements u° et la composante c3, des contraintes

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES 357

ainsi que les moments fléchissants m? = J x, 695 et les efforts tranchants

(]

Q= j‘ G5, sont univoquement déterminés.
(0]

Avant d’énoncer d’une fagon précise ce résultat nous allons récrire le pro-
bléme (4.2) sous une forme différente. Soit W Yespace

W={6ecHQ): =0 sur Ty} “4.5)

de fagon que V = W3, Alors il est facile de démontrer que (4.2) équivaut a
I'ensemble d’équations suivant :

V1,5, € L2(Q) : %j hyhy 695155 — J hy hy 15500543 — x, bt h, O,u3] =
o o

= —aTJ hy hy 6° 145, 4.6)
Q

»

Y(t,,) € [LZ(Q)]2 : hy hy ty[ht 05 + oul — Xg hB—I hi, aﬁug] =0,
JQ
4.7
V(g € (L5 1 | Ay hy tglh; ! 0 + byt 3l =0, 4.8)
JQ

Vose W J hy hy[693(0305 — X, hy ' B, 0,05) + o3, by ' O3] =
Q
=J hy hy f%v, +j h* G vy, 4.9)
Q r

V(v e W2 : J hy hy[o2 byt 0,05 + 0340305 — X, hy 'y O,0p)] =
o

=J‘h1h2f§vﬁ+J‘ P*gvs.  (4.10)
Q ry

THEOREME 4.1 : On suppose que les forces et la température appliquées sur
la poutre vérifient (2.10) et de plus :

0yfy € LAQ), B35 € LATS), 0,0 € LAQY), 0330 € LXQY).  (4.11)

Alors, il existe au moins une solution (c°, u®) € T x V du probléme (4 .6)-(4.10).

vol. 18, n° 4, 1984



358 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

En plus on a les caractérisations suivantes :

i) Le déplacement u ne dépend pas de x, ni de x, et il peut étre identifié
avec la solution (unique) du probléme -

uy e H3 (0, L),

L L
Elﬂj hy by B2 9358 0530° = — EaTj h, h, hBU x,,()‘:‘ 0,30° +

0 0

L L

[l e fofun o
4] ) ¥ 0 ©

+ j h* xg ~g§:| 030, Vv®e HZ(O, L).
Y

4.12)
ii) Le déplacement u3 est donné par

uy = u3 — x, h, 052, (4.13)

ou u est la solution (unique) du probléme de thermoélasticité monodimensionnelle
suivant :

ule H}(O, L)
(L L r

oA o [ rr r.
EJ hy hy 85u 050° = EocTJ h, h, J 0 J63v + J th th 75+
o (¢] [ 0 o

I

+ J h* yg} °, Vi®e HXO,L). (4.19)
Y
iti) La composante c%, est obtenue en fonction des déplacements par
033 = E[03u3 — x, h, 033u) — o7 6°]. (4.15)
iv) Les moments fléchissants sont univoquement déterminés par
r

m® = — EI_h, 055u — Eoy J x, 0% (pas de sommation ena) . (4.16)

«©

v) Les efforts tranchants sont déterminés de fagon unique par

Q= h;t byt { - 63[Eh1 hy B2 I, 0,30 + Eayph, h, h,,f X, 91 +

+ hy h, h“ xuf';:l + h“ h* xaz,;]}. 4.17)

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS DE LA THERMOELASTICITE DES POUTRES 359

Démonstration : Afin que I'exposé soit le plus clair possible nous allons
décomposer la preuve en plusieurs étapes.

Etape 1 : u® € H2(0, L) et u3 est de la forme (4.13).
De I'équation (4.8) on déduit

hi' Oup + hg' 0gul =0  (pas de sommation), (4.18)
d’ou
0 =0, 0,ud=0, h7'0,ud + h;'0,ul =0, 4.19)

ce qui montre que % ne dépend pas de x,. De plus, en dérivant par rapport a
x, et x, on obtient :

0 _ 0 _
0,,u; =0, 0,,u] =0.
D’ici on déduit I'existence de fonctions z2, z} € Hj(0, L) telles que
0 ] 1
=2 + X321,
o _ .0 1
U =29 + x,z3.

Mais, d’aprés (4.19), ceci entraine h, z; = — h, z} et, par conséquent, u? et
3 sont de la forme :

o __ 0 o _ ,0
Uy =z + x, hyz, u; =z, —x, h,z,

avec z, z0 € H}(0, L).
En utilisant maintenant (4.7) on déduit

hi' 03 + Ojul — xghy ' hy Oguf =0  (pas de sommation en a),  (4.20)

En dérivant cette €galité on tire facilement

0,43 = 0,,u3 =0,
4.21)
0,u3 = — hyhy 05z, 0,,u5 =h, h, 05z.
Par conséquent
Oyt = 0, (4.22)

et 8,z = 0 ce qui entraine z = 0 puisque z e Hj(0, L). D’autre part, d’aprés
(4.22) il existe z* € H}(0, L) et u3 € HL(0, L) tels que

0o _ 0
uy = Uz + x, 2°.
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En revenant a (4.20) on déduit
0u = — hJ' 22 H}O,L).
Par conséquent 2 € HZ(0, L) et
Uy =uy — x, h,03ul. (4.23)

Etape 2 : Calcul de 69, et m’.
De I'équation (4.6) on déduit

69, = E[0;u) — x, h;* b, 0ud — ag 0°], 4.24)

ce qui avec (4.23) donne (4.15).
Pour obtenir I'expression du moment fléchissant (4.16) il suffit d'utiliser
(4.15), la définition de I, (cf. (3.3)) ainsi que (1.3).

Etape 3 : Calcul de .
Prenons dans I’équation (4.9) vy € W tel que vy = v§ e Hy(0, L). Puisque
O,y =0ona:

L L
vvle H3(0, L) : j h, h2|:J‘ cg{| 0505 = j [hl h, j i+ J h* ag] 03 .
0 ® 0 [ ¥

(4.25)

En utilisant I'expression (4. 15) pour 63, on obtient
j o3, = E 0y — EaTJ 0°
(o) (0]

parce que mes (®) = 1 et h, 0;,u° ne dépend que de x,. En remplagant cette
égalité dans (4.5) on obtient (4.14).

Etape 4 : Calcul de u0.
On prend dans (4.9) v; = x, h, 3,07, v2 € HZ(0, L). Alors ona d,v; = h, 0500
(pas de sommation), v, = x, h, 3500 + x, h, 05,00 et on obtient :

L L L
jhl hy b, mO 3,300 +J hthU 0'3{' . =J ha[hl hzj Tt +
0 0 ® 0 ©

+ f h* x, gg} 0,02, Ve H}O,L). (4.26)
Y
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D’autre part, on considére (4.10) en prenant v, = v € HZ(0, L). On tire
légalité :

L L
f h hz[ f c‘;a} o3 = f [hA hy f 7t f h*az] W0, Vol e H2O, L).
4] ® (4] ® Y

En remplagant ceci dans (4.26) et en utilisant (4.16) on déduit finalement
(4.12) pour chaque B.

Etape 5 : Calcul de o3, et g§.
Nous allons montrer qu'il existe une infinité de (c3,) € [L*(Q)]* vérifiant
(4.9). Tout d’abord notons que (4.9) peut s’écrire sous la forme :

f hy hy hu—l[cga — X, h, 0‘33] O3 = j 05(hy h, 633) v3 +
o

Q

4.27)
+ J hy hy f5 05 + j W35 vy, Vo,eW
Q Ty
On a utilisé I'égalité suivante, déduite de (4.15) :
05(hy hy 633) = E[05(hy hy u3) — x, 05(hy hy hy, 055u0) — } @.28)
— oty 05(h, h, 69)]

qui montre que d,(k, h, 63,;) € L2(Q).
On considére maintenant le probléme : trouver &e L?(0, L; H'(w)) tel
que

hy hy byt J 0,€ Opv3 = J 03(hy hy 0'23) U3 + J

o

hy hy f5 0y + J h* g5 vs,

Y

Yvye HY(w), p.p.sur(0,L). 4.29)
En intégrant (4.28), compte tenu de (1.3) et (4.14) on déduit
j 05(hy hy 633) + f hyhy 5 + f g5 =0.
® ® ¥

ce qui montre que (4.29) admet une solution.
En revenant a (4.27) il est clair que toute solution de ce probléme est de
la forme

cga = xu h; 623 + au& + Xu
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avec y, € L2(Q) vérifiant

J hyhyhy' %, Ovs =0, VYoseW.
Q

En particulier si F € L?(0, L; H'(w)), avec F(x,) |, indépendant de x,, p.p.
x5 € (0, L), alors (53,) donné par
09y = x, hy 035 + 0,& + hy 0,F } .30)
ng = X, h) Ggs + 0,& — h, 0,F

est une solution de (4.9).
Pour déterminer g2 prenons dans (4.27) vy = x, h, w, avec w, € H}(0, L);
on obtient

L L L
j h1h2q2wa=f hlhzh;m::wu—f hy by m B3, w,) +

0 0 0

L L
+J‘ hlhzha[J. xuf';:lwu+J‘ ha[Jh*xubgilwa.
[} © 0 ¥

D’ici, en utilisant (4.16), on tire (4.17).

Etape 6 : Existence de ;.

Nous allons montrer que (4.10) admet au moins une solution. Tout d’abord
(4.10) s’écrit :
J hy hy ha_l[oga — X, hy 0'(3),,] 0,05 = J dF v + J Vg v, Vvge W,
Q Q ry

(4.31)
avec

O = 03(hy hy olp) + hy hzf;f,
vi = 3.

Notons que grice aux hypothéses (4.11) on a ¢f e L3(Q) et Vg € LX)
Pour montrer I'existence d’une solution pour (4.31) on pose le probléme
suivant : trouver n = (n,) € L*(0, L; [H'(w))?) tel que

hl /’l2 h;l J‘ Yaﬂ(n) Yaﬁ(v) = J' d);‘ Vg + J' \Ila= Ug, (4 32)

Voge H'(®), p.p.sur(0,L).
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Afin de prouver que ) existe, on doit vérifier I'égalité (voir Duvaut-Lions [5]) :
J o v + j Vpog=0, Vo =(vpe[H (@)]* telque v,4) =0,
(24 Y

ou, de fagon équivalente :

[ o5+ | w=o

et 4.33)
J(xzcbf—x1¢;)+j(x2w—x1w>=o.

La premiére égalité de (4.33) s’écrit encore

05(hy hy q°) + J h, hzf;f + J h*g,=0.
© ¥

Or, ceci peut étre obtenu en utilisant successivement (4.17) et (4.12).
En ce qui concerne la seconde elle peut s’écrire sous la forme :

J hy hy(x, ff — x, f5) + f P*(x, 957 — x,9%) +

Y

+ 63|:h1 h, f (x, 09, — x, 0"3’2):| =0. (4.39

En remplagant (4.30) dans (4.34) et aprés quelques calculs utilisant le théo-
réme de la divergence, on arrive a la condition

f by oy JE — x, T + f B T — X1 T + 0 {m hz[(ha — k) x
[ Y

X f Xy X, GJ3 +J§(x2n1 — x, ny) — (b +h2)<f F—Fh)]}zo

qui peut étre satisfaite en prenant F convenable dans (4.30).
En revenant a (4.31) il est évident quune solution est donnée par :

Oup = Xy h, 035 + V().
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5. RETOUR A L’OUVERT Q°

On peut supposer d’'une fagon heuristique que (c°, u°) est une approxima-
tion de (&% %) quand ¢ tend vers zéro. En faisant la transformation inverse
de (3.5) on obtient un couple (6, #) défini dans Q° qui peut étre considéré
comme approximation de (o, u), solution de (2.8), (2.9). On a

i = uo[H Y e ug o [HY] ™Y, u3o[H7Y) } 5.1)
.1
6 = (e? ol o [H] ", €00 [H]™Y, o35 o [H] 1.

Du théoréme 4.1 et du lemme 3.1 on tire facilement le résultat suivant.

THEOREME 5.1 : L’approximation (G5, U, U,) de (655, U, U3) est déterminée
univogquement comme Suit.

i) Les fonctions iy ne dépendent que de la variable x, et sidentifient aux
solutions uniques des problémes :
Trouver iy e HZ(0, L) tel que Yve HF(0, L) :

L L L
EJ I5(x5) (')‘3312B 0330 = — Eogp J [j X 9] 0330 + J [f o+
0 0 08 (x'3) 0 ®8(x3)
L
+ [ gﬂ—tv— ( [[ Xgf3 + [ xﬁg;!a:,v. (5.2)
o yE(x3) <0 L Jaf(xs) < y8(xs) -

- Eilvast

ii) Le déplacement i, est obtenu de la forme

Uy =

£33

3 = X, O3, , (5.3)

ou Uy est la solution unique du probléme de thermoélasticité monodimensionnelle
suivant :
Trouver 4, € Hy(0, L) tel que

L L
Ef A(x3) 0485 030 = Ean [J 9] 040 +
0 (] ©f(x3)
L
+j [j f3+J g3Ju, Yve H}(O, L),
W} @8(x3) YE(x3)

ou A(x,) représente la mesure de la section ®*(x,) de la poutre.

(5.4)
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iii) En fonction des déplacements déja calculés, G, est donné par

633 = E[03y — X, 0338, — o7 0] = E[03d; — ar 0]. (5.5

iv) De (5.5) on déduit I’expression suivante pour le moment fléchissant

m, = X, 633 :

©¥(x3)

m, = — EIf(x;) 0331, — EaTJ x, 0. (5.6

®&(x3)

v) Les efforts tranchants 4, = J G5, Sont déterminés univoquement par

®¢(x3)

Qa = - E63|:I:(x3) 6331201 + OCTJ‘ X 9] + J‘ xaf3 + -[ X 93 -
©fx3) @F(x3) YE(x3)

6.7

11 semble intéressant de donner l'interprétation en termes d’équations diffé-
rentielles des problémes (5.2) et (5.4). Pour (5.2) on a :

d? ( d*u )
E— IE Bl = — ECX.T 633 J XB 9] + J fB + J g[; +
dx3 dx3 ©(x3) ©%(x3) Y8(x3)

+ 6{] X f3 +J Xp g3:|, dans (0,L), (5.8)
@&(x3) Y&(x3)

2,(0) = a(L) =0,

#3(0) = (L) = 0,
ce qui est le modéle classique de flexion transversale de poutres suivant I’axe
d’inertie Ox;.
D’autre part, le probléme (5.4) équivaut au probléme aux limites suivant

di A
- E83<A(X3) d—;}) = — Eoy %H 9] - J fi+ J gs.
3 @E(x3) 0&(x3) YE(x3)

44(0) = 4,(L) =0, (5.9
donnant le modéle classique de compression d’une poutre.
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6. ETUDE DE LA CONVERGENCE

Dans les paragraphes précédents nous avons obtenu, a I'aide de la méthode
des développements asymptotiques, les équations classiques de flexion et
compression thermoélastique de poutres. Cependant il faudrait justifier les
calculs formels effectués; en particulier, on devrait préciser dans quel sens #°
et o° peuvent é&tre considérés comme des approximations de i et &°.

Dans ce paragraphe nous étudions le probleme de la convergence de % et &°
quand € tend vers zéro, sous les hypothéses données ci-apres. Pour ceci nous
utilisons la méme démarche que Ciarlet-Kesavan [3] pour un probléme de
valeurs propres dans la théorie des plaques.

Nous allons faire les hypothéses suivantes :

H,) Le module de Young £, le coefficient de Poisson v et le coefficient de
dilatation thermique o, sont indépendants du paramétre €.

H,) Les forces fetg et la température 6 sur la poutre Q° sont telles que
l'ona:

imfr=/°  dansL¥®@), 1<i<3, 6.1)
lim A* §¢ = g° dans L*(T",), 1 <i<3, 6.2
e=0
lim 6° = @° dans L%(Q) . 6.3)
£—0

L’hypothé¢se H,) entraine la convergence des suites Fg. G et G3. respec-
tivement, aux ¢éléments FJ e V', G € L’ et G§ € X’ définis par :

F(())(U)=_j‘hxh2fiovi"f g v, veV, (6.4)

Q Ty

Gi(x) = _OLTJ‘ hy h, 8°1,,, TeX, (6.5)
Q

G)(x) = — OLTJ hy hy 6° 1,5 8,5, TeX. (6.6)
Q

Le théoréme qui suit donne des estimations a priori pour la suite { (&% %°) }.

THEOREME 6.1 : Pour £ > 0, soit (6%, i) € £ x V la solution unique du pro-
bléme (3.14). Si les hypothéses H,) et H,) sont vérifiées alors il existe une cons-
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tante C > 0 indépendante de ¢, telle que
~ ~ 2 ~
| 853 loa + €185 lo,0 + & 18 lon < C, ©.7
& o<C, (6.8)
pour & suffisamment petit.

Démonstration : Prenons dans (3.14) 1 = &% et v = % On obtient :

4y(8°, 8% + €2 a,(8° &) + €% a,(8°, &) = GY(&) + €2 Gi(&°) — Fi(@®) .

6.9)
Soit ¢® I'élément de ¥ défini par
& . xE 7 €  __ ~2 xE
033 = 833, O35 =¢&85;, O =¢&° 8.
Alors il est immédiat de vérifier 'égalité
ay(8%, &%) + €2 a,(8%, &%) + ¢* a,(5° &) = J‘ hy h,(4c%);; of;
Q
avec A4 défini par (2.6). De la méme fagon on a :
Go(@) + &2 G3(6) = - arf hy by 6° G5,
Q
En utilisant I'inégalité
J’ hy hz(Ao-a)ij (Ga)ij = ¢l of |(2>,Q >
Q
et grace a '’hypothése H,) on déduit de (6.9)
| o° |(2),n SN Kol PN SN 75 PPN (6.10)
D’autre part, on a :
= b(r, ) = — G5(r) — €2 G5(v) + ao(8° 1) + €2 a,(8% 1) + e* a, (6% 7).

Par conséquent, pour ¢ suffisamment petit et tout T € X on déduit :

|b(1:,12€)|g c31 0% loalTloa + Caltlon-
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D’ici, compte tenu de I'inégalité (3.19) on déduit 'estimation
”ﬁ£”1_9<c5|6£|0,g+c6- (6.11)

Enfin, ceci et (6.10) donnent (6.7) et (6.8).
Les estimations que nous venons d’obtenir nous permettent de passer a la
limite quand ¢ tend vers zéro et justifier le modéle thermoélastique obtenu.

THEOREME 6.2 : Sous les hypothéses H,) et H,) il existe au moins une sous-
suite, encore notée (&%, it*), telle que :

i — i#l° faiblement dans V, (6.12)
&%, — 33, faiblement dans L*(Q), 6.13)
£8%5 — Vs faiblement dans L*(Q) , (6.14)
&? 85 > i,y faiblement dans L*(Q) . 6.15)

En plus on a -

i) La fonction ﬁg peut étre identifiée a la solution (unique) du probléme

#e HX0,L) et Yv°e HZ,L)

L L
EIBJ hy by B2 03588 0330° = — Ean hy h, hBU X 90] 9,,0°
0 0 % ©
L L
+ [ [hlh2 [ £+ [gglvo_J. hﬁ[hlhzf xp f2
J0 L o oy | 0 | I o
+ f xg gg] 050° . (6.16)
y
i) La fonction i3 est donnée par
i = ul — x, h, 0,500, 6.17)

ou u§ est la seule solution du probléme

uje H}(0,L) et Yvle H}O, L)
L L
E hhaanu°=EathUe°]av°+
L123~333 T012m 3l3 6.18)

L
+J [hlhzjf3°+jgg]vg.
0 [ Y
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iii) La fonction &35 est donnée par
833 = E[03u3 — x, h, 05385 — ar 0°1 + v, . (6.19)

iv) Les fonctions 5, et \y,q vérifient :

o5, =0, dans Q.
(6.20)

Yy, =0, sur T').

0 =0, dans Q.
oV } (6.21)

Yoptts =0, sur I'y.

Démonstration : On considére plusieurs étapes.

Etape 1 : Des estimations obtenues dans le théoréme précédent on déduit
immédiatement (6.12)-(6.15). Nous allons démontrer que Y55, V,g vérifient
(6.20)-(6.21). En effet, la seconde é‘:quation de (3.14) s’écrit :

Jh1h25§jY§(U)=jh1hzﬁE”i+J h*giv,, YoeV. (6.22)
Q Q I,

En prenant v; = 0 en multipliant par € on tire
& j o by b 8 0,0 + 267 f Iy by 55, Y8 (0) =
Q Q

=82J\ hy hy f§ vg + azf h* gy vy, Voge W,
Q ry
d’ou, par passage a la limite quand ¢ tend vers zéro,
J hyhyhy ' Vg 0,05 =0, Voge W. (6.23)
Q

De facon analogue, si on prend dans (6.22) vy = 0 et on multiplie par ¢
on déduit :

sjhlhzhglﬁgaaﬁ%-i-sj
o

Q

h1h26§3y§‘3(v)=8j‘ hy hy f5 05 + € X

Q
¥ K€ .
Xf h* g5 v,

Ty
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et, en passant a la limite
f hyhyhg ' Viag Ogvs =0, VYo,e W.
Q

Etape 2 : Nous allons montrer (6.17) et (6.19). La premiére équation de
(3.14) s*écrit :

1 J 2(1 + V) ~ v 2 ~
hyhy 853133 + ———=¢ | hy h, €85, 135 — = | hy hy€° &), 133 —
E o E o E ), H

™

\% ~E ~€
—ESZJ hyhy 8537, + & | hyhy 82(A° 8,51, —
Q

v

r

— f hy hy T vE@) = — op | hy By 65155 — ap SZJ hyhy6°7,58,,.
Q

vQ Q

En passant a la limite quand € tend vers zéro, on obtient
1 ~0 A% h 5[0
E hy hy 833 T35 — E hyhy Vo, tss — | hyhy T YEE)
Q Q Q

ri,rnO

= —ccTJ nyn,8% 1,5, VieXZ. (6.24)
Q

En prenaiit Successiv iut‘:i Ly = 0, Typ = T33 = 0 et T3 = U dans (6.24)

€
on déduit que (8%, #i°) € L?(Q) x V vérifie les équations suivantes :
EJ hy hy 835 — f hy hy t3310485 — x, bt by 0,i3) =
Q Q
- — ocrf hy hy 0° 14y + zlsf hyhy W, Tas, Yy e L2Q) (6.25)
Q Q
J hy hy Taglhg t 03 — xg hg P hy 3] = 0, V(13,) € [L* )], (6.26)
Q
J hl h2 Ta[}[ha_l aua(ﬂ) + hﬁ_l a[}ﬁs] =0 ’ V(Taﬁ) € [LZ(Q)]g : (627)
Q
Or, les équations (6.25)-(6.27) sont les mémes que (4.6)-(4.8) sauf le second

membre de (6.25). Par conséquent une répétition des arguments utilisés dans
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les étapes 1 et 2 de la démonstration du théoréme 4.1 montre la validité de
(6.17) et (6.19) — pour des fonctions u3 € Hg(0, L) et %3 € HZ(O, L).

Etape 3 : Soit #3, 'élément de L?(0, L) défini par

Si on prend dans (6.23) v, = hy ' h3 " hy x5 v° avec v° € H3(0, L) on trouve

J“ppp:o'

D’ici, en utilisant (6. 19) et grace a (1.3) on déduit
33 = Eltaa’;‘g - OCTJ 90]- (6.28)

Prenons maintenant dans (6.22) des éléments de la forme v = (0, 0, v9) avec
v3 e HZ(0, L); on trouve

fhlh26§3asvg=Jh1h2ﬁvg+j h*ggvg,
o o

ry

d’ol en passant a la limite

Jhl h, 52, 3,00 =f hy by £9 00 +f 4008,
Q Q

I,

et encore,

L L
f hy hy 713, 0,09 =J [hl hZJ 2+ jggil 0g. (6.29)
0 0 (] Y

En remplagant (6.28) dans (6.29) on déduit (6.18).

Etape 4 : On va montrer (6.16). Soit ﬁlg e L?(0, L) I'élément défini par
g = J xg 835 .

Alors en utilisant expression (6.19) déja obtenue pour &9, et compte tenu de
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(3.3) et (1.3) on déduit

My = — Elyhy 03,85 — Earj xg 6% + vj‘ Xg Wy - (6.30)

. 1, _
D’autre part, prenons dans (6.23) successivement : v, = 3h3 'x20% v, =0

1 .
etv, = 0,0, = Eh; ! xZ 1, avec v° € H}(0, L). On obtient

J‘x1\l’11 ZJX2\|»’22 =0.

Ensuite, en prenant dans la méme équation successivement : v, = h; ! x, x, v°,

1 1,2 .0 1 1 —
- X 1 -1,2 .0 .2 -1 o cdui
U, = — Ehl hyt xivletv, = — Zhy hi' x5 0% v* = h{' x; x, v° on déduit

2

JX1¢22:fx2W11=0-

Par conséquent (6.30) devient

M) = — EI hy 03503 — EaTJ PACLE (6.31)

«

Considérons maintenant dans I'équation (6.22) des éléments de V de la
formev = (v9, v, — x, by 93vp)avec vy € HZ(0, L). Alors ona yiy(v) =y5,(v) =0,

Y33(v) = — xg hy O430;, et par conséquent on obtient :
- J‘ hy hy hy xp 833 03303 =J hlhzf;”g + J h* gy v —
Q Q r,

— J hy hy hg xg f5 0503 ——J- h* hg xg G5 0505 .
o

ry

Par passage a la limite quand ¢ — 0 on trouve pour chaque B :

L L
—J hy hy g 1 05,0° =J [hlhszﬂ°+J gg}ﬂ—
0 0 ® Ty

L
—f |:h1 h, hpf xl,f;+hﬁj x,,ggJawO, Vol e H3(0, L). (6.32)
® Iy

0
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En remplagant dans (6.32) I'expression (6.31) obtenue pour ﬁzg on déduit
finalement (6.16).

COROLLAIRE 6.1 : Soient i et §y définis par

m;:fxﬂag3; q;:fagﬁ
@ (0]

alors, pour les sous-suites correspondant a celles du théoréme précédent, on a
iy — My faiblement dans L*(0, L) , 6.33)
Jy — g3  faiblement dans L*(0, L) 6.34)

avec ing donné par (6.31) et

Q= — hy' byt E[63<h1 hy B2 Iy 045013 + op hy by h,,f Xp e°> +

+h1h2hBJ

o

X f3 + hBJ‘

Y

Xg gg]. (6.35)

Démonstration : La convergence de ity est une conséquence immédiate de
(6.13). Pour démontrer (6.34) on prend dans (6.22) vz = 0 et vy = x A, v]
avec v € H}(0, L); on obtient

L L L
J h, hz[J 653{' vy + J hy h, hﬂ[f Xg 633] 0yvp = J hy hy hy x
o ® 0 ® 0
L .
[ [ frs])s
@ 0 Y

gy — hi ' hy ' O50hy hy hy ] + hﬁf

(o]

Par passage a la limite on déduit :

xpf3°+h;1h;1hﬁjx3gg

v
et d’ici découle (6.34) compte tenu de (6.31).

Remarque 6.1 : Puisque les éléments #i°, M et §° sont univoquement déter-
minés, on peut conclure que les convergences (6.12), (6.33) et (6.34) sont
valables pour les familles tout entiéres et non pas seulement pour des sous-
suites.
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Grace au caractére linéaire du probléme (3.14) on déduit immédiatement

le résultat qui suit.

COROLLAIRE 6.2 : Sous les hypothéses H,) et H,) suivante :
H)) Les forces f; et g; et la température © sur la poutre CF sont telles qu'il

existe re Z tel que

li_r’rée’fl.'s:ﬁ’ dans L*(Q), 1<i<3
lim o * g _g® dansIATy), 1<i<3 (6.36)
zi—l)lg e0=0° dans L3(Q) .
Alors on a :
g if - i° faiblement dans V,
& my — g faiblement dans L*(0, L), (6.37)

~0
e qy — g

faiblement dans L*(0, L),

avec #°, M et gg définis dans le théoréme 6.2 et le corollaire 6. 1.

Un cas particulier dans lequei H5) est vérifié, et ou par conséquent le coroi-
laire précédent peut étre appliqué, apparait quand les suites intervenant dans
(6.36) sont constantes. Or, étant donné la définition de f* et &%, ceci signifie que
les forces et la température agissant sur la poutre sont de la forme

f; — E1—r f;OO[HE]—l ,

1
g, = € h_*g

9 =g’ eoo[He]-l

- -1 .
so[H™!, g3 = ¢ Fgf,,’O[H] !

fi =77 fP o [H]!

(6.38)

pour certaines fonctions f°, g°, 8° données, indépendantes de €.
Dans ce cas, en comparant les énoncés des théorémes 5.1 et 6.2 on déduit

immédiatement la relation

g€ u

e m

. —

€4, =

4

To ©

(6.39)

N

I
2%
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et le corollaire 6.2 nous assure les convergences
e' ¥ uy — @y dans H'(Q) faible
" u§ — i3 dans H*(Q) faible
& my — g dans L2(0, L) faible
e "' g5 — gy dans L*(0, L) faible

(6.40)

avec my = J X, 033 et gy = J C3p -
(0] ©

Exemple : On considére une famille de poutres Q° de densité p et de module

de Young E soumise a leur poids et a4 une charge surfacique de la forme %’; ,

ke L*(T,). On a donc

f1=P= f2=f3=0a g, = 9229320, 6=0,

ek
}Fa

ce qui rentre dans le cadre (6.38) avec r = 1. Par conséquent €* u converge
faiblement dans H(Q) vers la solution du probléme

d d*
Eld 2[h3h2d 5 :|=ph1h2 +Jkdans(O,L),
Y

(6.41)

du1 did

#(0) = #(L) = 0, (0) ——(L) =0,

ce qui justifie d’approcher u, par 4, = £~ 2 @9 solution du probléme :
d? d?
Eaz |:1f(x3) e ul:l = p mes ©(x;) + & f k/h*
? viixs) (6.42)
1 ! > dx, dx, '

On voit que (6.42) coincide avec (5. 8) pour les données considérées.
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