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UNE JUSTIFICATION DES ÉQUATIONS
DE LA THERMOÉLASTICITÉ DES POUTRES

A SECTION VARIABLE
PAR DES MÉTHODES ASYMPTOTIQUES (*)

par A. BERMUDEZ C1) et J. M. VIANO (*)

Communiqué par P G CIARLET

Résumé — Dans cet article on obtient les équations classiques de la theorie linéaire des poutres
à section variable, en appliquant la methode des développements asymptotiques a une formulation
vanationnelle mixte du modèle tridimensionnel de la thermoélasticitê linéaire Cette méthode, ana-
logue à celle développée par Ciarlet et Destuynder pour obtenir les équations des plaques, ne nécessite
aucune hypothèse a priori sur la forme des inconnues (déplacements et contraintes), ni sur les forces
appliquées On fait aussi une étude de la convergence « quand la section de la poutre tend vers zéro »,
qui permet de justifier les modèles usuels

Abstract -— In this paper we obtain the classical équations of the hnear beam theory by applying
the asymptotic expansion method to a mixed vanational formulation of the three-dimensional hnear
thermoelasticity model This method, similar to that developed by Ciarlet and Destuynder to obtain
plate and shell models, does not require any a priori assumption either on the jorm of the unknowns
(displacements and stresses) or on the applied forces Convergence « as the section of the beam goes
to zero », is also studied, which gives a justification of the usual one-dimensional models

0. INTRODUCTION

Dans ce travail nous considérons des poutres de section variable et petite,
plus précisément, des solides occupant un volume de la forme

Q£ = {(Xl9 X2, X3) : X3 = x3, Xa = £xa ha(x3\

a = 1, 2, (xl9 x2) e œ, x3 e (0, L)} (0.1)

où L est la longueur de la poutre, to <= M2 un ouvert borné de mesure 1 et /îa

(a = 1, 2), des fonctions de (0, L) dans R+.

(*) Reçu en septembre 1983
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348 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

La caractéristique essentielle de la poutre est que e est très petit par rapport
à L. Ceci permet d'approcher les équations de la thermoélasticité tridimen-
sionnelle en Qe par un modèle monodimensionnel.

Ainsi, il est bien connu que le déplacement dans la direction de l'axe Xa

peut être approché par la solution d'une équation différentielle du quatrième
ordre, posée sur [0, L] — (voir par ex. Landau-Lifchitz [6] pour le cas purement
élastique).

En général, pour obtenir cette équation il faut faire des hypothèses a priori
sur les déplacements et le tenseur des contraintes. Une autre méthode consiste
à considérer un développement asymptotique formel de la solution tridimen-
sionnelle et ensuite caractériser les termes successifs. Ceci est fait dans Rigo-
lot [9] en partant des équations aux dérivées partielles, mais on a encore besoin
de certaines hypothèses a priori ; en particulier la charge volumique doit être
nulle. D'autre part, on rencontre des difficultés au niveau des conditions aux
limites pour les termes du développement. Enfin, la méthode s'adapte mal à
l'étude de la convergence.

Dans ce travail nous utilisons la méthode des développements asymptotiques
mais en partant d'une formulation variationnelle des équations de la thermoélas-
ticité linéaire. On suit les idées développées dans Ciarlet-Destuynder [2] pour
obtenir les équations des plaques à section constante. La méthode a été utilisée
pour les plaques à épaisseur variable dans Viano [10]. On peut voir aussi
Destuynder [4].

C'est ainsi que nous trouvons les équations classiques des poutres et les
expressions des moments fléchissants et des efforts tranchants et, en plus, les
hypothèses a priori dont on a besoin dans la méthode classique.

D'autre part, nous démontrons la convergence du modèle approché au
modèle tridimensionnel quand la section de la poutre tend vers zéro. Pour
ceci nous suivons la méthode développée dans Ciarlet-Kesavan [3] et Des-
tuynder [4].

1. NOTATIONS ET HYPOTHÈSES

On a utilisé la convention des indices répétés. Les indices latins i,j, fc, p,...
décrivent l'ensemble { 1, 2, 3 }, alors que les grecs ot, p, y, JI, ... parcourent
toujours l'ensemble { 1, 2 }.

Soit U un ouvert de IR". Rappelons les normes usuelles dans les espaces
L2(l7) et H\U) :

V
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ÉQUATIONS DE LA THERMOÉLASTICITÉ DES POUTRES 349

t n ni/2

I v \2
0}U + E | dp \lfU .

Enfin, on utilisera les espaces de tenseurs symétriques suivants :

[L2(L/)]* = { x = (Tap) e [L\U)T : x12 = T21 }, 1/ c K2 ,

[L2(Um = { x = (x„) e [L2(t/)]9 : TU = x„ } , ( / c R 3 .
Nous rappelons ensuite quelques notions concernant le tenseur d'inertie (voir
par ex. Landau-Lifchitz [6]).

On considère dans M3 un système d'axes Xx orthonormé direct, l'origine
étant 0. Pour un solide occupant un volume Q a M3 avec densité p(Xl9 X2, X3)
au point (Xu X2, X3\ le tenseur d'inertie D est défini par :

1 = (/y) = f p(Xt, X2, X3)
Jn

yy 2 * ^*~ 3 - 1 3

Les composantes In sont les moments d'inertie par rapport aux axes Xv Les
autres composantes sont appelées produits d'inertie. Un système orthonormé
Xt est dit principal d'inertie pour Q si le tenseur d'inertie correspondant est
diagonal D étant un tenseur symétrique on déduit que pour tout corps Q.
il existe un système principal d'inertie orthonormé.

Nous revenons à la poutre considérée à l'Introduction, que nous allons
supposer homogène, de densité constante, et isotrope. Nous supposons aussi
que les axes de coordonnées Xx apparaissant dans la définition de Q£ sont
principaux d'inertie pour la poutre. Un tel système peut être trouvé pour une
poutre du type (0.1).

Puisqu'on a :

X, X2 dXr dX2 dX3 = e*!" f h\{x3) h\{x3) dx3~\ • f f x, x2 dxx dx2~\,

(1.1)
et

dX2 = e3 x3 h±(x3) h2(x3) ha(x3) dx3 x

x xŒ dx1 dx2 , (1.2)

vol 18, n°4, 1984



3 5 0 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

et les fonctions h^ sont strictement positives, cette hypothèse équivaut à

x1 x2dx1 dx2 = 0, xadx1dx2 = 0 . (1.3)
J (û J (ù

On va noter dans la suite par coe(x3) la section de la poutre à la distance x3

de l'origine, c'est-à-dire :

(o%x3) = { (sx1 hx{x^9 EX2 h2(x3)) : (xl9 x2) e co } . (1.4)

Alors, la première égalité de (1.3) montre que les axes xa sont principaux
d'inertie pour co et donc les Xa sont aussi principaux d'inertie pour chaque
section a>e(x3) de la poutre. La seconde entraîne que l'axe X3 passe par les
centres de masse de chaque section.

On introduit la notation I*(x3) pour le moment d'inertie de la section
(o%x3) par rapport à l'axe xp (P # a), c'est-à-dire :

(1-5)

et, enfin, on utilise les notations :

y%X3) = dt»%X3), FI = U J%X3) X { X3 } ,
x3e(0,L)

T* = (Ù%0) x { 0 } u (ù%L) x { L } .

2. LE PROBLÈME DE THERMOÉLASTICITÉ TRIDIMENSIONNELLE SUR LA
POUTRE n e

II s'agit de trouver le vecteur de déplacements u = (M,) et le tenseur de
contraintes a = (a(J) du corps tridimensionnel, occupant l'ensemble Qe en
l'absence de forces extérieures et à une température uniforme de référence
To > 0. On va supposer la poutre encastrée aux extrémités, c'est-à-dire les
déplacements nuls sur FQ. D'autres conditions aux limites pourraient être
envisagées.

On note par ƒ = (ƒ,) et g = (gt) les forces volumiques et surfaciques agis-
sant sur la poutre. On suppose un champ de températures T donné et on
définit 0 = T - To.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE LA THERMOÉLASTICITÉ DES POUTRES 351

En notant par n = (nt) le vecteur unitaire normal à T\ dirigé vers l'extérieur
de Q8, le problème à résoudre est le suivant (voir Duvaut-Lions [5]).

- dpl3 =fx dans Qe,

atJ n3 = gt sur T\, (1 < î *ï 3)

ut=0 sur r j ,
(2.1)

où au est donné par la loi de comportement thermoélastique linéaire suivante :

E Ev EOLT

% = — Y - > } +
 ( i - 2 v ) ( i + ( ) ^

avec

(2.3)

Comme d'habitude ^ représente le module de Young, v le coefficient de
Poisson et aT le coefficient de dilatation thermique.

Nous allons rappeler la formulation variationnelle mixte de Hellinger-
Reissner pour le problème (2. l)-(2.3). On commence par introduire les espaces
fonctionnels suivants :

= 0 sur
(2.4)

munis des normes

r 3 -ji/2
( 2 . 5 )

O n c o n s i d è r e a u s s i F a u t o m o r p h i s m e d a n s l ' e s p a c e d e s m a t r i c e s 3 x 3 s y m é -
t r i q u e s s u i v a n t :

(2.6)

l'inverse étant donné par

y " 3 - 2 ^ V (2-7)

Vbl 18, n° 4, 1984



3 5 2 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

On peut démontrer que le problème (2,l)-(2.3) équivaut, au sens faible,
au suivant :

Trouver (a, u) e Ze x V£ vérifiant :

Vxel* : f (Aa)tJxtJ - f y » xtJ = - a r f 9x^5,,, (2.8)

En supposant

A G L2(Q£), 9x G L2(H) , 1 < i^ 3 , 9 e L2(Q£) (2.10)

on peut démontrer que le problème (2.8)-(2.9) admet une solution unique,
comme application d'un résultat de Brezzi [1], sur les formulations mixtes.
Ceci nécessite la vérification de l'inégalité suivante :

v\\ua.9 b > 0 , (2.11)

qui peut être obtenue à l'aide de l'inégalité de Korn (cf. Duvaut-Lions [5]).

3 CHANGFMENT DE L'OUVERT DE RÉFÉRENCE

II est évident que la dépendance de la solution (a, u) de (2.8)-(2.9) vis-à-vis
de s, paramètre lié à la taille des sections de la poutre, est d'un caractère
complexe. Pour étudier le comportement quand s devient petit, nous utilisons
une technique de changement de variable, analogue à celle employée dans
Ciarlet-Destuynder [2] pour le cas de plaques, qui fait apparaître le paramètre 8
dans les équations, tout en se ramenant à un domaine indépendant de e.

On va poser

Q = œ x (0,L), (3.1)

r o - œ x { 0 , L } , y = 3<o, r i = y x ( 0 , L ) . (3.2)

Les moments d'inertie de œ seront notés par

/ .= [ 4dx1dx1. (3.3)

R.A I R.O Analyse numérique/Numencal Analysis
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On trouve alors la relation

Pa(x3) = e4 hx(x3) h2(x3) h2
a(x3) /a . (3.4)

Pour chaque £ > 0 on définit l'application

He : (xu x2, x 3 ) e Q ^ HE{x^ x2, x3) = (ex1 ht(x3)9 sx2 h2(x3), x3)eQ£

(3.5)

et pour une fonction quelconque <j> : Q£ -• M on va noter <j>8 = § o Hz.
Dans toute la suite nous allons supposer que les fonctions h^ vérifient :

hKeW2-«>(0,L) et ha(x3)>p>0, x3 e [0, L ] . (3.6)

Le résultat ci-après, de vérification immédiate, sera fondamental dans la suite.

LEMME 3.1 : Si $ est suffisamment régulière on a :

f <|> = e 2 f *x * 2 4>% f < t > ^ £ f

ou

h* = [ni h\ + n2
2hl + e2(«2 x2 h\ h'2 + n\ x\ h2

x h'2 +

+ 2 nx n2 Xj x2 hx h2 h'x n2j

On introduit les espaces fonctionnels :

y = { v = (Vi) G [HX(ÇÏ)]3 :Vi=0 sur

S = H

r0} j

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

munis des normes naturelles respectives.
Les transformations définies ci-dessous seront utilisées dans la suite :

v e F £ -> vz = (EV\, EV2, V
£
3) e V,

X e r - T £ = (e~2 <„, S"1 T|p, T|3) 6 Z ,

f e [L2(O*)]3 - ƒ ' = (e"1 ƒ*, z-iflfàe [L2(Q)]3
S

0 e [L2(n)]3 - y = (s"2 rf, E"2 gE
2) e"1 »|) e

(3.11)

vol. 18, n° 4, 1984



354 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

Enfin, il sera commode de noter par A° Vapplication transformant les tenseurs
d'ordre 2 de la façon suivante

dont Vinverse est défini par

Ev

(3.12)

(3.13)

lemme 3A on démontre avec des calculs simples le résultat suivant

THÉORÈME 3 . 1 : Soit (a8, uz) G S x F Vêlement construit à partir de la solu-
tion (a, M) Je (2.8)-(2.9) à Vaide des transformations (3.11). Alors (ae, uz) est
la solution unique du problème :

Trouver (aE, uz) e Z x F te/ gwe

VT e E : ao(a£, x) + e2 a2(&\ x) + £4 «4(aE, x) + i(x, w£) = G8(x) + e2 G*(x),

(3.14)

où a0, a2, a4, b, G^ G\, F

ao(a, x) = -^ h1h2 a 3 3 •
Jn

t , r , . f2(i +

Jo

mis par :

T 3 3

T3a ~ ^ >]•
(3.15)

GS(x) - - a r f h, h2 9
e T33 ,

Jn

G2(x) = - a r Aj A29£xapôap ,
Jfi

(̂«) = - [ M2#»,

(3.16)

R.A.I.R.O Analyse numérique/Numencal Analysis
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Remarque 3 . 1 : Notons que la forme bilinéaire b peut s'écrire sous la forme
plus compacte :

J
, Ï;) = - hxh2 Ty Y,*(I>) ,

J
(3.17)

avec Y*(ZJ) défini comme suit :

(3.18)

Nous finissons ce paragraphe avec un lemme qui sera utilisé plus tard.

LEMME 3.2 : II existe une constante c > 0 telle que

c | M | i n , Vu G 7 . (3.19)

Démonstration : Pour y e K arbitraire soit x* l'élément de S défini par

Alors on a :

f -1
**,v) Jn

lo,n •

Or, l'application v e V -> | Y*(U) |0,n définit une norme dans HX(Q) équiva-
lente à la norme || v || l f i. En effet, soit

et pour v e /T^Q) considérons l'élément w e i /^Q1) défini par

w{xx hx(x3)9 x2 h2(x3), x3) = v(xl9 x2, x3).

Alors un calcul très simple montre l'égalité :

YtfOO (^i. *2> xa) = Yi/W) (xi * i ( 4 X2 ^2(̂ 3)̂  xa) = [YÎ/W)]1 (xl9 x2î x3) ,

vol. 18, n° 4, 1984



3 5 6 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

ce qui entraîne

I y*(v) kn = IM^)]1 ko > ci 1 y(w) ko» •

D'autre part on a (voir par exemple Duvaut-Lions [5]) :

Par conséquent

I y*(P) kfi > CX C2 II W Hl,O» > C II Iî | | l fQ,
ce qui achève la démonstration.

4. U N DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE (d% «£)

Nous suivons une technique standard pour les problèmes posés sous forme
variationnelle avec un « petit paramètre » (cf. Lions [8]). Nous allons supposer
que (öe, üz) peut s'écrire sous la forme :

(o\ ue) = (a0, u°) + e2(a2, u2) + e4(a4> uA) + - (4.1)

et essayer de caractériser le premier terme (a0, w°).
En reportant l'expression (4.1) dans (3.14) et en identifiant les termes de

la même puissance en e, on trouve que les termes successifs (a2p, u2p\ p ^ 0,
vérifient les équations suivantes pour x e l e t ü e ^ , arbitraires :

(4.2)

a°(a2, T) + b{z, u2) = GJ(T) - a2(a°, x), 1

} (4.3)

4, x) 1
f (4.4)

La forme a0 n'étant pas coercitive sur Z on ne dispose pas a priori d'un résultat
d'existence pour le problème (4.2). C'est pourquoi nous allons démontrer
dans la suite, d'une façon directe, que (4.2) admet une infinité de solutions,
mais que, malgré cela, les déplacements u° et la composante a j 3 des contraintes

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE LA THERMOÉLASTICITÉ DES POUTRES 357

ainsi que les moments fléchissants m° = xa G° 3 et les efforts tranchants
J(û

q® = o^a sont univoquement déterminés.
J G)

Avant d'énoncer d'une façon précise ce résultat nous allons récrire le pro-
blème (4.2) sous une forme différente. Soit W l'espace

W ={<beH1(Û) : <j> = 0 sur To } (4.5)

de façon que V = W3. Alors il est facile de démontrer que (4.2) équivaut à
l'ensemble d'équations suivant :

VT 3 3 G L2(Q) : I [ h, h2 a ° 3 x33 - f h, h2 x33[ô3u°3 - xa h;1 h'z 3B«g] =

= -QLT\ A 1 / ï 2 e e T 3 3 ) ( 4 . 6 )

Jn

V(x3a) e [ L 2 ( Q ) ] 2 : f *! A2 T3JA; 1 ÖaM° + d3u°a - xp Ap"1 AJ, ap«a°] = 0 ,
Jn

(4.7)

* : [ h, h2 ̂ [h; ' dau° + h^1 Ô^] = 0 , (4.8)
Jn

= \ h1hJlv3+ f h*r3v3, (4.9)
Jn Jn

= f M 2 i p » p + f A*yP«p- (4-10)
Jn Jr,

THÉORÈME 4,1 : On suppose que les forces et la température appliquées sur
la poutre vérifient (2.10) et de plus :

Ô/3 e L2(Q% Ô3g3 e L2(H), ô3e 6 L2(Qe), 333e G L2(Qe) . (4.11)

.5, il existe au moins une solution (a°5 M0) G E x V du problème (4.6)-(4.10).

vol. 18, no 4, 1984



358 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

En plus on a les caractérisations suivantes :

i) Le déplacement u^ ne dépend pas de xy ni de x2 et il peut être identifié
avec la solution {unique) du problème :

f h, h2 h\ d33u\ Ô33v° = - EaT f h, h2 hS f xp e
El 333v°

+ J h*

(4.12)

ii) Le déplacement u% est donné par

où u® est la solution (unique) du problème de thermoélasticité monodimensionnelle
suivant :

1 2 3-3 3 T 1 2 3 L X 3

»/0 */0 1— v <a _ l » /0 L */ to

+ f A*»|lü°, Vv°eHt(0,L). (4.14)

iii) La composante 0% est obtenue en fonction des déplacements par

<T33 = E M - *« ̂ a ^33«« ~ a r 9e] . (4.15)

iv) Les moments fléchissants sont univoquement déterminés par

ml = — EIahad33u° — EaT x a 0 £ (pas de sommation en a) . (4.16)
Jct>

v) Les efforts tranchants sont déterminés de façon unique par

\ hi K h 333uJ + EVLT h, h2 ha f xa 0
£~| +

r r 9-1 r r 11
*1 A2^« Xjl + *. ***«Ï3 >. (4.17)

L Je» J L JY J J

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Démonstration : Afin que l'exposé soit le plus clair possible nous allons
décomposer la preuve en plusieurs étapes.

Étape 1 : w° e #0
2(0, L) et u% est de la forme (4.13).

De l'équation (4.8) on déduit

K1 «̂wp + V 1 ^w« = 0 (Pas de sommation), (4.18)

d'où

3 ^ = 0 , 3 2 M ° = 0 , * r l 3 i«2 + A2 l ô2«î =0» ( 4 1 9>

ce qui montre que u° ne dépend pas de xa. De plus, en dérivant par rapport à
x1 et x2 on obtient :

D'ici on déduit l'existence de fonctions z°, z\ e HQ(0, L) telles que

u\= z\ + x1 z\ .

Mais, d'après (4.19), ceci entraîne h2 z\ ~ — h1 z\ et, par conséquent, u\ et
u\ sont de la forme :

u\ = z\ + x2 A2 z, ŵ  = z\ - x1 h^ z,

avec z, za° e ^ ( 0 , L).
En utilisant maintenant (4.7) on déduit

K1 *̂W3 + 3̂wa ~~ xp hç1 K V*« = ^ (Pas ^e sommation en a), (4.20)

En dérivant cette égalité on tire facilement

12M3 = " hl h2 Ô3Z> Ô21«3 = hl h2 Ô3Z '

Par conséquent

^ = 0, (4.22)

et d3z = 0 ce qui entraîne z = 0 puisque z e HQ (0, L). D'autre part, d'après
(4.22) il existe z0 e i/^O, L) et u° e /^(O, L) tels que

vol. 18, n° 4, 1984



360 A. BERMUDEZ, J. M. VIANO

En revenant à (4.20) on déduit

Par conséquent u® e #o (0, L) et

u°3 =U°-xahad3u°. (4.23)

Étape 2 : Calcul de 033 et m°a.
De l'équation (4.6) on déduit

a ° 3 = E[Ô3u°3 - xa h;x K dj4 - a r 6 e] , (4.24)

ce qui avec (4.23) donne (4.15).
Pour obtenir l'expression du moment fléchissant (4.16) il suffit d'utiliser

(4.15), la définition de Ia (cf. (3.3)) ainsi que (1.3).

Étape 3 : Calcul de w3.
Prenons dans l'équation (4.9) v3e W tel que v3 = v3 e HQ(0, L). Puisque

dj)3 = 0 on a :

VvîeHi(0, L) : h, ho\ a?^ \d^v% = \ \ h, ho \ ïi + A* ai \v2
J U \ ' S I 1 Zl I JO \ O J I I 1 Z I - ' J ' I ïJ 3 l 3

*)0 I */Û> I J o I «/co «/y I

(4.25)

En utilisant l'expression (4.15) pour a? 3 on obtient

*33 = E S3u3 — EOLT

parce que mes (CÖ) = 1 et ha Ô33«£ ne dépend que de x3. En remplaçant cette
égalité dans (4.5) on obtient (4.14).

Étape 4 : Calcul de w£.
On prend dans (4.9) v3 = xa ha ô3i£, t?2 e H$(09 L). Alors on a ôav3 = ha d3v®

(pas de sommation), Ô3Î;3 = xa h'a d3v° + xa ha ô33v^ et on obtient :

çL çL r- ç -, çL r-
h* h? h„ m„ 3,,y!? + /?! hJ a?^ 3,Î;!? = Art h< h

1 2 a a 33 a 1 2 3a 3 a a l
Jo Jo LJ© J Jo L

+ ** *« §3 53^a » VÜ^ 6 AT0
2(0, L) . (4.26)

JT J
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D'autre part, on considère (4.10) en prenant va = v® e H%(0, L). On tire
l'égalité :

9l\ <, Vi£ e i/0
2(0, L) .

En remplaçant ceci dans (4.26) et en utilisant (4.16) on déduit finalement
(4.12) pour chaque p.

Étape 5 : Calcul de a§p et q%.
Nous allons montrer qu'il existe une infinité de (a^J e [L2(Q)]2 vérifiant

(4.9). Tout d'abord notons que (4.9) peut s'écrire sous la forme :

f
Jn Jrt

(4.27)

On a utilisé l'égalité suivante, déduite de (4.15) :

d3(h1 h2 a°3) = E\p3(hx h2 u3) — xa d3(h1 h2 ha 533w°) —

— aT d3(h1 h2 0£)]

qui montre que d3(h1 h2 a33) e L2(Q).
On considère maintenant le problème : trouver ^ e L2(05 L ; T/^oo)) tel

que

-1 f f O f *z [
J & J ca J (o Jy

VÜ3 e H\(o) 9 p.p. sur (0, L). (4.29)

En intégrant (4.28), compte tenu de (1.3) et (4.14) on déduit

f d ^ h , h2 a°33) + f h , h J l + ( h * g l = O .
J at J © J y

ce qui montre que (4.29) admet une solution.
En revenant à (4.27) il est clair que toute solution de ce problème est de

la forme

o x hf rr° -t- d E -\- Y
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avec xa e L2(Q) vérifiant

J
^ = 0,

n

2(En particulier si F G L2(0, L; i/^co)), avec F(x3) )7 indépendant de xa, p.p.
3 G (0, L), alors (a°a) donné par

est une solution de (4.9).
Pour déterminer q® prenons dans (4.27) v3 = xa ha wa avec wa G i^o(0j ^)j

on obtient

hi h2 € w* = hx h2 K m*w«~ h
Jo Jo Jo

h2

D'ici, en utilisant (4.16), on tire (4.17).

Étape 6 : Existence de c^ .
Nous allons montrer que (4.10) admet au moins une solution. Tout d'abord

(4.10) s'écrit :

f h, h2 h~l[o^ - xah'„ a%] Ô^ = f <$>* vç + f x|/* ü p , VüpG Py,

(4.31)
avec

Notons que grâce aux hypothèses (4.11) on a <|)j£ G L2(Q) et \|/p e
Pour montrer l'existence d'une solution pour (4.31) on pose le problème

suivant : trouver r) = (r\J e L2(0, L; [H1^®)]2) tel que

, p.p. sur (0, L).
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Afin de prouver que r| existe, on doit vérifier l'égalité (voir Duvaut-Lions [5]) :

& Jy
Vt> = tel que fr) = 0,

ou, de façon équivalente :

f n + f * Ï =
Jû> Jy

et

Jta Jy
(x2 \|rj - = 0.

(4.33)

La première égalité de (4.33) s'écrit encore

! A2 <zŒ°) + f K h j ; + f h* % = o .

Or, ceci peut être obtenu en utilisant successivement (4.17) et (4.12).
En ce qui concerne la seconde elle peut s'écrire sous la forme :

f K f
JY

+ f h*(x2 g\ - xx

h2 f (x2 a°31 - x, a°2)~| = 0 . (4.34)

En remplaçant (4.30) dans (4.34) et après quelques calculs utilisant le théo-
rème de la divergence, on arrive à la condition

h*(x2 g\ - xx g\) + 33 j h, h2\{h\ - h'2) x

\ x2 x, a°3 + t)(x2 nx - x, n2) - (h, + h2) ( f F - F | y j l 1 = 0

qui peut être satisfaite en prenant F convenable dans (4.30).
En revenant à (4.31) il est évident qu'une solution est donnée par :

= *« K^
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5. RETOUR A L'OUVERT HE

On peut supposer d'une façon heuristique que (a0, u°) est une approxima-
tion de (d£

5 W) quand s tend vers zéro. En faisant la transformation inverse
de (3.5) on obtient un couple (d, û) défini dans QB qui peut être considéré
comme approximation de (a, u\ solution de (2.8), (2.9). On a

Ô = (E2 G% O [H*]'1, £°% o [H*]'1, a ° 3 o [HT

Du théorème 4,1 et du lemme 3.1 on tire facilement le résultat suivant

THÉORÈME 5 . 1 : U approximation (à33, «a, û3) de (a33 , wa, u3) est déterminée
univoquement comme suit

i) Les fonctions wp ne dépendent que de la variable x3 et ^identifient aux
solutions uniques des problèmes :

Trouver Û^ e ifo
2(0, L) tel que VÜ G /fo

2(0, L) :

r H - [L r r i f£ r r
i i j ! I !

J76{.T3) J J o L Jes%T3} Jy£Us)

ii) Le déplacement û3 est obtenu de la forme

û3 =û3 - xad3ûai (5.3)

où û3 est la solution unique du problème de thermoélasticité monodimensionnelle
suivant :

Trouver u3 G ̂ ( 0 , L) tel que

A(x3) Ô3Û3 d3v = EaT f f f e ] Ô3v +
0 Jo L Je>«(x3) J

+ [ Ff / 3 + f g3~)v, VveHt(0,L),
Jo LJÖJ8(X3) JYE(X3) J

ow -^(x3) représente la mesure de la section (Ù3(X3) de la poutre,
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iii) En fonction des déplacements déjà calculés, d 3 3 est donné par

d3 3 = E[Ô3Û3 - xa d33ûa - a r 9] = E[d3Û3 - aT 9 ] . (5.5)

iv) De (5.5) on déduit F expression suivante pour le moment fléchissant

• - f

ma £/p(x3) ö33Ma - £ o r | xa 0 . (5.6)

Jû>e(x3)

f
v) Les efforts tranchants qa = d3ot sont déterminés univoquement par

J<öelx3) J JCÙ£(X3) J7EU3)

(5.7)

II semble intéressant de donner l'interprétation en termes d'équations diffé-
rentielles des problèmes (5.2) et (5.4). Pour (5.2) on a :

H\ P ] , dans (0,L), (5.8)
ö>e(x3) J J

Ûp(0)-Ûp(L)=0,

- 0 ,

ce qui est le modèle classique de flexion transversale de poutres suivant Vaxe
dHnertie Oxp.

D'autre part, le problème (5.4) équivaut au problème aux limites suivant

f3 + f g3,
COE(X3) JyHx 3 )

i3(0)=i3(L) = 0, (5.9)

donnant le modèle classique de compression d'une poutre.
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6. ÉTUDE DE LA CONVERGENCE

Dans les paragraphes précédents nous avons obtenu, à l'aide de la méthode
des développements asymptotiques, les équations classiques de flexion et
compression thermoélastique de poutres. Cependant il faudrait justifier les
calculs formels effectués ; en particulier, on devrait préciser dans quel sens u°
et a0 peuvent être considérés comme des approximations de if et a€.

Dans ce paragraphe nous étudions le problème de la convergence de uz et a£

quand £ tend vers zéro, sous les hypothèses données ci-après. Pour ceci nous
utilisons la même démarche que Ciarlet-Kesavan [3] pour un problème de
valeurs propres dans la théorie des plaques.

Nous allons faire les hypothèses suivantes :

H J Le module de Young ZT, le coefficient de Poisson v et le coefficient de
dilatation thermique otr sont indépendants du paramètre £.

H2) Les forces/et# et la température 8 sur la poutre Q£ sont telles que
l'on a :

lim/,e - j? dans L2(Q), 1 < i *£ 3, (6.1)

lim h* 31 = gf dans L2(r\), 1 < i < 3 , (6.2)
e-*0

lim 0e = 9° dansL2(Q). (6.3)

L'hypothèse H2) entraîne la convergence des suites F^ GQ et G|, respec-
tivement, aux éléments F0°eF'5 (?£ e E' et G$ e Z' définis par :

r

G 0 ° (T) = - ocr f h

G 2 (x)= - a , 1 A

2 ' ' Jr, ' "
V, (6.4)

S, (6.5)

S. (6.6)

Le théorème qui suit donne des estimations a priori pour la suite {(a£, w8)}.

THÉORÈME 6 . 1 : Pour s > 0, soit (aE, ît)^Y, x V la solution unique du pro-
blème (3.14). Si les hypothèses Hj) et H2) sont vérifiées alors il existe une cons-
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tante C > 0 indépendante de e, telle que

I S i s IO,Q + e I Sap lo,n + e2 I Sîp |0,n < C , (6.7)

II 0e I I i , ö ^ C , (6.8)

pour 8 suffisamment petit

Démonstration : Prenons dans (3.14) x = a£ et i; = w£. On obtient :

ao(à\ a£) + e2 ^2(ae, a£) + s4 a4(a£, ae) - G£(ae) + s2 G£(ae) - F«(ff • ) .

(6.9)

Soit ae l'élément de I défini par

<*33 = 3*33 » a£3P = £ d 3 P » <^p = g 2 S«P •

Alors il est immédiat de vérifier l'égalité

4 a4(a£, a£) = f
Jn

ao(à\ a€) + 82 a2(à\ àz)

avec A défini par (2.6). De la même façon on a :

i

G^(a£) = - aT f Ax A2 6
e a£

y ô y .
Jn

En utilisant l'inégalité

a C ^ o O y ^ y ^ c o | a ' | o , n ,

et grâce à l'hypothèse H2) on déduit de (6.9)

l ^ l o ^ ^ ^ l c r - l o ^ + C a l l i P l I ^ . (6.10)

D'autre part, on a :

- b(x, if) = - G £ (T) - e2 G2
£(T) + ao{à\ x) + 82 a2(aE

5 x) + e4 a4(à\ x) .

Par conséquent, pour 8 suffisamment petit et tout x e E on déduit :

| Ô(T, w8) I ^ c3 I a
e |0>n | x |0<n + c4 | x |OsQ.
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D'ici, compte tenu de l'inégalité (3.19) on déduit l'estimation

Enfin, ceci et (6.10) donnent (6.7) et (6.8).
Les estimations que nous venons d'obtenir nous permettent de passer à la

limite quand 8 tend vers zéro et justifier le modèle thermoélastique obtenu.

THÉORÈME 6.2 : Sous les hypothèses H ^ et H2) il existe au moins une sous-
suite, encore notée (ae, M8), telle que :

tf -> u° faiblement dans F,
Ô33 -> &33 faiblement dans L2(Q),

e a | p -> \|/3p faiblement dans L2(Q),

s2 a*p -> \|/aP faiblement dans L2(Q).

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

on a :
i) La fonction w£ identifiée à la solution (unique) du problème

t$eH*(0,L) et Vi;0 G 7 / O
2 (0 , L)

Jo
3i;0 = - EaT A J f

LJÛ)

ii) La fonction wf est donnée par

*3 = «S - * A

ozi M3 e « la seule solution du problème :

u°eHt(0,L) et V»

Ai A2 Ö3M° Ô3U° = JSa,. f h , hj f e°
JO LJCÛ

(6.16)

(6.17)

, L)

-f f'+i4s-
(6.18)

O L Jto Jy
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iii) La fonction â 3 3 est donnée par

*â - x« K « - <*r e°] + H v . (6.19)

iv) Les fonctions \|/3p et \|/ap vérifient :

ô>3cc = 0 > dans « •
, (6.20)

A e = 0 , SUT r x . )

n T̂  f ( 6 - 2 1 )

p«p = 0 , sur I \ . J

Démonstration : On considère plusieurs étapes.

1 : Des estimations obtenues dans le théorème précédent on déduit
immédiatement (6.12)-(6.15). Nous allons démontrer que \|/3p, \|/ap vérifient
(6.20)-(6.21). En effet, la seconde équation de (3.14) s'écrit :

f K h2 S]j yfj(v) = f ht h2 f* vt + f h* §1 vt, Vi; e F . (6.22)

En prenant v3 = 0 en multipliant par e2 on tire

s2 f h, h2 h;' 8*a|, a.»,, + 2 e2 f A, h2 öla JUV) =

= E2 [ h, h2 % »„ + s2 f A* rp »„, Vüp e W ,
Jn Jr!

d'où, par passage à la limite quand e tend vers zéro,

i * 2 * . " 1 i p ^ p = 0 . Vt>peW. (6.23)

De façon analogue, si on prend dans (6.22) v$ = 0 et on multiplie par E
on déduit :

s hxh2 hç1 a£
3p ôpu3 + £ h1h2 a£

33 y%3(v) = s \ h1h2f^v3 + EX
Jn Jn Jn

x f h*g\v3
Jr4
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et, en passant à la limite

J Q * 1 A 2 V 's = 0 , Vv3eW.

Étape 2 : Nous allons montrer (6.17) et (6.19). La première équation de
(3.14) s'écrit :

S2 à£
"F ^ 2 ^ 3 3 ^ 3 3 + rT-^-M K ^2 ^3(i T3JJ ~ 4

* Jn ^ Jn h Jn

" J e * f * i ̂ 2 ̂ 33 ̂  + S2 f A, A2 8 2 (^° d£)ap Xap -

- [ Kh2 ty Yf/flf) = - aT f *x A2 9
e T 3 3 - a r e

2 f h, h2 6
e

Jn Jn Jn

En passant à la limite quand E tend vers zéro, on obtient

K K ö°33 X33 - J f *1 ^2 *„ , t 3 3 - f A, h2 Xy 7*.(M°) =
Jn Jn

= - a r / Ï 1 / Ï 2 8 0 X 3 3 ; v x e E . (6.24)
Jn

En prenant successivement xaJ = 0, tap = t 3 3 = 0 et TJ3 = 0 dans (6.24)
on déduit que (d33, M0) G L2(Q) X V vérifie les équations suivantes :

i f *i *2 ^33 - f *i *2 ^ 3 [ 3 3 ^ - ^ A ; 1 K SM) -
Jn Jn

= -<x r f A1A290x33 + | [ ^ / Ï 2 v|/^ x33 , Vx33eL2(Q) (6.25)
Jn Jn

K K T3JK * a.a° - xp Ap-
1 ̂  dtf] = O, V(x3a) e [L2(n)]2 , (6.26)

A" i apiÇ] = 0 , V(xa(3) e [L2(Q)]^ . (6.27)

Or, les équations (6.25)-(6.27) sont les mêmes que (4.6)-(4.8) sauf le second
membre de (6.25). Par conséquent une répétition des arguments utilisés dans
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les étapes 1 et 2 de la démonstration du théorème 4.1 montre la validité de
(6.17) et (6.19) — pour des fonctions u% e H^(0, L) et u% e i/2(0, L).

Étape 3 : Soit «5}3 l'élément de L2(0, L) défini par

Ja

Si on prend dans (6.23) va = h^1 TÏJ1 h$ xp v° avec v° e HQ(0, L) on trouve

D'ici, en utilisant (6.19) et grâce à (1.3) on déduit

n°33 = E\d3u° - a r f e ° l . (6.28)
L Je» J

Prenons maintenant dans (6.22) des éléments de la forme v = (0, 0, v?) avec
v% G i/0

2(0, L) ; on trouve

J f f ~*

Q Jn Jn
d'où en passant à la limite

Ç ~ Ç f

Jn Jn jFi

et encore,

rL h, h2 flo3 a 3 ^ = f [ A , A2 f /3° + f g{\ v% . (6.29)

En remplaçant (6.28) dans (6.29) on déduit (6.18).

Étape 4 : On va montrer (6.16). Soit m% e L2(0> L) l'élément défini par

m°R == *p&33-

Alors en utilisant l'expression (6.19) déjà obtenue pour à^3 et compte tenu de
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(3.3) et (1.3) on déduit

mj> = - El) *„ a33S° - EocT f x„ 9° + v f xp x|v . (6.30)f x„ 9° + v f

D'autre part, prenons dans (6.23) successivement : vl — -h2
l x\ v°, v2 = 0

et »! = 0, v2 = 2hïl X2 v°> a v e c v° e Ho(°> L)- O n obtient

x2 \|f22 = 0 .

Ensuite, en prenant dans la même équation successivement : v1 = h2
 1 x1 x2 v°,

v2 = — - /z1 h2
 x x\ v° et v1 = — x h2 h~[l x\ v°, v2 = h\1 x1 x2 v° on déduit

Jû) Jö)

Par conséquent (6.30) devient

(6.31)

Considérons maintenant dans l'équation (6.22) des éléments de V de la
former = (v\, v% - xç Ap ô3z;g)avec^ e H*(Q, L). Alors on a y*$(v) =y*a(u)=0,
Y33W = — *p ^p 3̂3up> e t P a r conséquent on obtient :

JQ

- h.^h^x^fiÔ^l - A* Ap xp r3 33i;g .
JQ Jrt

Par passage à la limite quand s ->• 0 on trouve pour chaque P :

- f hlh2h9m°td33v
o= [L\Kh2 [ f°+ f ^"lz, 0-

Jo Jo L J<o Jrt J

- f L A2 Ap [ xJl + hA xp §• 1 33z;
0 , Vi;0 e //0

2(0, L) . (6.32)

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE LA THERMOÉLASTICITÉ DES POUTRES 373

En remplaçant dans (6.32) l'expression (6.31) obtenue pour m£ on déduit
finalement (6.16).

COROLLAIRE 6 . 1 : Soient m| et <fp définis par

~€ _ f ~e ^ _ f ~£
Jtû J(ù

alors, pour les sous-suites correspondant à celles du théorème précédent, on a

ml -> m° faiblement dans L2(0, L), (6.33)

3p ~» 5p faiblement dans L2(0, L) (6.34)

avec mp donné par (6.31) et

~o r z' 2 -o r o\
P 1 2 ^ 3 ^ 1 2 p p 33 p P J ^ P J

+ Kh2hA Xçf3° + hAxçgQX (6.35)

Démonstration : La convergence de fh^ est une conséquence immédiate de
(6.13). Pour démontrer (6.34) on prend dans (6.22) t>p = 0 et v3 = xp h^ v%
avec fp G ̂ oCO^ L)l on obtient

rL rç "î rL r r i çL

hl h2\ Ö3P ÜP + h±h2 h\ X P Ô 3 3 Ö3ÜP = kxh2h^ X
Jo LJco J Jo LJco J Jo

Par passage à la limite on déduit :

$ -+ h:' hl * ô3[At h2 Ap «« f xp f ° + A; ! A, * Ap (*

et d'ici découle (6.34) compte tenu de (6.31).

Remarque 6 . 1 : Puisque les éléments M0, m° et g° sont univoquement déter-
minés, on peut conclure que les convergences (6.12), (6.33) et (6.34) sont
valables pour les familles tout entières et non pas seulement pour des sous-
suites.
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Grâce au caractère linéaire du problème (3.14) on déduit immédiatement
le résultat qui suit.

COROLLAIRE 6.2 : Sous les hypothèses H J et W?) suivante:
H2) Les forces f. et gt et la température 0 sur la poutre Qe sont telles qüil

existe reZ tel que

l i m e r ff = f ? d a n s L 2 ( Ç l ) , l < / < 3
£-»O

lim er A* §1 = g? dans L 2 ^ ) , 1 ^ / ^ 3 (6.36)

l ime '0 e = 0° dansL2(O).

Alors on a :

sr ff- -> ù° faiblement dans V,

er m\ -> fhl faiblement dans L2(0, L), (6.37)

£r ^p -* §p faiblement dans L2(0, L),

avec w°, mp e? ̂  définis dans le théorème 6.2 et le corollaire 6.1.

Un cas particulier dans lequel H2) est vérifié, et où par conséquent le corol-
laire précédent peut être appliqué, apparaît quand les suites intervenant dans
(6.36) sont constantes. Or, étant donné la définition de fe et <f, ceci signifie que
les forces et la température agissant sur la poutre sont de la forme

0 = e- re°o[fl r«]-1

pour certaines fonctions ƒ °, #°, 0° données, indépendantes de e.
Dans ce cas, en comparant les énoncés des théorèmes 5.1 et 6.2 on déduit

immédiatement la relation

er u° = iï0

e'ma° = ma° (6.39)

s' tf =
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et le corollaire 6.2 nous assure les convergences

s1 +r u\ -> w° dans H\Çï) faible

er u\ - u° dans H^Cl) faible

e' m\ -> m° dans L2(0, L) faible ( 6 *40)

s'"1 <fp -> §p dans L2(0, L) faible

avec m\= xp a
e
33 et <fp = ae

3p.

Exemple : On considère une famille de poutres fi6 de densité p et de module

de Young E soumise à leur poids et à une charge surfacique de la forme j ^ ,

k e L ^ r j . On a donc

sfc
/ l = P » / 2 = / 3 = 0 , ^ 1 = ^ ' ̂ 2 = ^ 3 = 0 ' 6 = 0 ,

ce qui rentre dans le cadre (6.38) avec r — 1. Par conséquent e2 we
a converge

faiblement dans H1^) vers la solution du problème

| fcdans(0,L),

(6.41)
dîP dîP

l(0) = l(L) 0

ce qui justifie d'approcher ul par ûx = s~2 u\ solution du problème :

E ! = p mes co (x3) + £
J JyHx^ 3 L ^ 3 J ^ ^ J T ^ 3 ) ( 6 4 2 )

wt(0) = wx(L) == 0, -3-^(0) = -r^m = 0 .ax3 ax3

On voit que (6.42) coïncide avec (5.8) pour les données considérées.
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