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FORMULATIONS MIXTES AUGMENTÉES ET APPLICATIONS
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Abstract. We propose and analyse a abstract framework for augmented mixed formulations. We
give a priori error estimate in the general case: conforming and nonconforming approximations with or
without numerical integration. Finally, a posteriori error estimator is given. An example of stabilized
formulation for Stokes problem is analysed.

Résumé. On propose un cadre abstrait assez général, de formulations mixtes augmentées conformes
ou non conformes, avec ou sans intégration numérique ; on fait l’analyse d’erreur a priori, et on propose
des estimations d’erreur a posteriori pour ce genre de formulation, sans condition de compatibilité sur
les espaces discrets. On traite un exemple de formulation stabilisée du problème de Stokes.
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1. Introduction

Plusieurs problèmes aux limites sont discrétisés par des formulations mixtes augmentées [6–8, 11]. On dis-
tingue deux catégories : les formulations symétriques et les formulations non symétriques. La deuxième a
l’avantage d’assurer que le problème discret est bien posé, sans contrainte, tandis que la première catégorie
nécessite des contraintes, souvent difficiles à vérifier en pratique. Une tentative pour établir un cadre géné-
ral a été développée par Barbosa et Hughes [6, 7], mais ce cadre n’est pas assez riche pour englober les cas
d’approximation non-conforme et/ou avec intégration numérique. Nous allons développer un cadre général,
permettant de traiter une large classe de problèmes ; en particulier les cas d’une approximation non conforme
avec ou sans intégration numérique et nous allons nous intéresser aux estimateurs d’erreur de type hiérarchique
introduits dans [4, 5] pour le cas elliptique non symétrique et non linéaire, et généralisés plus tard dans [1]
aux formulations mixtes conformes ou non conformes et au cas de l’intégration numérique [9, 12–14] ; ici la
formulation augmentée sera exploitée pour définir le problème auxiliaire qui permet d’introduire l’indicateur,
ou pour le problème intermédiaire posé sur les espaces les plus riches, et ce, dans le cas où ceux-ci ne sont
pas compatibles [1]. Cet article est organisé comme suit : une première partie sera consacrée à présenter un
cadre abstrait contenant les formulations mixtes augmentées et faisant le point sur les hypothèses que doivent
vérifier les espaces discrets, ainsi que les opérateurs liés au problème traité ; on y présente ensuite les estimations
d’erreur a priori pour les deux formulations symétriques et non symétriques.

Dans la deuxième partie, on exhibe dans le même cadre présenté, un estimateur hiérarchique équivalent à
l’erreur exacte, et regroupant plusieurs cas comme le cas des formulations mixtes non conformes avec ou sans
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intégration numérique. L’originalité de cet estimateur réside dans le fait que les espaces supplémentaires ne
doivent pas être nécessairement compatibles comme c’est le cas de l’estimateur présenté dans [1], ce qui permet
plus de souplesse dans le choix des espaces de discrétisations.

Dans la dernière partie, on présente un exemple d’application consacré au problème de Stokes stabilisé, où
on présente un estimateur d’erreur pour l’élément P+

1 − P1 enrichi en l’élément P+
2 − P2.

2. Cadre abstrait de formulations mixtes augmentées

Dans ce paragraphe, nous allons développer un cadre abstrait général adapté aux formulations mixtes aug-
mentées, nous considérerons le problème discret et nous donnerons enfin des estimations d’erreur a priori dans
le cas d’approximation conforme ou non conforme avec ou sans intégration numérique.

2.1. Problème continu

Soient X, X1, M, M1, H et H1 des espaces de Hilbert vérifiant

X ↪→ X1 , M ↪→M1 ,H ↪→ H1 (1)

et a(., .) une forme bilinéaire continue sur X1 ×X1, b(., .) une forme bilinéaire continue sur M1 ×X1, et l et g
deux formes linéaires définies et continues respectivement sur X1 et M1.

On considère le problème mixte abstrait suivant :

(P )

 trouver u ∈ X, λ ∈M solution de :
∀v ∈ X, a(u, v) + b(λ, v) = l(v);
∀µ ∈M, b(µ, u) = g(µ).

Dans toute la suite, on suppose que le problème mixte (P ) admet une solution et une seule.
Pour obtenir une écriture compacte de notre problème, on introduit la forme bilinéaire B(., .) définie sur

(X1 ×M1)2 par :

∀(u, λ), (v, µ) ∈ X1 ×M1 , B((u, λ), (v, µ)) = a(u, v) + b(λ, v) + b(µ, u)

et la forme linéaire L définie sur X1 ×M1 par :

∀(v, µ) ∈ X1 ×M1 , L((v, µ)) = l(v) + g(µ).

Le problème mixte s’écrit alors sous la forme :

(P )
{

trouver (u, λ) ∈ X ×M,
B((u, λ), (v, µ)) = L(v, µ) , ∀(v, µ) ∈ X ×M.

Pour pouvoir développer les formulations mixtes augmentées, on suppose qu’il existe deux opérateurs linéaires
A ∈ L(X1,H1), B ∈ L(M1,H1), et un élément f de H tels que :

Au ∈ H, Bλ ∈ H, (2)

et

Au+ Bλ = f dans H (3)

où (u, λ) est la solution du problème (P ).
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Exemples. Nous allons donner quelques exemples de formulations mixtes vérifiant nos hypothèses. Pour cela,
nous avons besoin de quelques notations utiles : soit Ω un ouvert polygonal de Rd (d ≤ 3) ; dans tous les
exemples considérés, f ∈ L2(Ω) et f ∈ (L2(Ω))d.

Exemple 1. Formulation primale des équations de Stokes
On considère le problème de Stokes : 

−∆u+∇p = f dans Ω,
div(u) = 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

La formulation mixte correspondante est :
u ∈ X, p ∈M
a(u, v) + b(v, p) = 〈f, v〉0,Ω, ∀v ∈ X,
b(u, q) = 0, ∀q ∈M.

où
X = (H1

0 (Ω))2, M = L2
0(Ω),

a(u, v) =
∫

Ω

∇u.∇vdx,

et
b(v, p) = −

∫
Ω

p div vdx.

Soit Th une famille de triangulations régulières de Ω. On pose :

X1 = X, M1 = M,

et
H =

∏
K∈Th

L2(K), H1 =
∏
K∈Th

H−1(K).

Enfin, on introduit les opérateurs :

A : X −→ H1,

v 7−→
∑
K∈Th

(−∆v|K),

et

B : M −→ H1,

q 7−→
∑
K∈Th

(∇(q|K)).

On a :
Au+ Bp = f, dans H1.

Si de plus Ω est convexe, puisque f ∈ (L2(Ω))d on a :

Au ∈ H et Bp ∈ H.
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Exemple 2. Formulation duale des équations de Stokes
En écrivant les équations de Stokes sous la forme :

σ −∇u = 0 dans Ω
divu = 0 dans Ω
−divσ +∇p = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

La formulation mixte s’écrit :


(σ, p) ∈ X,u ∈M
a((σ, p), (τ , q)) + b((τ , q), u)) = 0 ∀(τ , q) ∈ X,
b((σ, p), v)) = (f, v)0,Ω ∀v ∈M

où
a((σ, p), (τ , q)) = (σ : τ)0,Ω

b((τ , p), v)) = 〈∇τ : ∇v〉0,Ω − 〈divv, p〉0,Ω
et

X = (L2(Ω))4 × L2
0(Ω), M = (H1

0 (Ω))2.

On pose :

H =
∏
K∈Th

(L2(K))2 et H1 =
∏
K∈Th

(H−1(K))2.

Enfin, on introduit les opérateurs :

A : X −→ H1

(σ, p) 7−→ −divσ +∇p,

et

B : M −→ H1

u 7−→ Bu = 0.

Il est facile de vérifier :
A(σ, p) = f, dans H1

et
A(σ, p) ∈ H.

Remarques.

1. À partir de ces deux exemples, il est évident que l’hypothèse (2) est en général une hypothèse de régularité
sur la solution (u, λ) du problème (P ).

2. Soit R une forme bilinéaire définie sur H ×H, on pose

X = {u ∈ X, Au ∈ H} ,

M = {µ ∈M, Bµ ∈ H} ·
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La solution (u, λ) du problème (P ) est solution du problème :

(P ′δ)
{

(u, λ) ∈ X ×M,
∀(v, µ) ∈ X ×M, B((u, λ), (v, µ)) +R(Au+ Bλ,Av − δBµ) = L((u, λ)) +R(f,Av − δBµ),

où δ est un réel.
Remarquons de plus que si

‖|(v, µ)‖|2 = ‖v‖2X + ‖Bµ‖2H
est une norme sur X ×M , alors le problème (P ′δ) (δ > 0) admet au plus une solution.
C’est une idée similaire qui sera exploitée pour développer les formulations mixtes dites augmentées ou
stabilisées.

2.2. Problèmes discrets

Soient Xh et Mh deux espaces de dimension finie vérifiant :

Xh ↪→ X1 ; Mh ↪→M1 (4)

et

AXh ↪→ H ; BMh ↪→ H. (5)

Dans toute la suite, on désigne par c, c0, c1, ..., ĉ0, ĉ1, ..., diverses constantes génériques indépendantes de la
dimension des espaces Xh et Mh.

Soit 〈., .〉h une forme bilinéaire semi-définie positive sur H ×H. On introduit la semi-norme ‖| . ‖| définie
sur X1 ×M1 par :

‖|(u, λ)‖|2 = ‖u‖2X1
+ |Bλ|2h

où
M1 = {µ ∈M1, Bµ ∈ H}

et
|Bλ|2h = 〈Bλ,Bλ〉h.

Pour considérer un cadre assez général de discrétisation de notre problème mixte, cadre regroupant le cas d’une
approximation conforme ou non, avec ou sans intégration numérique, nous allons introduire diverses formes
linéaires ou bilinéaires nécessaires pour l’écriture du problème discret.

On considère les formes bilinéaires ah(., .) et bh(., .) définies respectivement sur Xh ×Xh et Mh ×Xh, et les
formes linéaires lh et gh définies et continues respectivement sur Xh et Mh.
On suppose que :

ah(vh, vh) ≥ c0‖vh‖2X1
, ∀vh ∈ Xh (6)

〈Avh,Avh〉h ≤ γ2
1‖vh‖2X1

, ∀vh ∈ Xh (7)
c0
2
≥ γ2

1 (8)

avec γ1 une constante indépendante de la dimension des espaces Xh et Mh.

Remarques. L’hypothèse (8) est facile à vérifier, quitte à multiplier la forme bilinéaire 〈A.,A.〉h par une
constante positive assez petite.

Pour avoir une écriture compacte du problème discret stabilisé, on introduit la forme bilinéaire Bα,h(., .)
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définie sur Xh ×Mh par :
pour tout (uh, λh) ∈ Xh ×Mh, (vh, µh) ∈ Xh ×Mh,

Bα,h((uh, λh), (vh, µh)) = ah(uh, vh) + bh(λh, vh) + bh(µh, uh)
+ α〈Auh + Bλh,Avh − αBµh〉h,

et la forme linéaire Lα,h définie sur Xh ×Mh par :

pour tout µh ∈ Xh ×Mh

Lα,h((vh, µh)) = lh(vh) + gh(µh) + α〈f,Avh − αBµh〉h

où α = −1, 0, 1.

Nous considérons les deux formulations augmentées suivantes :

– formulation symétrique

(P−h )
{

trouver uh ∈ Xh , λh ∈Mh,
B−1,h((uh, λh), (vh, µh)) = L−1,h((vh, µh)) , ∀(vh, µh) ∈ Xh ×Mh,

– formulation non symétrique

(P+
h )
{

trouver uh ∈ Xh , λh ∈Mh,
B1,h((uh, λh), (vh, µh)) = L1,h((vh, µh)) , ∀(vh, µh) ∈ Xh ×Mh.

On peut aussi écrire les deux problèmes (P−h ) et (P+
h ) sous les formes équivalentes suivantes :

– formulation symétrique

(P−h )

 trouver uh ∈ Xh, λh ∈Mh solution de :
∀vh ∈ Xh, a−1,h(uh, vh) + b−1,h(λh, vh) = l−1,h(vh)
∀µh ∈Mh, b−1,h(µh, uh) + ch(λh, µh) = g−1,h(µh)

– formulation non symétrique

(P+
h )

 trouver uh ∈ Xh, λh ∈Mh solution de :
∀vh ∈ Xh, a1,h(uh, vh) + b1,h(λh, vh) = l1,h(vh)
∀µh ∈Mh, b1,h(µh, uh) + ch(λh, µh) = g1,h(µh)

où

aα,h(uh, vh) = ah(uh, vh) + α〈Auh,Avh〉h,
bα,h(λh, vh) = bh(λh, vh) + α〈Bλh,Avh〉h

et

ch(λh, µh) = −〈Bλh,Bµh〉h.

2.3. Existence et unicité des solutions des problèmes discrets

Dans ce paragraphe, nous allons établir l’existence et l’unicité du problème discret, ainsi que certains résultats
très utiles pour établir des estimations d’erreur a priori et a posteriori. Tout d’abord pour le cas de la formulation
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symétrique, on a le résultat suivant :

Lemme 1. Si les conditions (6–8) sont vérifiées, alors la forme bilinéaire symétrique B−1,h(., .) satisfait la
condition inf-sup suivante :

inf
(uh,λh)∈Xh×Mh

sup
(vh,µh)∈Xh×Mh

B−1,h ((uh, λh), (vh, µh))
‖|(vh, µh)‖| ‖|(uh, λh)‖| ≥ C > 0. (9)

Preuve. Soit (uh, λh) ∈ Xh ×Mh. On a

B−1,h ((uh, λh), (uh,−λh)) = ah(uh, uh)− 〈Auh + Bλh , Auh − Bλh〉h
= ah(uh, uh)−

(
|Auh|2h − |Bλh|2h

)
≥ c0‖uh‖2X1

− γ2
1‖uh‖2X1

+ |Bλh|2h
= (c0 − γ2

1)‖uh‖2X1
+ |Bλh|2h

≥ c̃0
(
‖uh‖2X1

+ |Bλh|2h
)

(car γ2
1 ≤

c0
2

)

avec c̃0 = min {c0/2, 1}, on a donc le résultat avec C = c̃0. 2

Pour le cas non symétrique, on a :

Lemme 2. Si les conditions (6–7) sont satisfaites, alors la forme bilinéaire non symétrique B1,h(., .) satisfait
la condition inf-sup suivante :

inf
(uh,λh)∈Xh×Mh

sup
(vh,µh)∈Xh×Mh

B1,h ((uh, λh), (vh, µh))
‖|(vh, µh)‖| ‖|(uh, λh)‖| ≥ C > 0. (10)

Preuve. Soit (uh, λh) ∈ Xh ×Mh. On a

B1,h ((uh, λh), (uh,−λh)) = ah(uh, uh) + 〈Auh + Bλh , Auh + Bλh〉h
= ah(uh, uh) + |Auh + Bλh|2h

≥ c0‖uh‖2X1
+
(
|Auh|2h + |Bλh|2h − (κ0|Auh|2h +

1
κ0
|Bλh|2h)

)
.

On choisit κ0 = 1 + c0/2γ2
1 ; il s’ensuit que :

B1,h ((uh, λh), (uh,−λh)) ≥ c0‖uh‖2X1
+ (1− κ0)|Auh|2h + (1− 1

κ0
)|Bλh|2h

≥ c0‖uh‖2X1
− c0

2γ2
1

|Auh|2h +
c0

2γ2
1 + c0

|Bλh|2h

≥ c0
2
‖uh‖2X1

+
c0

2γ2
1 + c0

|Bλh|2h [d′après (7)]

≥ c̃0
(
‖uh‖2X1

+ |Bλh|2h
)

où c̃0 = min
{
c0
2
,

c0
2γ2

1 + c0

}
· On en déduit le résultat désiré. 2

Remarque. Dans le cas non symétrique, l’hypothèse (8) n’est pas nécessaire.
On déduit facilement des deux lemmes précédents le :

Corollaire 1. Si ‖| . ‖| est une norme sur X1 ×M1, et sous les hypothèses du lemme 1 (resp. lemme 2) ; le
problème (P−h ) (resp. (P+

h )) admet une solution et une seule.
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2.4. Estimations d’erreur a priori

Concernant les estimations d’erreur a priori, on a les deux théorèmes suivants dont les démonstrations sont
similaires :

Théorème 1. Soient U = (u, λ) la solution du problème mixte (P ) et Uh = (uh, λh) la solution du problème
mixte discret (P−h ). On suppose que (u, λ) ∈ X ×M et qu’il existe un élément f de H tel que (3) soit vérifiée.
Alors, sous les hypothèses (2) et (6–8), on a les estimations a priori suivantes :

‖|U − Uh‖| ≤ C inf
Vh=(vh,µh)∈Xh×Mh

{
‖|U − Vh‖|+ |A(u− vh)|h

+ sup
Wh∈Xh×Mh

B0,h(Vh,Wh)− L0,h(Wh)
‖|Wh‖|

}
· (11)

Théorème 2. Soient U = (u, λ) la solution du problème mixte (P ) et Uh = (uh, λh) la solution du problème
mixte discret (P+

h ). On suppose que (u, λ) ∈ X ×M et qu’il existe un élément f de H tel que (3) soit vérifiée.
Alors, sous les hypothèses (2) et (6–7), on a les estimations a priori suivantes :

‖|U − Uh‖| ≤ C inf
Vh=(vh,µh)∈Xh×Mh

{
‖|U − Vh‖|+ |A(u− vh)|h

+ sup
Wh∈Xh×Mh

B0,h(Vh,Wh)− L0,h(Wh)
‖|Wh‖|

}
· (12)

Preuve. D’une part, pour tout Vh = (vh, µh) ∈ Xh ×Mh et pour α = −1, 1, on a :

‖|U − Uh‖| ≤ ‖|U − Vh‖|+ ‖|Vh − Uh‖|,
et (lemme 1 ou 2)

‖|Vh − Uh‖| ≤ C sup
Wh∈Xh×Mh

Bα,h(Vh − Uh,Wh)
‖|Wh‖|

·

D’autre part, pour tout Wh = (wh, δh) ∈ Xh ×Mh, on a :

Bα,h(Vh − Uh,Wh) = Bα,h(Vh,Wh)− Lα,h(Wh)
= B0,h(Vh,Wh)− L0,h(Wh)

+ α〈A(vh − u) + B(µh − λ),Awh − αBδh〉h
≤ B0,h(Vh,Wh)− L0,h(Wh)

+ {|A(vh − u)|h + |B(µh − λ)|h} {γ1‖wh‖X1 + |Bδh|h} ·

Par suite, il s’ensuit :

‖|U − Uh‖| ≤ inf
Vh=(vh,µh)∈Xh×Mh

{
‖|U − Vh‖|+ |A(u− vh)|h

+ sup
Wh∈Xh×Mh

B0,h(Vh,Wh)− L0,h(Wh)
‖|Wh‖|

}
·

2
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Dans le cas d’une approximation conforme sans intégration numérique, les théorèmes 1 ou 2, nous permettent
d’obtenir le

Corollaire 2. On suppose que X1 = X et M1 = M , sous les hypothèses du théorème 1 ou le théorème 2,
on a :

‖|U − Uh‖| ≤ C inf
(vh,µh)∈Xh×Mh

{
‖u− vh‖X + ‖λ− µh‖M + |A(u− vh)|h

+ |B(λ− µh)|h + sup
χh∈Mh

b(χh, vh − u)
|Bχh|h

}
· (13)

Preuve. Elle découle directement des estimations précédentes, en remarquant que :

B(Vh,Wh)− L(Wh) = a(vh − u,wh) + b(λ− µh, wh) + b(χh, vh − u)
2

Remarque. L’estimation du terme sup
χh∈Mh

b(χh, vh − u)
|Bχh|h

est essentielle : elle dépend surtout du problème traité

et des espaces de discrétisation utilisés. Cette estimation peut ne pas être optimale, dans certains cas (voir
par exemple [3] dans le cas de l’h-p version en décomposition de domaines). Remarquons qu’une majoration
“näıve” de type :

sup
χh∈Mh

b(χh, vh − u)
|Bχh|h

≤ C|vh − u|X .
(

sup
χh∈Mh

|χh|M
|Bχh|h

)
n’est pas optimale en général, car sup

χh∈Mh

|χh|M
|Bχh|h

dépend fortement des paramètres de discrétisation.

Dans le cas d’une approximation conforme avec intégration numérique, on a :

Corollaire 3. Sous les mêmes hypothèses que le corollaire précédent, on a :

‖|U − Uh‖| ≤ C
{

inf
vh∈Xh

{
‖u− vh‖X + |A(u− vh)|h + sup

χh∈Mh

(
b(χh, u− vh)
‖χh‖M

+
bh(χh, vh)− b(χh, vh)

‖χh‖M

)
+ sup
wh∈Xh

ah(vh, wh)− a(vh, wh)
‖wh‖X

}
+ inf

µh∈Xh

{
|λ− µh|M + sup

wh∈Xh

{
bh(µh, wh)− b(µh, wh)

‖wh‖X

}}
+ sup

χh∈Mh

gh(χh)− g(χh)
‖χh‖M

+ sup
wh∈Xh

lh(wh)− l(wh)
‖wh‖M

}
· (14)

Preuve. Pour tout Vh = (vh, µh) ∈ Xh ×Mh et Wh = (wh, χh) ∈ Xh ×Mh on a :

B0,h(Vh,Wh)− L0,h(Wh) = B0,h(Vh,Wh)−B(Vh,Wh) + L(Wh)
−L0,h(Wh)−B(U − Vh,Wh).

Or

B0,h(Vh,Wh)−B(Vh,Wh) = ah(vh, wh)− a(vh, wh) + bh(µh, wh)− b(µh, wh)
+bh(χh, vh)− b(χh, vh) + l(wh)− lh(wh)
+g(χh)− gh(χh).
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Par suite

B0,h(Vh,Wh)−B(Vh,Wh)
‖|Wh‖|

≤ ah(vh, wh)− a(vh, wh)
‖wh‖X

+
bh(µh, wh)− b(µh, wh)

‖wh‖X

+
bh(χh, vh)− b(χh, vh)

‖χh‖X
+
l(wh)− lh(wh)
‖wh‖X

+
g(χh)− gh(χh)
‖χh‖X

·

En utilisant cette dernière inégalité et le même raisonnement pour traiter le terme B(U − Vh,Wh), on obtient
le résultat. 2

Sous les hypothèses de chacun des deux théorèmes et si l’on suppose en plus que la forme bilinéaire bh(., .)
vérifie :

∀µh ∈Mh, sup
vh∈Xh

bh(µh, vh)
‖vh‖X1

≥ c4‖µh‖M1 − c5|Bµh|h (15)

alors, on peut avoir les mêmes estimations d’erreur a priori avec la norme ‖ ‖Q1,h définie par :

‖(v, µ)‖2Q1,h = ‖v‖2X1
+ ‖µh‖2M1

+ |Bµ|2h, ∀(v, µ) ∈ X1 ×M1.

Plus précisément, on a tout d’abord le théorème suivant dont la démonstration suit essentiellement celles des
théorèmes 1 et 2 en la combinant avec des arguments développés par Barbosa et Hughes [6, 7] :

Théorème 3. Sous les conditions (6–7) [resp. (6–8)], la forme bilinéaire symétrique B−1,h(., .) [resp. non
symétrique] vérifie :

inf
(uh,λh)∈Xh×Mh

sup
(vh,µh)∈Xh×Mh

B±1,h ((uh, λh), (vh, µh))
‖(vh, µh)‖Q1,h ‖(uh, λh)‖Q1,h

≥ C > 0. (16)

Cette hypothèse supplémentaire est très utile pour l’analyse du problème et surtout pour l’obtention des esti-
mations d’erreur a priori. Le corollaire 2 devient dans ce cas :

Corollaire 4. On suppose que X1 = X et M1 = M , sous les hypothèses du théorème 1 ou du théorème 2,
on a :

‖U − Uh‖Q1,h ≤ C inf
Vh=(vh,µh)∈Xh×Mh

{‖U − Vh‖Q1,h + |A(u− vh)|h } · (17)

Remarques.

• L’estimation du terme sup
χh∈Mh

b(vh − uh, χh)
|Bχh|h

qui constitue une difficulté dans le corollaire 2, est soulevée

dans ce cas.
• Il est intéressant de connâıtre des conditions suffisantes permettant d’assurer (15). Franca-Hughes et

Stenberg [11] ont donné une condition suffisante dans le cas de formulation mixte des équations de Stokes
et de Navier-Stokes. Plus précisément, en utilisant les notations de l’exemple 2 du paragraphe 2.1, on a le

Lemme 3. Soit Th une triangulation régulière de Ω en triangles, si :{
vh ∈ (C0(Ω))2; ∀K ∈ Th , vh|K ∈ Pd(K)} ⊂ Xh ⊂ (H1

0 (Ω))2

ou si Mh vérifie :
Mh ⊂ C0(Ω),
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alors

∀ph ∈Mh, sup
vh∈Xh

∫
Ω

divvhphdx
‖vh‖1,Ω

≥ C1‖ph‖0,Ω − C2

( ∑
K∈Th

h2
K |ph|21,K

) 1
2

. (18)

Dans le cas d’une formulation hybride primale d’une équation elliptique, obtenue par dualisation d’une condition
de Dirichlet, cette condition est toujours vérifiée (voir [6]).

3. Estimations d’erreur a posteriori hiérarchiques

Dans cette partie, nous donnerons des estimations d’erreur a posteriori dans le cas d’approximation conforme
ou non conforme, avec ou sans intégration numérique.

On garde les mêmes notations qu’au paragraphe précédent et on considère le problème mixte abstrait suivant :

(P )

 trouver u ∈ X ,λ ∈M solution de :
∀v ∈ X, a(u, v) + b(λ, v) = l(v);
∀µ ∈M, b(µ, u) = g(µ)

conformément au paragraphe 2.1, on suppose qu’il existe un espace de Hilbert H, deux opérateurs linéaires
A ∈ L(X1,H), B ∈ L(M1,H), et un élément f de H tels que :

Au ∈ H, Bλ ∈ H (19)

et

Au+ Bλ = f dans H, (20)

où (u, λ) est la solution du problème mixte abstrait (P ).
Pour obtenir une approximation de (u, λ), on considère le problème discret suivant :

(Ph)

 trouver uh ∈ Xh, λh ∈Mh solution de :
∀vh ∈ Xh, ah(uh, vh) + bh(λh, vh) = lh(vh);
∀µh ∈Mh, bh(µh, uh) = fh(µh).

On pose :
Q1 = X1 ×M1, Q = X ×M

Qh = Xh ×Mh,

et on considère l’espace Qh = Xh ×Mh de dimension finie contenant Qh et contenu dans Q1 (Qh ↪→ Q1), avec
Xh, et Mh des espaces de Hilbert vérifiant :

Xh ⊂ Xh ⊂ X1 et Mh ⊂Mh ⊂M1.

On considère la décomposition suivante : {
Xh = Xh ⊕ X̂h

Mh = Mh ⊕ M̂h.

On pose :
Q̂h = X̂h × M̂h,
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Th = {µh ∈Mh; ∀vh ∈ Xh, bh(µh, vh) = 0}

et

Th = {µh ∈Mh; ∀vh ∈ Xh, bh(µh, vh) = 0}

où bh est une forme bilinéaire définie et continue sur Xh ×Mh.
Il est facile de vérifier que :

Qh = Qh ⊕ Q̂h.

Enfin, on considère une forme bilinéaire ah(., .) définie sur Xh × Xh, et des formes linéaires continues lh, gh
respectivement sur Xh et Mh, et l’on suppose que :

∀vh ∈ X̃h, ∀wh ∈ X̃h, ãh(vh, wh) ≤ c̃1‖vh‖X1‖wh‖X1 , (21)

∀vh ∈ X̃h, ∀µh ∈ M̃h, b̃h(µh, vh) ≤ c̃2‖µh‖M1‖vh‖X1 , (22)

inf
µh∈fMh

sup
vh∈ eXh

b̃h(µh, vh)
‖µh‖M1‖vh‖X1

≥ β̃1 > 0, (23)

∀vh ∈ T̃h, ãh(vh, vh) ≥ α̃‖vh‖X avec (α̃ > 0) (24)

où

ãh(., .) = ah(., .), ah(., .);

b̃h(., .) = bh(., .), bh(., .);

X̃h =Xh, Xh;

M̃h =Mh, Mh;

T̃h = Th, Th

où β̃1 , α̃, c̃1, c̃2 sont des constantes strictement positives indépendantes des dimensions des espaces (dimensions
finies).

On est en mesure de définir alors le problème intermédiaire suivant :

(P h)


trouver uh ∈ Xh, λh ∈Mh solution de :
∀vh ∈ Xh, ah(uh, vh) + bh(λh, vh) = lh(vh),
∀µh ∈Mh, bh(µh, uh) = gh(µh).

En utilisant le théorie de Babuska-Brezzi [8], il est facile de montrer la

Proposition 1. Si les conditions (21–24) sont vérifiées, alors les problèmes (Ph) et (P h) sont bien posés.

Pour pouvoir définir l’estimateur a posteriori, nous avons besoin d’introduire un problème auxiliaire défini
sur Q̂h ; pour cela nous avons besoin d’introduire certaines notations.

On considère alors deux formes bilinéaires âh(., .), b̂h(., .) définies respectivement sur Q̂h, et M̂h × X̂h, et
deux formes linéaires l̂h et ĝh définies et continues respectivement sur X̂h et M̂h.
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Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que :

∀vh ∈ X̂h, ∀wh ∈ X̂h, âh(vh, wh) ≤ ĉ1‖vh‖X1‖wh‖X1 (25)

∀vh ∈ X̂h, ∀µh ∈ M̂h, b̂h(µh, vh) ≤ ĉ2‖µh‖M1‖vh‖X1 (26)

∀v ∈ T̂h, âh(v, v) ≥ ĉ3‖v‖2X1
, (27)

∀vh ∈ X̂h, 〈Avh,Avh〉h ≤ ĉ4‖vh‖2X1
(28)

∀µh ∈Mh, 〈Bµh,Bµh〉h ≤ ĉ5‖µh‖2X1
(29)

ĉ3
2
≥ ĉ24. (30)

Comme auparavant, pour avoir une écriture compacte, on introduit les formes bilinéaires suivantes :
Bh définie sur Qh ×Qh par

Bh((uh, λh), (vh, µh)) = ah(uh, vh) + bh(λh, vh) + bh(µh, uh),

Bh définie sur Qh ×Qh par

Bh((uh, λh), (vh, µh)) = ah(uh, vh) + bh(λh, vh) + bh(µh, uh),

et B̂α,h définie sur Q̂h × Q̂h par

B̂α,h((uh, λh), (vh, µh)) = âh(uh, vh) + b̂h(λh, vh) + b̂h(µh, vh) + α〈Auh + Bλh,Auh − αBµh〉h,

où α = −1, 1, et on définit la forme linéaire L̂h sur X̂h × M̂h par L̂h((vh, µh)) = l̂h(vh) + ĝh(µh).
On considère le problème intermédiaire suivant :

(P̂α,h)

{
trouver Êh ∈ Q̂h solution de :
B̂α,h(Êh, V̂h) = L̂h(V̂h)−Bh(Uh, V̂h), ∀V̂h ∈ Q̂h

où Uh = (uh, λh) et V̂h = (vh, µh) ∈ X̂h × M̂h.

Théorème 4. Si les relations (25–29) sont vérifiées, alors le problème (P̂h) admet une solution et une seule.

Preuve. Elle découle directement du corollaire 1, paragraphe 2.3.
Nous supposerons, comme c’est le cas dans l’analyse des estimations a posteriori hiérarchiques, que :

(H1)

‖U − Uh‖Q1 ≤ β′‖U − Uh‖Q1 où 0 < β′ < 1 constante,

où ‖(v, µ)‖Q1 =
(
‖v‖2X1

+ ‖µ‖2M1
)1/2, Uh (resp. Uh) sont les solutions du problème (Ph) (resp. (P h)) ;

(H2) il existe une constante γ2 ∈]0, 1[ (indépendante des dimensions des espaces Xh, X̂h, Xh, Mh, M̂h, Mh)
telle que

∀V ∈ Qh, W ∈ Q̂h : |(V,W )Q1 | ≤ γ2‖V ‖Q1 ‖W‖Q1,

où (., .)Q1 est le produit scalaire sur Q1 = X1 ×M1.
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Remarques. La constante γ2 est appelée constante de C.B.S. forte (voir [2]).
Le résultat principal de ce paragraphe est le :

Théorème 5. Si U est solution de (P ), Uh solution de (Ph), Êh solution de (P̂h), alors, sous les conditions
(21–24), (25–30) et les hypothèses (H1) et (H2), l’estimateur a posteriori Êh = (ûh, λ̂h) vérifie les inégalités
suivantes (α = −1, 1) :

‖ Êh ‖≤ C1

{
‖U − Uh‖Q1 + sup

W∈ bQh,‖W‖=1

[
(L̂h(W )− Lh(W )

]}
(31)

et

‖U − Uh‖Q1 ≤ C2

{
Ĉ
(
‖|Êh‖|+ ‖λ̂h‖M1

)
+ sup
V ∈Qh, ‖|V ‖|=1

[
Lh(V )−Bh(Uh, V )

]
+ sup
W∈ bQh, ‖|W‖|=1

[
Lh(W )− L̂h(W )

]}
(32)

où :

C1 = sup(
1
β̂
,
C

β̂
(1 + β′) sup(1, ĉ3))

C2 =
1

β̄ (1− β′)
√

1− γ2
2

·

Preuve. Commençons par démontrer la première inégalité. On a d’après l’hypothèse de saturation :

(1− β′)‖U − Uh‖Q1 ≤ ‖Uh − Uh‖Q1

et
‖Uh − Uh‖Q1 ≤ (1 + β′)‖U − Uh‖Q1 .

Or,

β̂‖|{Êh‖| ≤ sup
W∈ bQh, ‖|W‖|=1

B̂α,h(Êh,W )

= sup
W∈ bQh, ‖|W‖|=1

{
L̂h(W )− B(Uh,W )

}
= sup

W∈ bQh, ‖|W‖|=1

{
L̂h(W )− B(Uh,W ) +B(Uh − Uh,W )

}
≤ C‖|Uh − Uh‖|+ sup

W∈ bQh, ‖|W‖|=1

{
L̂h(W )− Lh(W )

}
≤ C sup {1, ĉ3} ‖Uh − Uh‖Q1 + sup

W∈ bQh, ‖|W‖|=1

{
L̂h(W )− Lh(W )

}
≤ C(1 + β′) sup {1, ĉ3} ‖U − Uh‖Q1 + sup

W∈ bQh, ‖|W‖|=1

{
L̂h(W )− Lh(W )

}
·
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Par suite,

‖|Êh‖| ≤
C

β̂
(1 + β′) sup {1, ĉ3} ‖U − Uh‖Q1 +

1

β̂
sup

W∈ bQh, ‖|W‖|=1

{
L̂h(W )− Lh(W )

}
·

Démontrons maintenant la deuxième inégalité. Remarquons tout d’abord que pour tout couple (V,W ) ∈ Qh×Q̂h
vérifiant ‖V +W‖Q1 = 1 on a :

1 ≥ (1− γ2
2)‖V ‖ et 1 ≥ (1− γ2

2)‖W‖.
D’une part,

β‖Uh − Uh‖Q1 ≤ sup
‖|V+W‖|=1

Bh(Uh − Uh, V +W )

= sup
‖|V+W‖|=1

{
Lh(V ) + B̂α,h(Êh,W )−Bh(Uh, V ) + Lh(W )− L̂h(W )

}
·

D’autre part, pour tout W = (v, µ) ∈ Q̂h tel que ‖W‖Q1 = 1, on a :

B̂α,h(Êh,W ) ≤
(
‖Êh‖Q1 + |Aûh|h + |Bλ̂h|h

)(
‖Ŵh‖Q1 + |Av|h + |Bµ|h

)
≤ Ĉ

(
‖|Êh‖|+ ‖λ̂h‖M1

)
‖Ŵ‖Q1

≤ Ĉ√
1− γ2

2

(
‖|Êh + ‖λ̂h‖M1

)
.

Par suite,

β‖Uh − Uh‖Q1 ≤
Ĉ√

1− γ2
2

{
Ĉ
(
‖|Êh‖|+ ‖λ̂h‖M1

)
+ sup
‖V ‖Q1=1

(
Lh(V )−Bh(Uh, V )

)
+ sup
‖W‖Q1=1

(
Lh(W )− L̂h(W )

)}
·

On en déduit alors que :

‖U − Uh‖Q1 ≤
1

β(1− β′)
√

1− γ2
2

{
Ĉ
(
‖|Êh‖|+ ‖λ̂h‖M1

)
+ sup

V ∈Qh, ‖|V ‖|=1

(
Lh(V )−Bh(Uh, V )

)
+ sup
W∈ bQh, ‖|W‖|=1

(
Lh(W )− L̂h(W )

)}
·

2

Sous certaines hypothèses plus fortes, on peut obtenir des estimations a posteriori avec une norme plus naturelle.
Plus précisément, si on considère la norme ‖ ‖Q1,h définie par :

‖(v, µ)‖2Q1,h = ‖v‖2X1
+ ‖µh‖2M1

+ |Bµ|2h
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on a le

Théorème 6. Avec les mêmes hypothèses que le théorème 5, et si on suppose en plus que la forme b̂h(., .)
vérifie

∀µh ∈ M̂h, sup
vh∈ bXh

b̂h(µh, vh)
‖vh‖X1

≥ ĉ4‖µh‖M1 − ĉ5|Bµh|h, (33)

alors l’estimateur a posteriori Êh vérifie les inégalités suivantes (α = −1, 1) :

‖Êh‖Q1,h ≤ C1

{
‖U − Uh‖Q1 + sup

W∈ bQh,‖W‖Q1,h=1

{
(L̂h(W )− Lh(W )

}}
(34)

et

‖U − Uh‖Q1 ≤ C2

{
Ĉ‖Êh‖Q1,h + sup

V ∈Qh, ‖V ‖Q1,h=1

[
(Lh(V )−Bh(Uh, V )

]
+ sup
W∈ bQh, ‖W‖Q1,h=1

[
Lh(W )− L̂h(W )

]}
(35)

où

C1 =
C

β̂
(1 + β′)

C2 =
1

β̄ (1− β′)
√

1− γ2
2

·

Preuve. En utilisant la remarque développée dans la section 2.5, la preuve est similaire à celle du théorème
précédent. 2

3.1. Autres cas

Un cas très intéressant est celui où l’hypothèse (23) est vérifiée seulement pour la forme bilinéaire bh(., .),
i.e. les espaces (Xh,Mh) ne sont pas fortement compatibles. Dans ce cas, le problème discret (Ph) devrait être
remplacé par un problème stabilisé. Pour cela, on considère le problème augmenté suivant :{

(uh, λh) ∈ Xh ×Mh

Bα,h((uh, λh), (vh, µh) = Lα,h(vh, µh), ∀(vh, µh) ∈ Xh ×Mh

où Bα,h et Lα,h sont respectivement la forme bilinéaire et la forme linéaire stabilisées, sur Xh ×Mh, avec α
comme facteur de stabilisation.

On considère le problème intermédiaire suivant :{
Êh ∈ Q̂h
B̂
bα,h(Êh, V̂h) = L̂α,h(V̂h)−Bα,h(Uh, V̂h), ∀V̂h ∈ Q̂h



FORMULATIONS MIXTES AUGMENTÉES ET APPLICATIONS 475

avec (α, α̂) ∈ {−1, 1}2. Comme auparavant, on suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées, et on
suppose de plus que :

∀µh ∈ M̂h sup
vh∈ bXh

bh(µh, vh)
‖vh‖X1

≥ c4‖µh‖M1 − c5|Bµh|h. (36)

Dans ce cas, on a le même résultat que le théorème 5. Plus précisément :

‖|Êh‖| ≤ C1‖U − Uh‖Q1,h + sup
W∈ bQh,‖|W‖|=1

(
L̂α,h(W )− Lα,h(W )

)
(37)

et

‖U − Uh‖Q1,h ≤
C

(1− β′)
√

1− γ2
2

{
‖|Êh‖|+ ‖λ̂h‖M1

+ sup
V ∈Qh, ‖|V ‖|=1

[
Lα,h(V )−Bα,h(Uh, V )

]
+ sup
W∈ bQh, ‖|W‖|=1

[
Lα,h(W )− L̂α,h(W )

]}
· (38)

Remarque. On a L̂α,h au lieu de Lα,h dans le problème intermédiaire.

4. Application

Dans le présent paragraphe, on donne un exemple d’application, de construction d’un estimateur a posteriori
hiérarchique pour le problème de Stokes stabilisé.

4.1. Problème de Stokes

On considère le problème de Stokes dans un ouvert, convexe polygonal et borné Ω de R2

(P )

−ν∆u+∇p = f dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur Γ.

La formulation variationnelle du problème (P ) est donnée par :
trouver (u, p) dans (H1

0 (Ω))2 × L2
0(Ω) tels que :

∀v ∈ H1
0 (Ω)2, ν

∫
Ω∇u.∇vdx−

∫
Ω div(v)pdx = 〈f, v〉;

∀q ∈ L2
0(Ω),

∫
Ω

div(u)qdx = 0.

La viscosité ν est réelle positive et la fonction f est supposée dans (L2(Ω))2. On pose

a(u, v) = ν (∇u,∇v)0,Ω ,

et
b(v, p) = −(p,divv)0,Ω,

X =
(
H1

0 (Ω)
)2
, M = L2

0(Ω)
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et les normes ‖.‖X , et ‖.‖M sur X et M respectivement par :

‖u‖X = ‖∇u‖0,Ω = |u|1,Ω

‖p‖M = ‖p‖0,Ω.
Soit Th une triangulation régulière de Ω en triangles. On considère les espaces

Xh =
{
v ∈

(
C0(Ω

)2
/ ∀K ∈ Th, v|K ∈ (P1 + Vect({ψK}))2

}
∩
(
H1

0 (Ω)
)2

où ψK est la fonction bulle associée à l’élément K et

Mh =
{
q ∈ C0(Ω) / ∀K ∈ Th, q|K ∈ P1(K) ∩ L2

0(K)
}
·

Le problème discret s’écrit :

(Ph)

trouver(uh, ph) ∈ Xh ×Mh tel que :
∀vh ∈ Xh, a(uh, vh) + b(vh, ph) = 〈f, vh〉
∀qh ∈Mh, b(uh, qh) = 0.

On définit en plus les espaces :

Xh =
{
v ∈

(
C0(Ω

)2
/v|K ∈ (P2 + Vect({ψK}))2

}
∩
(
H1

0 (Ω)
)2

Mh =
{
q ∈ C0(Ω)/q|K ∈ P2(K)

}
∩ L2

0(Ω)

X̂h =
{
v ∈

(
C0(Ω

)2
/v|K ∈ (P2(K))2 et v = 0 aux sommets de K

}
∩
(
H1

0 (Ω)
)2

M̂h =
{
q ∈ C2(Ω)/q|K ∈ P2(K) et q = 0 aux sommets de K

}
∩ L2

0(Ω).

On vérifie facilement que :

Xh = Xh ⊕ X̂h

Mh = Mh ⊕ M̂h.

Remarque. Vu que
{
v ∈

(
C0(Ω

)2
/ v|K ∈ (P2(K))2

}
⊂ Xh et Mh ⊂ C0(Ω), le lemme de Franca-Hughes-

Stenberg [11] (voir paragraphe 2, lemme 3) nous permet d’affirmer que l’hypothèse (15) est vérifiée.

Proposition 2. Les espaces (Xh,Mh) sont fortement compatibles.

Les espaces Xh,Mh ne sont pas fortement compatibles, cela suggère l’utilisation d’une formulation stabilisée
pour discrétiser le problème de Stokes dans ce cas.

Pour appliquer le théorie abstraite développée dans le deuxième paragraphe, nous avons besoin de définir les
opérateurs et les espaces suivants :

A : X1 −→ H1,

v 7−→ ((−∆v|K))K∈Th ,

et

B : M1 −→ H1,

p 7−→ (∇(p|K))K∈Th ,
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où
X1 = X = (H1

0 (Ω))2, M1 = M = L2
0(Ω)

et
H1 =

∏
K∈Th

(H−1(K))2.

On définit l’espace
H =

∏
K∈Th

(L2(K))2.

Tout d’abord, remarquons que si (u, p) est la solution de Stokes, on a :

Au+ Bp = f dans H.

On considère la forme bilinéaire 〈., .〉h définie sur (L2(Ω))2 par :

〈p, q〉h =
∑
K∈Th

δKh
2
K〈p, q〉0,K

où les (δK)K∈Th sont des paramètres réels positifs. Pour avoir une écriture compacte des problèmes discrets,
nous allons introduire quelques notations.
On définit la forme bilinéaire B : Q2 −→ R par B((u, p); (v, q)) = a(u, v)+b(p, v)+b(q, u), les formes bilinéaires
B̃
eα,h : Q̃h × Q̃h −→ R par :

B̃
eα,h((uh, ph); (vh, qh)) = B((uh, ph); (vh, qh)) + α̃〈Auh + Bph,Avh − α̃Bqh〉h

et les formes linéaires L̃α,h : Q̃h −→ R par L̃α,h((vh, qh)) =
∫

Ω
fvdx + α〈f,Avh − αBqh〉h où v= ∧,− et

α̃ ∈ {−1, 1}. On est en mesure de définir alors le problème auxiliaire :

(P̂h)

{
trouver Êh ∈ Q̂h tel que :
B̂
bα,h(Êh, V̂h) = L̂α,h(V̂h)−Bα,h(Uh, V̂h) ∀V̂h ∈ Q̂h.

On a la

Proposition 3. Si U = (u, p) est la solution du problème (P ), Êh = (ûh, p̂h) est la solution du problème (P̂h),
alors sous les hypothèses (H1) et (H2). Si (δK)K∈Th sont assez petits, on a, pour α̃ = 1 ou− 1, les estimations
suivantes :

|ûh|1,Ω +

( ∑
K∈Th

h2
K |∇p̂h|20,K

) 1
2

≤ C1 (|u− uh|1,Ω + |p− ph|0,Ω) (39)

et

|u− uh|1,Ω + |p− ph|0,Ω ≤
C2

(1− β′)
√

1− γ2

{
|ûh|1,Ω + ‖p̂h‖0,Ω

( ∑
K∈Th

h2
K‖∇p̂h‖20,K

) 1
2
}
· (40)

Preuve. Pour pouvoir appliquer le théorème 5, nous avons besoin de vérifier les conditions (21–30). D’une
part, il est évident que (21, 22, 25–27) sont vérifiées. D’autre part, en utilisant la proposition 2 et les résultats
classiques sur les formulations mixtes pour les équations de Stokes ; on vérifie facilement que (24) est satisfaite.
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Les conditions (28, 29) sont les inégalités inverses “locales” (voir [9]). L’hypothèse (30) est vérifiée dès que les
(δK)K∈Th sont assez petits.

L’hypothèse (36) est bien vérifiée, car M̂h ⊂ C0(Ω).
Nous sommes en mesure d’appliquer le théorème 5. Par suite, on a le résultat. 2

Remarques.
1. Nous n’avons pas besoin d’uniforme régularité de la triangulation, car les seules inégalités inverses utilisées

sont locales (sur chaque triangle K de Th).
2. Il est facile de montrer qu’il existe deux constantes strictement positives C1, C2, indépendantes de h, telles

que pour tout p̂h ∈ X̂h, on a :

∀K ∈ Th, C1|p̂h|0,K ≤ |p̂h|1,KhK ≤ C2|p̂h|0,K .

Par suite, on peut aussi considérer Eh =
(
|ûh|20,Ω + |p̂h|20,Ω

) 1
2 comme estimateur a posteriori dans ce cas.
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