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ESSAI DE RESOLUTION NUMERIQUE
DU PROBLEME DE GOURSAT
PAR LA METHODE DE RUNGE-KUTTA
POUR UNE EQUATION
AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TYPE HYPERBOLIQUE

Comparaison de la méthode de Runge-Kutta-Moore pour une équation
aux dérivées partielles du second ordre (hyperbolique) avec certaines
méthodes numériques

par André MeTTE

Le but de ce travail est de comparer certaines méthodes de résolution numérique du
probléme de Goursat :

2
e = 1 (50w 5o 50 ) wle 0) = ola) 5 u(0, ) = Riy) s o(0) = RIO),

au point z = a, y = b a la méthode de Runge-Kutta-Moore. En particulier nous avons
étudié les méthodes : polygonale d’ Euler-Cauchy (Diaz), de différences-finies (Aziz et
Hubbard), d’extrapolation (T..ornig).

I. INTRODUCTION

Le sujet de ce travail est de présenter certains résultats relatifs a la
recherche d’une solution approchée du probléme de Goursat :

(1.1) Usy = f(2, Y, U, P, q)
(1.2) u(z, 0) = o(z) , u(0,y)=1(y) , o|0] ==(0)
(1.3) 0<z<a , 0<y<bh
(uz=p=—a-z's uy=q=§l£, uzy=82u)
oz dy oz dy,

Sutvant certaines conditions de «régularité » sur f, o, 1, et leurs dérivées,
plusieurs auteurs ont prouvé l’existence d’au moins une solution.
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Désignons par R le rectangle défini par (1.3) et X I’espace réel 4 3 dimen-
sions avec des points (V9 V1, V2) f bornée, continue et Lipschitzienne
avec la constante L, sur X X

1.4
ifx,)y,V v, V)—f(x,y,V v, V[ |V—V|+|V—~V[]
pour (z, y) € R, (V9, V1, V2) e X et (VO, V1, V2) € X
Subdivisons les 2 segments [0, a] et [0, b] en m et n sous-intervalles
2o=0<2z1 <2< ... <ZTm_1 < Tm=a
Yyo=0<y1 < y2 < ... <Yn-1 < Yn=2>=

On subdivise ainsi le rectangle R en sous-rectangles Ry ainsi définis
par:
T < T < Ti+1, Y1 < Y < Yi+1
Le réseau de mailles ainsi obtenu sera dit « convergent » lorsque le

diamétre de la plus grande maille tend vers o, m et n tendant simultané-
ment vers l'infini.

Désignons par :
fia = f(zx, y1, wir, pas, qu1)
uia = u(xx, Y1), pu = p(zx, Y1), gu = q(zx, y1)
Théoréme (Moore) (8)

Soit f vérifiant la condition précédente (1.4) ¢ et =, continiiment déri-
vables, respectivement sur [o, a] et [0, b] et u(z, y), p(z, y), q(=, y) une
solution arbitraire du probléme (1.1), (1.2), (1, 3) o u, p, ¢ sont continues
sur R. Alors il existe un réseau de mailles « convergent » et une suite
d’expressions de la forme :

k-11-1
0, 1
Vk;'=o-k+'rz—-0'o—{—220 Av
a=0p8=0
-1
- 1 1 A2
(1.5) 3 Vi = oit + Z Crg A
2
Vg = Z Car
.
ou pour la subdivision considérée
1 2
Ay = za41— T Ag" = yps1—yp

ox = o(zx), T1=T(y1).
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Les {C»}(y = 0, 1, 2)} sont des suites de fonctions réelles définies sur
X X R (R étant le réseau de mailles), telles que C»* soit constant dans

chaque maille du réseau et { Ch Y= v quand ¢ — - 00, yx: étant fixe. Les
suites (1.5) convergent uniformément vers les solutions choisies :

Vi — wesys);  Vi— plaw, y);  Vik— q(zs y1)

Si de plus f est Lipschitzienne aussi en u la solution du probléme

(1.1), (1.2), (1.3) est unique (Diaz 5).

(En particulier si p et ¢ ne figurent pas explicitement dans f, le théo-
réme s’applique, ce sera le cas étudié ci-dessous.)

Quelle que soit la méthode numé- b 'e)
rique utilisée, le probléme posé con-
sistera (pour plus de simplicité) a
diviser [0, a] en m segments égaux,
et [0, b] en n segments égaux : 1

yi=1Iloh;1 <1< n neh=>.
I

h étant le pas, ¢ une constante posi-
tive.

Le rectangle Ry sera défini par

{ zr € T € Tis1 ° *k e
Figure 1
! <Y < Y+ gor

ukl, prt, i seront les valeurs approchées de u, p, ¢, au point (k, I)
U = w(zk, y1)
(1.6) Pr = p(aw; y1)
= g(ex, 1)
fao = f(ze, Y1, Urt, pra, Qi)
La connaissance de o(z) et t(y) permet de trouver
(1.7) { p(e, 0) = o' (2)
Q(O, y) = T'(y)

Malheureusement les calculs de p(o, y) et g(, 0) sont moins immédiats.
En général ce seront les solutions de 2 équations différentielles ordinaires.

Si on pose :

p(0,y) = 0(y);  q(z, 0) = Y(x)
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e o
(1.8) | = (0, y, M(y), 6, X R'(y))
6(0) = o’(0)
ap s
(1.9) | g, = ®0 o) d(@)4)
[ $(0) = <"(0)

(dans le cas ou f ne contient que u, 6 et § s’obtiennent par des quadratures).
On pourra utiliser en général, une méthode de calcul numérique pour les
équations différentielles, par exemple par la méthode de Runge-Kutta, que
nous désignerons par RK1. On a donc Porganigramme simplifié suivant :

ORGANIGRAMME DU PROBLEME

DEBUT (%)

Y

JJ=-o Valeurs (nitiales
P(1,J)par RK1

|Donnees

- O

Programme
principal
calcul du pas
et de ¥/ suivant la
me thode
® ;
y
Valeurs initiales INSCRIRE
U(Ln,P (LY U(LJ),P(LJ),Q(LJ]
[
i:ls) JJz= JJ+
Valeurs initiales >0

de Q (I,1) par RK1

9
4
APPIEL {nouvelles valeurs

Valeurs initiales i_gsM'N chargement dg

U (1,9),001,J)

e

Figure 2
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Les méthodes utilisées ont été :

A. Méthode de Runge-Kutta (Moore, 8) qui était le but essentiel de
cette recherche et que nous désignerons par RK2.

B. Méthode polygonale d’Euler Cauchy (Diaz, 5).
C. Méthode des différences finies (A. Aziz et B. E. Hubbard, 2).

D. Méthode d’extrapolation (Térnig, 11) (nous n’avons pas étudié la
méthode d’approximation successive, ni toute autre méthode indirecte).

Convergence. Dans chacun de ces cas la convergence a été établie.

Erreur de méthode. Une expression explicite de I’erreur a été établie
dans les cas C et D.

Stabilité. Dans le cas non linéaire, le probléme n’a été qu’amorcé,
surtout dans cas quasilinéaire récemment, surtout aprés les travaux de
Buchanan [3] et Kreiss [7] par Morton [10] Hedstrom [6], Strang [11] et
Vidar Thomee [14]. Citons sur cette question un travail de Lin-Chan [15]
(récemment traduit en anglais), et tout récemment Stetter [16].

II. INDICATIONS
SUR LES DIVERSES METHODES EMPLOYEES

A. Méthode de Runge-Kutta (Moore, 9)

En s 1nsp1rant de RK1 et des équations intégrales, résolvant le pro-

bléme (1. 1) (1.2), (1.3)
u(w,y) o(z) + t(y) — o(0)
+ J‘ f f En nu , (gy 7]) q(s, )] dE d'y)

(1.A) v
plz, y) = o'(z) + fof[x, n, w(z, 1), p(z, M), q(z, )] dx

9(z,y) = *'(y) + Lff[i, Y w(& 9), (& 9), 9(&, y)] &

On est amené a utiliser une technique en «escalier » des approxima-
tions de ces équations. En supposant connus ezxactement u, p, q en (Zo, yo)
on posera

(2.A) s(z) = u(®, yo),  u(y) = u(z0, y)

(valeurs des solutions le long des deux caractéristiques £ = zoet y = yo) qui
seront de nouvelles conditions initiales pour notre nouveau probléme (on
aus=p=-s pour y = yo et uy = q = t’ pour z = zo).
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L’idée de base de RK2 est la méme que celle de RK1. Un calcul
explicite est utilisé pour lequel plusieurs paramétres sont & calculer

+ Qh

o —O
Ri-4,1 Ry
Y
Rk-1,14 Rru-1
=, xo+h
Figure 3

(éléments de matrices diagonales ainsi
que certaines quantités qui dépendent
des rectangles adjacents & Rx,1, (Rk-1,1),
Ri-1,1-1), (Re,1-1).

Les valeurs de u, p, ¢ au point
(:z:o + h, yo + oh) sont exprlmees comme
séries de puissances de h, en fonction
de ces paramétres. Alors en identifiant
les coefficients de plus bas degré de h
(en pratique jusqu’a Pordre 4) avec
ceux des développements Tayloriens
de u, p, ¢, rapportés en (zo, yo) on
obtient un systéme de 33 équations

a 270 inconnues. (Ces equatlons sont assez compliquées...). Moore choisit
ces paramétres de facon a assurer la convergence. Il aboutit aux résultats

suivants :

(3.A)

(&,1)

(4.A)

U

(%,1)

L

%

I

3
0
Urk,1

Pk,

qra

Ee + gah
M+ exgaoh
ur,: + g,'\‘h(s !

Pk +gAh3

°U u ~n u
qra + eAgwh(kt'” + g}«’lf(l l

, f(u

~ U u ~t %, %, 2 ,2 0
§1 + eigloh T+ ei(gh) ok f(l J )

) = f(€x, M, UK., PE.y Gr2)

k,l

(%.0)

(k1)

+ eAgmphf(U

)
)

(k,1)

rA=1,2,3
er = 1 es = 1 es = 3
u 1 u 2 ° 2
1 = 9 = — [ —
g 8 3 g3 9
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u 0
On définit une matrice colonne l 'A,Z ol l l est remplacé par
u (k,1) (k,1)
l ')\,1 dans (4.A)

k,l

(7.A)

On définit de

(6.4),

Enfin pour g,

(8.A)

(k.2)

(9.A)

Uq
a1

Ee + gih
n + ergaph

Pr+1g + eﬁ'(phf(uo)

(&,1)

D, o~ p 42
ur+1,0 + exph t' + exph
(k1)

(k,1)

(k,t)

A=1,2

=1 =t
3

g =1 gr =1

méme une matrice colonne l ’

(k,1)

0
U = U
A1
k,l (k,1)

on utilise :
Ec + gih
nm -+ eﬁgﬁ@h

(k1)

gqra+1 + gi‘e?hf(U")

A=1et3
el =1 e3 =3
1
q=1 q:_
81 83 3

» ~ 1 0
qra + exph &,”—}— hf (U )

qh ~r a, a\2 h2
uga+1 -+ 8a (:,” + ex(ga) eh’f ‘ '

i K qQy ~n q4q 0
+ gah + h
pl gl\ (;:,1) g,‘e'\cp f(U )

Az

(k,2)

(k1)

)

)

en remplacant dans
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A
(%.1)

q
On obtient de méme (U ) en remplacant dans (8.A), (

par (Ui)

(k,1)

s’ et t’ sont donnés par :

~ 2 1

kl) gpkl+3pk+ll
(10.A)

2 1

Skt.)) =3 qr,. + 3 gra+1

~n

Les (53”) et (¢”) sont donnés par :
) (k1)

hG") = 1 7 —I— 35 29
= —— p3,0— — pz,0 + — p1,0— — po,
(11.A) AN VR A VE S LD Y S VE e
o 1 7 35 29
h 7 ”m o v u _ 2
B ) =g 10 T g 10 T g a0 T 00
~ 1 4 7
h(.z:) = ——(—spz,z + g P11 _‘6 po.
1 - 5 4 1
(12.A) <ph((t”:) = 8 qo,z+1 -—6 qo, — é go,-1
[1>1
~ 5 4 1
h(<lf,:‘:2 = 'épk+1,0 _é Dk,0 —é pr—1,0
(13.4) TR b T
cph((kt’oz p qr,2 -+ 3 qr.1 p qr,0
k>1
o 5 4 1
h((’f,;')) = :—;ph 1.1 —épk.z 6 Pr-1.
4 ; - 5 4 1
(14.A) <Ph((zf,z”)) = é qr,a+1 ‘—a qr,1 —“E qri-1
| k=1 et I>1

U

(k1)

)
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En définitive les formules donnant les valeurs approchées au point

(k+1,14 1) sont :

1 0
Wbt 1041 = Ukr1a + Urgs1— Uis + @R { P f(lk_lj )

(G B

, Kl
(15.A P b
) Pr+1a+1 = pr+1.0 + @h { 1 f(Ulz) + 3 ]‘(Uzz) }
4 PR 4 k.l
q q
r+1,0+1 = Qri+1 + h { %f(lk_lj1z) + %f(Lk_lJaz) }

k=0,1,2,...m—1 , 1=012..,n—1

La méthode RK2 consiste donc, une fois les calculs faits pour des
rectangles Ry ; k < ko, et 1 < lo a effectuer les calculs dans Rg,,i, en
employant les formules (15.A) et on poursuit les calculs jusqu’da k =m —1
l = n—1, les formules (15.A) donnant um,» ; pm.n; gm,n qui seront les

valeurs approchées de u, p, g au point (m, n) {h = 2 , oh = b).
n

(ky L+4) (etlet) |
-

| ' tl Rog Raa
. Rk, s
| g
(k1) (k+4,1) ;

Figure 4 Figure 5

Au démarrage : k = 0, = 0, les formules (11.A) permettent d’effec-
tuer les calculs dans Ro,o et de calculer ui,1, p1,1, et g1,1.

Mais dés qu’on aborde soit le rectangle Ri,0 soit Ro,1 : les formules
(12.A) ou (13.A) sont inutilisables, car (12.A) par exemple implique la
connaissance de pz,1 ou de qi,2 qui ne sont pas encore calculées.

Le mémoire de Moore reste muet sur ce point.

On peut cependant éviter cette difficulté en remplagant p2,1 par des
valeurs approchées, comme nous 'indiquerons ultérieurement. L’exemple

que nous avons traité ne comportant pas p et ¢ dans f, évitait cette
difficulté.
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B. Méthode polygonale (Diaz, 5).

La méthode consiste 4 remplacer dans chaque rectangle Ry, u par
e, . Ug+1,0 — Urk,

ux: et les dérivés partielles, p, par —2r1t —— T
Te+1— Tk

Uk+1 — Uk,

Yi+1— Yt

q par

On obtient les expressions (pour des subdivisions de @ en m parties,
et b en n parties, pas forcément égales).

U«mn(x, y) = Uk, —|— w (.’I) ——Zk)
(%,1) Tr+1— Tk
I ) s (— )y — )

Yi+1— Ys

!
Uk+1,0 — Uk, E
ﬂ(x, = gr1e Yy —yio1
(1.B) | R —— o oot = y-a)

+ feas (y — )

k

u —
gm, n(T, y) = - Bl et z fio10 (x — 2r-1)
(k) Yr1— Y -1

+ fra - (2 — ax)
| (& y) €eReny  k=0,1,..m 1=0,1,..n

Ce qui revient pratiquement aux formules de récurrences :

Uk+1,0 = Uk+1,0 -+ Ukgs1— Uk + (Bx+1 — Te) (Y1 — Yi)fea
Pr+1a+1 = pr+1a + (Yr+r1— i) fr+ 1.

(2.B) d qr+10+41 = qra+1 + (Tk+1 — Tr)fr,i+1

Uk,0 = Ok , Uo,1 = T1

k=012 .., (m—1) ; 1=012.,(n—1)

C. Méthode des différences finies (Aziz et Hubbard, 2).

Dans cette méthode on prend pour u une valeur moyenne (P)

(1.C) (P) = L (uk+1,0 + kg1 + ur,y + Uks1,041)

(k1)
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R : . P . P
pour les dérivées partielles pour p l 'x( ) et ¢ | ly( ) valeurs
approchées données par :

1
UX(P) = —— [Uk+10+1 + Uk+1,0 — Uk, 2+1 — Uk,1]

2.0) 2h
1
Uy(P) = Ecp—i: [Ur+1041 4 URg+1 — Uk+ 1,0 — Uk,1]
(kyLel) (k+1,1+1)
P
R{k,L)
(k,l.) (k + 1’ l)
Figure 6

(h : le pas; ¢ une constante positive ; en supposant les subdivisions
égales).

Pour P : dans le rectangle Rpg,1, les coordonnées sont données par :
kh + é h
(3.) (i) =
1
loh + = oh
oh+ @
D’ot les formules de récurrence
Uk+1,0+1 = Uk+1,0 + Ukg+1— Ukg + ¢h Zf(Pkl)

Pr+11+1 = pr+1, + Qhf(Pr)
qr+1,0+1 = Gru+1 + Af(Pr)

h
f(Pu) = f(kh +3 mih+ S5 @, P Uyw))

(E,1) (&,1) (k.2)

(4.C) |

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle est implicite, et nécessite
la résolution de la premiére équation (4.C) par rapport a ukk+1,1+1, et au
cas ou cette équation a plusieurs solutions, choisir celle (ou une) qui
converge vers ux,: quand h —0, ux étant supposée étre une solution
ezxacte. D’autre part la convergence n’est assurée que si l'opérateur
associé a f est contractile. Dans Iexemple que nous avons choisi la
premiére équation (4.C) était du second degré en ug+1,1+1.
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D. Méthode d’extrapolation (Tornig, 12).

La méthode consiste & remplacer sous le signe somme dans les équa-
tions intégrales (1.A) f par un polyndéme d’interpolation a 2 variables z
et y, tel que ce polyndme Pu,n(zy) de degrés m en z et n en y prenne
pour z = zx et Y1 = y, la valeur fxi(k=0,1,2,...m; 1 =0, 1, 2, ... n).

Ce qui conduit aux premiéres valeurs approchées
[ Zr+1.s+1 = Zr+ 1,s —|" Zr,s+1 i Zr,s
+ kh Z Z Bu B V& Vyfr.s

p=0y=0

Pr+l,s+1 = Pril,s + kz B, Vyfret,s
(1LD) ] -

m
gr+1,5+1 = ({r,s+1 + h z Bu V:‘c‘fr,s+1

p=0

fr+ 1,8+1 = f(wr1,+ Ys+1, Zr+1,2+1, s+1y, Pr+1,5+1, (Zr+1.s+1)

|l m<r s n<s;
Vz et V,, étant les différences premiéres.

Les B,, étant donnés par le tableau (4 'aide de formules de quadrature
et de cubature) :

Tasreau 1

o - ’ TR s } 4 1 5
| | | '
1460 | 720 502 475
B | 1z ’ 1420 | 1440 440 | 1 440 1460 | 1440
|

Une deuxiéme approximation utilisant (1.D) donne :

m
* * * *
Zr+1,s+1 = Zr+1,s + Zr,s+1— Zr,s + hk z Am,u OCn,vfr-u.s-v

n=20

n
* *
Pr+1,5+1 = Pr+1,s —I— k Z Otn,vfr+1,s—v

y=0
* n
*
gr+1,8+1 = (Qr+1 + n z an,vfr-—v,s+1

- 0
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avec les jl donnés par le tableau 2 :

TABLEAU 2

I ;
T~ 0 1 2 | 3 4 5

l T~ f

0 . 3 | 23 55 | 1901 | 4277

2 12 24 720 1440

1 1 18 59 | 2774 | 7923

2 12 | 2% | 720 1440

0 5 37 2 686 9 982

12 24 720 1440

3 9 | 1274 7298

24 720 1440

. 951 | 2877

720 1440

5 - 475

, 1440

l

On peut déduire des formules (2.D) de nouvelles formules d’interpola-
tion. On définit d’abord les solutions le long des caractéristiques z = o
ety = (
Y ¥ zg?;] = Z(mf, yz)
pii = plas,y)  pourj =0

oul=0
(3.D) ouj=1=0

g1 = qlas, 1)

0] [01 [0}
| i = H@s, w1, 20y iy 430)

[ _10] [01 (o] (o]
Zyr,s = Zr,s-1 + Zr-1,s — 2r,s
r—1s-1

+ hk z z or-1, ps—l,vfjgls-Ls- 1-»

p=0y=0

4.D :
( ) pg?gzps-?;_l—*—kzas_lurs—l v

r—-1
[0} (o] (o]
gr,s — Qr-1,s + h 2 OCr—l,ufr—l-v,s
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En remplagant toujours dans les équations intégrales (1.A); f sous
le signe | par des polyndémes Qm, »(z, y), de degrés m, n, tels que

Qn,n(@e, Y1) = fra
(k=0,1,2..m;1=0,1,..n)
On obtient les formules d’interpolation :

m
Zr,s = 2r,0 + Z0,5s — 20,0 + hk Z z 'Y:r:u'Y?;,vfu,u

p=0y=20
Pr.,s = pPr,0 + k z Y;‘,v](f.v
(5.D) ) v0

m
qr,s = qo,s + h Y:’: fu.,s

up=0
fr,s = f(xr, Ys, 2r,s, Pr,sy Qr,s)
r=1,2....m,s=1,2..n)

Les yi; sont donnés comme éléments d’une matrice
TasLeau 3
i ] j
Y1,0  Y1,1.. Y14

j K J
Y2,0 Y2,1...Y2,]

58 1)
i_g |22 12
14 1
33 3
919 51
2% 9% 242
1 4 1
=3 - = - 0
I=%133 3
39 93
88 88
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[or _1o1 o3

Des formules (4.D) donnant z,,,, pu,v, gu,» On peut déduire en premiére
approximation :

(6.D)

(1]

er—ZrO‘]"ZOs—‘ZOO'i‘th Z 'Yr,y,Ys,v [01

n=0y=0

p?g = pro+ k z Yo 5‘03
g5t = qo,e -+ h z Yrufurs

111 48] [1) 11}
r.s = f(Zr, Ys, 27,5, Pr.s qr.s)

L r=12,.,m;s=12,..,n

Des formules (4.D), on peut déduire les (A + 1)#" nouvelles approxi-
mations, en prenant (16.D) comme prédiction

(7.D)

On applique les formules (3.D), (4.D), (5.D

S B S BN Z z Ry [ a1

p=1lv=1
[a 1] [A [A] [A-1
Pr, + ]+kz Ys,v T T [ry ]]
p=1
[z\+1] [/\] [/\] [A 1]
:+ "Z Yl ]
A+ 1] A+l [(A+1 [rA+1
s M (@r, yoy 26a ], pra ), gy ])
Azl
Yy
A
VBl—r—— = — === —;
! 1 ! |
.
[
e e
;3 ] ! ]
| ] |
7% S R YU S
12’ ' ; i
b F 4 ! !
I
-l a- _:?___ ]
Yo H 1 I L -
Figure 7

(6.D) et (7.D), suivant le

);
schéma indiqué dans la figure 6 (cas ou m = n = 2).
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Le calcul est supposé effectué dans le rectangle « 1 ». On aura besoin
pour continuer, des solutions pour y = yo, donnés par (3.D) et (4.D) on en
déduit les calculs dans les rectangles « 2, 3, 4...»

Ce qui donne Z, ,, p,,2s 95,2 avec
A=Mn+p, (M=1,2,3...;0=1,2,3, ..., m)

De méme, les calculs dans les rectangles «2', 3'...» donneront pour
T = Zo, Zpa; Pp,a aVec p=Nn 4+ A, (N=1,2, 3...; A=1, 2, 3... n)

IITI. APPLICATION NUMERIQUE

I’exemple choisi a été :

Uzy = U
(1) 1 1
,0) =——3u0,y) = ——
u(z, 0) 14a 0, y) 4y
17
(I S
e
R
Y I e
R
oh .
Figure 8
La solution exacte
ulayy) =
’ (1 + 2)(1 + y)
(2) 1 @ 9) —1
P\Z,Y) =
1+ o)1 + y)
9z, y) = —!
S 1+ 2)(1 + y)°
pour z =y =1
) {u=0,250
p=gq=—0,125

peut étre approchée par une des méthodes indiquées. Dans ce cas p, g ne
figurent pas dans f et le théoréme de Moore peut étre appliqué dans le
rectangle défini par la figure 7. La machine utilisée était 'LLB.M. 704.
Programme Fortran IIL.
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A.RK2

Les formules de (4.A) jusqu’a (8.A) se simplifient. (Il faut néanmoins
calculer 8 fois u2 a chaque itération.)

En posant

1
Agy = (§ pPrg + épk+1,z)h
(4) )
2
‘ Br, = (g qra + % Qe+ 1) oh

Uf1 = uky + Axqg + Bra + (uk-l)zq’hz

(k,1)

“ 2 2 4 2 .2
J— s - - h
(5) ] I '2,1 = ur, + 3 Ara + 5 By, + o7 (ur,a) e

(k,2)

" 2 2 4
U = Ug,; + 'Q‘Ak,l + 5 Br, + E (uk.z)2<{>h2

_ 2 -
u ° u 2 2
1,2 1,1 + (Ul,l) — (uea)” | ok
(k1) L\ & ]
I 2 2] &4 e
® LU (U] — o] e
(k1) L\ %, |
- 2
% % % 2} _4_ 2
8,2 3,1 + (U3,1) — (uea) 27 oh
(1) L\ % |

f = ur+1,0 + Brg + (ur.) 2‘Ph2

2

1 h
: = ug+11 + 3 Biy + (uxa)’e 3

I

LU (U)o

(k1)

LU () — ey

| (&) (%,1)




(10)

[

w

C :C :C

q
1,2

(%,2)
LUJ;
3,2

| w0

Uri+1 -+ % Axy +

-UJ

(k,1)

ANDRE METTE

ura+1 + Arg 4 (uk’?)z@hz

k.l

s h
) %0
(kl)<93

2

(U)o

::LJ:JFHLJ;J{—w”ﬂ@g

(&,1)

k.l

Des formules 6, 8, 10 on déduit les formules de récurrence :

2
Uk+10+1 = Uki+1 + Urs10 — Uk, -+ QR [

() +&(Y

1

+_

8

3

k.,e

1 2
Gr+le+i = gne+1 + hlz (U:z) + =
{ Py

W

< B 1 ) 9
Pr+1i+1 = Pr+1,z + Qh [4 (l '1’2) +

3
4

3
4

(

k=142,....om—1),(1l=12,..,n—2)

Les résultats ont été les suivants

(12)

(13)

<

[ m = 10

n=10 &= 0.25978
o=1  p—— 012164
G = — 0.12028
n—20 &= 0.25490
¢=% 5 = — 0.12314

2

S (ur1)®

32

2]

k.l

(W)

k.e

.|

k.2

soit 100 itérations

soit 200 itérations
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B. Méthode polygonale.
Les formules (2.B) donnent dans ce cas
Uk+1a+1 = Uka41 4 Uks 10 — Uy + OR° (ura)”
(14) Prstis1 = prs1s + Qh(urs1a)”
Grr1,0+1 = Qru+1 + h(u;c,z+1)2
(k=0,1,2,..,m—1) , 1=0,1,..,n—1)

[(m=10 n=10 — 0.30355

u
(15)  ; o=1 p=—0.09620  soit 100 itérations
4 — — 0.00625
m=10 n=20 &= 028976
(16) o= % 5= —0.10593  soit 200 itérations
G — —0.10121

C. Méthode des différences finies.

Les formules (4.C) donnent
2

Uk+1,0+1 = Uk+1,0 + Uki+1— Uk + @ —

16

2
(ur+10 + urg+1 + urs + urs1,0+1)

h 2
Pr+1a+1 = Pr+1,0 -+ @ — (Uk+1,2 + Uke+1 + Uk + Uke1,04+1)

a7 | 16

qr+10+1 = Qrka+1 -+

16

(uk+1,0 + urg+1 + urs1,0 + Urr1,0+1)

| (k=0,1,2,3,..,m—1) , (@=0,1,2,...,n—1)

2

En posant

(18)

Sk = uk+1,0 + Ura+1 + Uk,

{ Dry = ugs11 + Uki+1— ura

on est ramené a résoudre une équation du second degré, dont la solution &
choisir est celle qui tend vers us,1 quand h tend vers 0.

En posant

8 2 16
(19) ]fll = (Slc,l ——;h—z ch,z) — (Sl?:,l + ;h—sz,z)
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on obtient

8D —
(20) Ur+12+1 = — Sk + :'l —VA

(Ph k.l

Posant :
(21) Try = urs 1,0+1 + Sk,t
h
Pr+1,0+1 = Pr+1,0 + <1P—6 (T}c,z)z

(22)

Gr+10+1 = Qra+1 + ﬁ (Tk,z)2

Les résultats ont été les suivants

m =10 n=10 u == 0.25149

(23) o =1 5= —0.41762  soit 100 itérations
3 =—0.11762
m=10 n=20 = 025249
(24) ¢ = % 5 =-—041751  soit 200 itérations
§ = — 0.12081

D. Méthode d’extrapolation.
L’application des formules (3.D), (4.D), (5.D), (6.D), et (7.D) donne :
[ o) _ 0] [0
Ur+a,s+3 - Ur+a,s+ﬂ—1 + Ur+a—1,s+8
r—-1s8-1

l '[0] 2
—_ + (Ph z Z Ar—1,u Xs-1,p
r+a-1,5+8-1

pu=0v=0

2
( [7+ L8+ )
U -1~ 8+B=-1-vp

§-1 2
[0} [ 0] [0}
e Bt S ()
(25) ) Pr+a,s+8 Pr+a,s+8 1+<P Zo's 1, asmfeley

ve=0
r-1

2
[0] _ Lo [0]
gr+a,s+8 = qr+a-1,6+8+h CLr—1,u ' l

r+o—-1-p,8+8

uw=0

r=0,1,2 , (s=0,1,2)
(6=0,2,4 .,2m=M) , (8=0,24..2n=N)

| l[ol = U(x;, yj) avec i = 0 ou ]. = 0 ou i = i = O
L £,
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Prédictor

Corrector

(27)

TaBLEAU 4

"J,I
AN 0 4 2
J 1 3
3 23
0 ! T | Mz
4 B B I (X
2 12
S
2 12

U....=U..tU..~U
r+a,s+8 r+a,p a,s+8 a,B

2 2 2
roty S teik(U,,,)

p=0y=0
2 9 2
, = a, h Z s (
Prta,s+p Pr+a,.8 + P OY‘i ‘Ur+a,v+ﬂ)
2 2
2
gr+e,s+8 — Go,s+8 + hz 'Yr,,n(' l”+“’s+8>
v=20

r=12 , (s=1,2)

[ (0=2,4,..2m=M) , (B=24,..2n=N)

U[r]:a,s+5 = Ur+a,s + Ua,s+ﬂ — Ua,ﬂ
2 2 2
roi 33 e (U,o.u)

u=0y=0

2 2
J P[r]—.l!oz,s+ﬁ = Pr+a,B + ﬂPh z Y?,v(‘ lr+a v+B)

v=0

2

2
1 2
grioa,s+8 = Qa,s8+h z 'Yr,u(l ' )
puta,s+8

n=0

r=12 , (s=1,2)

| (0 =2, 4,...2m = M) , (B=2,4,6..2n= N)
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f {2l _ $3)
Ur+a.s+ﬁ Ur+o¢.s+3
2 2 2 2 2 1 2
L 2 2 [1) . (0]
21 (11
Pr+a,s+8 = Pr+a,s+8
2 2 [ 2 o 2
h 2 . [0]
(28) < + CP ZY ! (Ur+a,v+8) (Ur+u.v+8)
{2} (1]
gr+a,5+8 = Qr+a,s+8
2 2 [1] : (0] :
w3 (U (U
e
(r=1,2) , (s =1,2)
L (x =2, 4, ... 2m = M) ) P=2,4..2n=N)
2 2 2 §_ _§ ____1_
YnooyniovnRl 49 12 12
2 2 2 1 4 1
2,0 Y21 Y22 - = -
Y Y Y 3 3 3
Les résultats ont été les suivants
m =10 n=10 u = 0.19408
29 1 =0 = — 0.17900 soit 100 itérations
Ny P
g = — 0.17343
m =10 n = 20 u = 0.200173
(30) @ = % p = — 15926 soit 200 itérations
q = — 0.17357
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Nous pouvons résumer les résultats dans le tableau 7

TasrLEau 7

u p q
Ezactes ........... 0.250 — 0.125 — 0.125
RK2 ... ........... 0.25978 — 0.12164 — 0.12028
100 itérations & | Polygonale . ........ 0.30355 —0.09627 | — 0.09627
Différences finies . . .. 0.25149 — 0.11762 — 0.11762
Extrapolation. . ... .. 0.19408 — 0.17900 — 0.17393
RK2 .............. 0.25490 ) — 0.12314 — 0.12012
Polygonale ......... 0.28976 _;—— 0.10593 — 0.101>2-1—-
200 itérations {
Différences finies . ... 0.25249 —0.11751 — 0.12081
Eaxtrapolation. . .. ... 0.200173 — 0.15926 — 0.17357
Début du travail 14 h 12
Fin du travail 14 h 22

IV. CONCLUSIONS

Il semble d’aprés ces résultats succincts (sans présumer de résultats sur
un exemple plus compliqué) que les méthodes RK?2 et celle des différences
finies semblent les plus efficaces. Mais la méthode des Différences finies
parait étre d’un usage plus malaisé. La méthode RK2 semble étre la plus
intéressante. D’autre part 'emploi de I’I.B.M. 704, limite les possibilités
de réduire le pas et par suite d’obtenir de meilleurs résultats.

Je tiens, pour terminer, & remercier vivement M. de PosseL et
M. Lions pour tout Iappui, et les conseils qu’ils ont bien voulu me
donner, ainsi que I’Institut Blaise-Pascal qui m’a permis de mener & bien
les différents tests de calcul.
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