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R.I.R.O.
(1» année, N° 1, 1967, p. 67-90)

ESSAI DE RESOLUTION NUMERIQUE
DU PROBLEME DE GOURSAT

PAR LA METHODE DE RUNGE-KUTTA
POUR UNE EQUATION

AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TYPE HYPERBOLIQUE

Comparaison de la méthode de Runge-Kutta-Moore pour une équation
aux dérivées partielles du second ordre (hyperbolique) avec certaines
méthodes numériques

par André METTE

Le but de ce travail est de comparer certaines méthodes de résolution numérique du
problème de Goursat :

^jj-=.f(x, y, u, d£> | j ) ; u(x, 0) = a(x) ; »(0, y) = R(y) ; o(0) = R[0),

au point x = a, y — b à la méthode de Runge-Kutta-Moore. En particulier nous avons
étudié les méthodes : polygonale a"Euler-Cauchy (Diaz), de différences-finies (Aziz et
Hubbard), d'extrapolation (T..ornig).

I. INTRODUCTION

Le sujet de ce travail est de présenter certains résultats relatifs à la
recherche d'une solution approchée du problème de Goursat :

(1.1) uXy = f(x, y, u, p, q)

(1.2) u{x, 0) = a{x) , u(0, y) = T(I/) , cr|O| = T(0)

(1.3) 0 ^ x < a , 0 ^ y < b

du du
; = P = ~~> Uy = q — » Uxy =dx dy dx dyt

Suivant certaines conditions de « régularité » sur /, a, T, et leurs dérivées,
plusieurs auteurs ont prouvé l'existence d'au moins une solution.
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Désignons par R le rectangle défini par (1.3) et X l'espace réel à 3 dimen-
sions avec des points (F0, V1, F2), / bornée, continue et Lipschitzienne
avec la constante L, sur X X R

(1.4)
|/(«, y, V\ v\ V2)-f(x, y, V\ V\ V2)\ < L[|FX - F1) + | F 2 - V2|]

pour (x, y) €LR, (F0, F S V») € l e t (F<>, yi , y 2) € x

Subdivisons les 2 segments [o, a] et [o, 6] en m et w sous-intervalles

XQ = 0 < Xi < X2 < . . . < # m - l < #TO = G,

y0 = 0 < î / i < 2/2 < . . . < î / î i - i < yn= b

On subdivise ainsi le rectangle i? en sous-rectangles iî^t ainsi définis
par :

Xk ^ x ^ Xk+i, yi < y < 2/z+i

*, t/i), 9^ = q{xt, yx)

Le réseau de mailles ainsi obtenu sera dit « convergent » lorsque le
diamètre de la plus grande maille tend vers o, m et n tendant simultané-
ment vers l'infini.

Désignons par :

fn = f{xjç, t/i, un, pu,

urn = u(xky t/i), pw =

Théorème (Moore) (8)

Soit / vérifiant la condition précédente (1.4) a et T, continûment déri-
vables, respectivement sur [o, a] et [o, b] et u(x9 y), p(x, y), q(x, y) une
solution arbitraire du problème (1.1), (1.2), (1, 3) où u, p, q sont continues
sur R. Alors il existe un réseau de mailles « convergent » et une suite
d'expressions de la forme :

k- 1 l - 1

F Ov v , v . xr^ xr* s>,Qv Alv A2v

ki = G* + TI — oo + y y c*$ Aa Aj3

(1.5)

F 2v
kl =

l - l

fc-1

a = 0

où pour la subdivision considérée
XvA Xv v
œ = Xot+1
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Les {Cvv}(y = 0, 1, 2)} sont des suites de fonctions réelles définies sur
X X R (R étant le réseau de mailles), telles que Cyv soit constant dans
chaque maille du réseau et { Cu } —> jki quand v —>+ oo, y&î étant fixe. Les
suites (1.5) convergent uniformément vers les solutions choisies :

Vil k9 yi)

Si de plus / est Lipschitzienne aussi en u la solution du problème
(1.1), (1.2), (1.3) est unique (Diaz 5).

(En particulier si p et q ne figurent pas explicitement dans /, le théo-
rème s'applique, ce sera le cas étudié ci-dessous.)

Quelle que soit la méthode numé-
rique utilisée, le problème posé con-
sistera (pour plus de simplicité) à
diviser [o, a] en m segments égaux,
et [o, b] en n segments égaux :

xjc = kh ; 1
yi = lyh ; 1

k

l

m mh = a

n n<ph = 6.

h étant le pas, 9 une constante posi-
tive.

Le rectangle Ru sera défini par

( Xk < x < Xk+1

yi < y <

Rkl

O

Figure 1

i, pki, qici seront les valeurs approchées de w, p, q, au point (k, l)

= u(xk, yi)

(1.6)

(1.7)

pu = p(xjc, yi)

qu = q{xk, yi)

fki = /(rc*, yi,

La connaissance de a(x) et T(y) permet de trouver

| p(s, 0) = cr'^)

l g(0? ») = T'(y)

Malheureusement les calculs de p(o, y) et q(x, o) sont moins immédiats.
En général ce seront les solutions de 2 équations différentielles ordinaires.

Si on pose :

P(0, y) = 6(1/); q(x, 0) = <!»(*)
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(1.8)

(1.9)

^ = /(O, y, Xr(y), 6,
Ay

0(0) = c'(0)

jfc = ftx, 0, o(x), a'(
dx

[ +(0) = T'(0)

(dans le cas où / ne contient que u, 8 et ty s'obtiennent par des quadratures).
On pourra utiliser en général, une méthode de calcul numérique pour les
équations différentielles, par exemple par la méthode de Runge-Kutta, que
nous désignerons par RK1. On a donc l'organigramme simplifié suivant :

ORGANIGRAMME DU PROBLEME

DEBUT

calcul du pas

et de /

Valeurs i n i t i a l e s

U (1,1), P (1,1)

Valeurs i n i t i a l e s

de Q (1,1} par R K 1

Valeurs i n i t i a l e s

Valeurs in i t i a les

Pqjlpor RK1

Programme

p n n c i p a l

suivant la

méthode

Figure 2
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Les méthodes utilisées ont été :

A. Méthode de Runge-Kutta (Moore, 8) qui était le but essentiel de
cette recherche et que nous désignerons par RK2.

B. Méthode polygonale d'Euler Cauchy (Diaz, 5).
C. Méthode des différences finies (A. Aziz et B. E. Hubbard, 2).
D. Méthode d'extrapolation (Törnig, 11) (nous n'avons pas étudié la

méthode d'approximation successive, ni toute autre méthode indirecte).

Convergence. Dans chacun de ces cas la convergence a été établie.

Erreur de méthode. Une expression explicite de l'erreur a été établie
dans les cas C et D.

Stabilité. Dans le cas non linéaire, le problème n'a été qu'amorcé,
surtout dans cas quasilinéaire récemment, surtout après les travaux de
Buchanan [3] et Kreiss [7] par Morton [10] Hedstrom [6], Strang [11] et
Vidar Thomee [14]. Citons sur cette question un travail de Lin-Chûn [15]
(récemment traduit en anglais), et tout récemment Stetter [16],

II. INDICATIONS
SUR LES DIVERSES METHODES EMPLOYEES

A. Méthode de Runge-Kutta (Moore, 9)

En s'inspirant de RKl et des équations intégrales, résolvant le pro-
blème (1.1), (1.2), (1.3)

u(x, y) == G(X) + x(y) — a(0)

J 0 J 0

(LA) \ f Çy
p(x9 y) = a'(x) + f[x9 7), u(x, TJ), p{x, rj), q{x9 7])] dT)

V 0

q(x9 y) = T'(y) + /[Ç, y9 M(Ç, y)9 p(Ç, y), j(Ç, y)] d£

On est amené à utiliser une technique en « escalier » des approxima-
tions de ces équations. En supposant connus exactement u, p, q en (xo9 yo)
on posera

(2.A) s(x) = u{x, i/o), i(y) = u(xo, y)

(valeurs des solutions le long des deux caractéristiques x — XQ et y = ^o) qui
seront de nouvelles conditions initiales pour notre nouveau problème (on
a ux = ƒ> — s' pour i/ = t/o et «y = g — t' pour a; = #o).
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L'idée de base de RK2 est la même que celle de RK1. Un calcul
explicite est utilisé pour lequel plusieurs paramètres sont à calculer

^tok (éléments de matrices diagonales ainsi
que certaines quantités qui dépendent
des rectangles adjacents à Rk,i, {Rk-1,1),

Les valeurs de u, /?, q au point
(%o + h, yo + çA) sont exprimées comme
séries de puissances de h, en fonction
de ces paramètres. Alors en identifiant
les coefficients de plus bas degré de h

^ 0 ^o*11 (en pratique jusqu'à l'ordre 4) avec
Fiffure 3 ceux des développements Tayloriens

de u, p, q, rapportés en (xo, yo) on
obtient un système de 33 équations

à 270 inconnues. (Ces équations sont assez compliquées...). Moore choisit
ces paramètres de façon à assurer la convergence. Il aboutit aux résultats
suivants :

s

Rk,l-<

(3.A) ( J ° =

(4.A,
(fc.M

+ ghh s +
(fco

t + eK{gA) <ph f

gï*/.

(U

X = 1, 2, 3

(5.A)

f 1 = 1

J3" = 3

M & U 2t
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0
On définit une matrice colonne L J A a où L J est remplacé par

L J " t l dans (4.A)
(fc.O

<6.A) U " =
^^•^^ Ai

rit +

+ ePph V +

pk+1,1 + e*<phfl I J

\(k,i) t

i » L - * i Lj: / • l ° \

Çfc,j + 6^9/1 Î H~ "/ ï I I I

X = 1,2

1 — 1 eP - -

P A P M

. gl = 1 g2 = 1

On définit de même une matrice colonne L J , en remplaçant dans

Par U ; .

Enfin pour q, on utilise :

(8.A) LX =
(k.l)

gîh

t, ~,gxh S

<9.A)

gfe'hfl

X = 1 et 3

= 1 4=3

a 1
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L J^On obtient de même | L J^ j en remplaçant dans (8.A),

s ' et t ' sont donnés par :

j t J |

(10.A)

2 , 1
3 P W + 3

Les (s") et (p') sont donnés par :
(M) (fc.l)

(ll.A)

{o,o> 24

7
—
z4

7
—
24

35 29
pi,0

24 24

qo,2
3 5 2 9

(12.A)

0,ï

0,1

1

5

(13.A)

h(s") = *

1

b

(14.A)

. _ 5
"V* ) = ~

(fc.o 6

( )
(M)

/c ^ 1

5
~ 9*.*+i
6

et J

4

4

6J

4

3'

4
" P6

4

6

— qo,i — — qo.o
24 24

7

O

1

O

1
6

7
6*

1

6

1
-
6
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En définitive les formules donnant les valeurs approchées au point
{k + 1, l + 1) sont :

(15.A)
pk+1,1+1 = ƒ>&+!,

k = O, 1, 2, ..., m — l = 0, 1,2, ..., n — 1

La méthode RK2 consiste donc, une fois les calculs faits pour des
rectangles Rje,i ; k ^ ko, et l < lo à effectuer les calculs dans i?fro,*o en
employant les formules (15.A) et on poursuit les calculs jusqu'à k — m — 1
l = n — 1, les formules (15.A) donnant um,n ; pm,n ; ^m,n qui seront les

valeurs approchées de u, p, q au point (m, n) ih = — , <ph = — I •
\ m n)

Figure 4 Figure 5

Au démarrage : A: = 0, l = 0, les formules (11.A) permettent d'effec-
tuer les calculs dans Ro,o et de calculer ui.i, pi,i> et qi,i.

Mais dès qu'on aborde soit le rectangle J?i,o soit J?o,i : les formules
(12.A) ou (13.A) sont inutilisables, car (12.A) par exemple implique la
connaissance de />2,i ou de qi,2 qui ne sont pas encore calculées.

Le mémoire de Moore reste muet sur ce point.
On peut cependant éviter cette difficulté en remplaçant p2,i par des

valeurs approchées, comme nous l'indiquerons ultérieurement. L'exemple
que nous avons traité ne comportant pas p et q dans /, évitait cette
difficulté.
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B. Méthode polygonale (Diaz, 5).

La méthode consiste à remplacer dans chaque rectangle Rki, u par

ujci et les dérivés partielles, p, par Ujc+la .—^M

q par

On obtient les expressions (pour des subdivisions de a en m parties,
et b en n parties, pas forcément égales).

kj+l • Uk,l

(1.B)

Umn{x, y) = ujc,i +
<fcn

- (a; —

~ (y — yi) + h*i • ix — x*){y — yi)

pmn[x, y) =

qm, n{x, y) =
(kl)

Xk

kti , > ,

+ Z, fk j+i • (yj — yj-

a • (t/ — yi)

fi- x,i • (xjc — xjc-1)

+ fk,l ' {X Xk)

(x,y)çR?k") Ar=O, 1, ... m l = 0, 1, ... n

Ce qui revient pratiquement aux formules de récurrences :

(2.B) Xk)fk,l+1

Uk>0 = Ole ) ^ 0 , 1 = T l

fe = 0, 1, 2j ..., (m — 1) ; l = 0j 1, 2, ...j (n — 1

C. Méthode des différences finies (Àziz et Hubbard, 2).

Dans cette méthode on prend pour u une valeur moyenne (P)

(k,l) 4
(1.C)
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pour les dérivées partielles pour p : M {P} et q : I J {P) valeurs
approchées données par :

(2.C)

( l + ! -L. u*,ï+ 1 U&+ 1,1 Uk,l]

Figure 6

(A : le pas ; 9 une constante positive ; en supposant les subdivisions
égales).

Pour P : dans le rectangle Rk,i, les coordonnées sont données par :

(3.C)

1
2

D'où les formules de récurrence

(4.C)

f(Pki)

P*+I,J+I =

1,1+1 =

^, U (P),

L'inconvénient de cette méthode est qu'elle est implicite, et nécessite
la résolution de la première équation (4.C) par rapport à U£&+i,z+i, et au
cas où cette équation a plusieurs solutions, choisir celle (ou une) qui
converge vers Uk,i quand h —>0, ujct étant supposée être une solution
exacte. D'autre part la convergence n'est assurée que si l'opérateur
associé à / est contractile. Dans l'exemple que nous avons choisi la
première équation (4.C) était du second degré en
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D. Methode d'extrapolation (Tornig, 12).

La méthode consiste à remplacer sous le signe somme dans les équa-
tions intégrales (l.A) / par un polynôme d'interpolation à 2 variables x
et y, tel que ce polynôme Pm,n{xy) de degrés m en x et n en y prenne
pour x — Xk et yi = y, la valeur ft,i(k = 0, 1, 2, ... m ; Z = 0, 1, 2, ... n).

Ce qui conduit aux premières valeurs approchées

s+ 1 :=r=z &r+ 1,$ ~\~ £r,s+ 1 £r,s

(l.D)
Pr+l,s+l = pr+1,8

Çr+ l.s+1 = qr,s+l
m

fr+lts+l = f(Xrl,+ ys+l, Zr+1, 2 + 1,

m < r , n < 5 ;

/>r+l,s+l,

V5 et Vy étant les différences premières.
Les pp, étant donnés par le tableau (à l'aide de formules de quadrature

et de cubature) :
TABLEAU 1

9

PP

0

1 440

1 440

1

720
1440

2

600
1440

3

540
1440

4

502

1 440

5

475
1440

Une deuxième approximation utilisant (l.D) donne :
m

Zr+1,$+1 = Zr+l,s -\~ Zr,s+1 Zr,s + hk \ &m,ft <X-n,vfr-p,$~v

pr+1,5+1 = Pr+lta &n,vfr+l,s-v

* *
fr+1,8+1 =

n y <X>n,vtr-v,*+l
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avec les jl donnés par le tableau 2 :

TABLEAU 2

0

1

2

3

4

5

0

1

1

3

2

1

2

2

23

12

16

12

5

12

3

55

24

59

24

37

24

9

24

4

1 901

720

2 774

720

2 686

720

1 274

720

951

720

5

4 277

1 440

7 923

1 440

9 982

1 440

7 298

1 440

2 877

1 440

475

1 440

On peut déduire des formules (2.D) de nouvelles formules d'interpola-
tion. On définit d'abord les solutions le long des caractéristiques x = xo
et y = yo

(3.D)

= p ( ^ , 2/Ï) pour / = 0
ou l = 0
ou / = Z — 0

qu

(4.D)

[0] [0] , [0] [0]
Zr,s = 2r,s- 1 ~r *r- li* •̂ J'fS

r-U-l

ttV ^T OCr-1,

[0] [0]
Pr,s — pr,s-l

s-1

[0] [0] ,
qr,s = qr-l,s -\- h

r-1
,[0]

l
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En remplaçant toujours dans les équations intégrales (l.A) ; / sous
le signe ƒ par des polynômes Qmt n(x, y), de degrés m, n, tels que

Qm,n(Xk, yi) = ik,l

(ft = 0, 1,2.. . m ; 1 = 0 , 1 , ...n)

On obtient les formules d'interpolation :

(5.D)

Les

Zr,s — Zrt0 + Zo,s -—• Zo,O + hk ^ f Yr&

Pr,s = pr,0 + k y Ys,vfr,v

m

qr,s = qo,s + h y yr, Jn,$

n t
{s,vfu ,v

(r = 1, 2.... m, « = 1, 2.... n)

sont donnés comme éléments d'une matrice

TABLEAU 3

fi

yi.o
i \

Y

ƒ = 2 ,

/ = 3,

12 12 12

1 4 1
1,3 3 3 /

24 24 24 24

1 4 1 o
3 3 3

3 9 9 3
o ö o o
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Des formules (4.D) donnant zl°tl, pl°?v, q]^l on peut déduire en première
approximation :

(6.D)

[1]
ZZrfs ^= Zr,0 ~j~ Zo,s ~~~ 5*0,0 ~f~

Prti = pr,0 + k V jZvf^l

n ,[0]

El]
fl

î/s, Zrfs, pr,s, gr.s)

r = 1, 2, ..., m; 5 = 1, 2j ..., n

/r,s =

Des formules (4.D), on peut déduire les (X -f- iyèmes nouvelles approxi-
mations, en prenant (16. D) comme prédiction

[A+l] U] , n V V » » rJA] flA-D-,

(7.D)
U + l ] m , , r > m r,[A] J A - l ] - ,

?r,s = gr,s + h y Yr,M[/M,8 Jn.s J

,U+1],, [i+1] U+l] U+1K
/«-.s /(«r, J/s, Zr.s , pr,s , qr,s j

i4 '
Î3 '

' 2 '

— IA-
1
i

" J - 1

» !
i

j

- • ? -

i

!

--¥-
1
i « ^ -

€ S

Figure 7

On applique les formules (3.D), (4.D), (5.D), (6.D) et (7.D), suivant le
schéma indiqué dans la figure 6 (cas où m ~ n = 2).
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Le calcul est supposé effectué dans le rectangle « 1 ». On aura besoin
pour continuer, des solutions pour y = yo, donnés par (3.D) et (4.D) on en
déduit les calculs dans les rectangles « 2, 3, 4... »

Ce qui donne ZPtA9 pPtX, qPtÀ avec

X = Mm + p, (M =: 1, 2, 3... ; p = 1, 2, 3, ..., m)

De même, les calculs dans les rectangles « 2', 3'... » donneront pour
x = xo, ZpA ; pP,A avec p = Nn + X, (N = 1, 2, 3... ; X = 1, 2, 3... n)

III. APPLICATION NUMERIQUE

L'exemple choisi a été :

1 1
u(x, 0) = —-— ; u(0, y) = — -

(2)

pour a; = 2/ = 1

(3)

l + x

Figure 8

La solution exacte

1
w(^ Î/) =

fa y) =

(«» y) =

— 1
(1 + x)2(l + y)

— 1
(1 + x)(l + y)2

i u =» 0,250

peut être approchée par une des méthodes indiquées. Dans ce cas p, q ne
figurent pas dans / et le théorème de Moore peut être appliqué dans le
rectangle défini par la figure 7. La machine utilisée était l'I.B.M. 704.
Programme Fortran II.
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K.RK2

Les formules de (4.A) jusqu'à (8.A) se simplifient. (Il faut néanmoins
calculer 8 fois u2 à chaque itération.)

En posant

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(2 1 \
Aktl ^ \3Pk'1 + Zpk+1'l)h

(2 1 \

\à 3 /

I \u = ujc.i + Aica + Bjea + {uk,i) <ph'

i Y

U u .2 A , 2 D &

^^ = Mfcll + - Ak,i + - Bk,i + —

+ -
3 3

2 T 2
— W&.Î + - AJC.I + - BJC,I + — (ujb.i) cpn

sa 3 9 27

\ 2 , 2

) ^
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(9)
y
u

\ 2 h

(10)

cp/i

Des formules 6, 8, 10 on déduit les formules de récurrence :

(H)

,i+1 = Uk,i+1 + Uk+1,1 — ujc,i + <ph I — (ujfcj
32

\+-

(fc = 1, 2, ..., m — 1), (I = 1, 2, ..., n — 2)

Les résultats ont été les suivants

m = 10 n = 10 S = 0.25978

(12)

(13)

ç = l p = — 0.12164 soit 100 itérations

q = — 0.12028

m = 10 n = 20 S = 0.25490

1
9 = - S = — 0.12314 soit 200 itérations

2

5 = _ 0.12012
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B. Méthode polygonale*

Les formules (2.B) donnent dans ce cas

(14)
o

pk+1,1 + 1 = ptc+1,1 + <ph(Uk+l,l)

(15)

(16)

(k = O, 1, 2, ..., m — l) , (ï = O, 1, ..., n — 1)

m = 10 n = 10 ü = 0.30355

9 = 1 p = — 0.09620 soit 100 itérations

5 = — 0.09625

m = 10 n = 20 S = 0.28976

1cp = - p = — 0.10593 soit 200 itérations

q = — 0.10121

C. Méthode des différences finies.

Les formules (4.C) donnent

Uk+ î . i+ i = Ufc+ i,i + Wfc,r+1 — Uki + 9 —

(17)
Pk+ltl+l =

1,1+1 =

—

h

77

-f- Wfc,î

. (fc = 0, 1 ,2 ,3 , ..., m — 1 )

En posant

= 0, 1,2,...,»— 1)

(18) Uktl

frtl = Uk+1,1

on est ramené à résoudre une équation du second degré, dont la solution à
choisir est celle qui tend vers Uh,i quand h tend vers 0.

En posant

(19) A = ls*.i - - ^ Dkl)
2 - isli + ^
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on obtient

(20)

Posant :
(21)

(22)

Les résultats ont été les suivants

m = 10 n = 10 u = 0.25149

(23) cp = l p = — 0.11762 soit 100 itérations

q = — 0.11762

m = 10 n = 20 u = 0.25249

1

ANDRE METTE

s , 8Dk,i

— k +^h (Ti
16

_Qkl+1 + A i T l
16

k,l

, 2

, 2

(24) m =- p = — 0.11751 soit 200 itérations
2

a = — 0.12081

D. Méthode d'extrapolation.

L'application des formules (3.D), (4.D), (5.D), (6.D), et (7.D) donne :

a:u, s+j3

I JEO] + . .[0]

-l,s+p

r-1 s-1

[0]

q

P
s - 1

L0]
r-1

(ut01
\ \w-^r+a- l-/i,«+ /3- 1-

/ \ 2

as-l,vl I I I
/ \2

/ • |[0] \

(r - 0, 1, 2) , {s = 0, 1, 2)

(a - 0, 2, 4, ..., 2m = M) , (p = 0, 2, 4, ..., 2n = iV)

1 1 = U(= U(xt, avec i = 0 ou ƒ = 0 ou £ == ƒ == 0
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TABLEAU 4

\ 1
j \

0

1

a

0

1

3

i
A
t

Z

#

5
12

Predictor

(26)

2 2
i

+ -,»+$

pr+a,s+p = Pr+«.* + <P*T YÎ. I l J !

(r = 1, 2) , (a = 1, 2)

. (a = 2, 4, ... 2m = M) , (p = 2, 4, ... 2M = N)

Corrector

(27)

IX. + U
2 2 (uM + a »v + j8

[ 1 ]

2

(r = 1, 2) , (s = 1, 2)

(a = 2, 4, ... 2m = M) , = 2, 4, 6 ... 2n = iV)
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(28)

LT = LJ11

[21 [1]

p

(r = 1, 2) , (* = 1, 2)

(a = 2, 4, ... 2m = M) ,

yi,o
2 A

2 2

Y

-u:
u:.

u c 0 ]

= 2, 4, ... 2n = iV)

12 12 12

1 4 1
V 3 3 3

Les résultats ont été les suivants

m = 10 n = 10 M = 0.19408

(29) • <p = 0 P = — 0.17900 soit 100 itérations

q = — 0.17343

(30)

m = 10 « = 20 w = 0.200173

_ 1
~ 2

p = — 15926 soit 200 itérations

q = — 0.17357
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Nous pouvons résumer les résultats dans le tableau 7

TABLEAU 7

100 itérations

200 itérations <

Exactes

RK2

Polygonale

Différences finies . . . .

Extrapolation

RK2

Polygonale

Différences finies . . . .

Extrapolation

u

0.250

0.25978

0.30355

0.25149

0.19408

0.25490

0.28976

0.25249

0.200173

P

— 0.125

— 0.12164

— 0.09627

— 0.11762

— 0.17900

— 0.12314

— 0.10593

— 0.11751

— 0.15926

q

— 0.125

— 0.12028

— 0.09627

— 0.11762

— 0.17393

— 0.12012

— 0.10121

— 0.12081

— 0.17357

Début du travail 14 h 12
Fin du travail 14 h 22

IV. CONCLUSIONS

II semble d'après ces résultats succincts (sans présumer de résultats sur
un exemple plus compliqué) que les méthodes RK2 et celle des différences
finies semblent les plus efficaces. Mais la méthode des Différences finies
paraît être d'un usage plus malaisé. La méthode RK2 semble être la plus
intéressante. D'autre part l'emploi de l'I.B.M. 704, limite les possibilités
de réduire le pas et par suite d'obtenir de meilleurs résultats.

Je tiens, pour terminer, à remercier vivement M. de POSSEL et
M. LIONS pour tout l'appui, et les conseils qu'ils ont bien voulu me
donner, ainsi que l'Institut Biaise-Pascal qui m'a permis de mener à bien
les différents tests de calcul.
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