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SUR LA GENERALISATION
DE LA NOTION DE COMMANDE
D'UN SYSTEME GUIDABLE

par Alain Grouira-Hourt

Résumé. — On donne la définition d’une commande-limite d’un systéme guidable,
puis un théoréme d’approzimation. Le théoréme d’existence de la réponse a@ une com-
mande-limite permet U'étude de problémes d'existence de commandes-limites optimales.
On étudie ensuite la différentiabilité de la réponse par rapport ¢ la commande, ce qui
conduit a des conditions nécessaires d’optimalité du type de Pontrjagin. Enfin un algo-
rithme est donné pour la résolution de certains problémes d’optimalité.

Le travail que nous présentons ici a été effectué par Alain Ghouila-Hourt,
décédé prématurément le 3 octobre 1966 & Udge de 27 ans.

Ancien éléve de UEcole Polytechnigue, Docteur és Sciences, Alain
Ghoutla-Hourt, qui a été Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences
de Caen, a laissé des travauz bien connus dont notamment : Programmes,
Jeux et Réseaux de Transport, écrit en collaboration avec Claude Berge.

La présente étude a été réalisée dans le cadre d’une convention de recherche
entre la D.G.R.S.T. et la Faculté des Sciences de Caen. Elle a été laissée
par Uauteur sous forme de mémoire dactylographié [4]. Une partie des
résultats a fait Uobjet d’une communication au Congrés d’ Automatique
théorique de Paris en 1965 [5].

Ce mémoire a été répisé par une équipe de chercheurs du Laboratoire
d’ Automatique Théorique de la Faculté des Sciences de Caen, parmi lesquels
nous tenons & remercier M. Etienne Lanery pour son précieux concours.

Cet article présente des idées qui s’apparentent a celles de McShane (6],
Gambkrelidze [3] et Warga [7], mais présente une forte originalité tant
par la formalisation des problémes et les techniques utilisées que par Uunité
de pensée qui préside & Uezamen des nombreuses questions (théorémes
d’existence, condition d’optimalité, algorithme de résolution) qui y sont
abordées.
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§ 1. COMMANDES-LIMITES

On appelle systéme guidable d’ordre n la donnée :

— d’un espace topologique WU, appelé espace de commande,
— d’une application continue f de R» X U X R+ dans R~

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que 'espace U est compact.

Etant donné un nombre 7 > 0, on appelle commande mesurable
sur Uintervalle [0, T] toute application mesurable ¢t — U(t) de [0, T]
dans W. Etant donné un point zo € R” et une commande mesurable U
définie dans Dintervalle [0, 7], on considére généralement Uéquation
intégrale assoctée a zo et U, soit

X() = oo+ [ fIX(), U, a5 0 << ()

Dans ’ensemble Qg- des commandes mesurables définies dans 'in-
tervalle [0, T'], il faut distinguer I’ensemble Q}- des commandes continues
par morceaux ; et dans Q;-, il faut distinguer l’ensemble Qg- des com-
mandes & paliers. On a ainsi Qg. C Q}. c Qi

Il est bon, pour étudier des problémes d’existence en théorie de la
commande optimale, de définir une structure uniforme convenable sur
I’ensemble Qi-, ce qui améne ensuite inévitablement & considérer le

742 2 L . . Y .
complété de Qp- Nous allons ici procéder directement, c’est-a-dire que
nous définissons d’emblée ce complété.

Définition. — Nous appellerons commande-limite, ou plus simplement
commande dans Uintervalle [0, T] toute mesure de Radon positive sur
[0, T] X W qui se projette sur [0, T] suivant la mesure de Lebesgue.
Nous désignerons par Qr I’ensemble des commandes-limites ; cet ensemble
sera muni de la topologie vague des mesures de Radon: Qr est ainsi
un espace compact.

Nous allons maintenant plonger ng dans Qr. A toute commande mesu-
rable U nous associons la mesure de Radon pu sur [0, T] X U définie
en posant, pour toute fonction numérique continue (¢, u) —> @(¢, u)

définie dans [0, 7] X W :

ftp(t, wWuy” = foTQ[t, U(t)] dt

On constate immeédiatement que @y est positive, et qu’elle se projette
sur [0, T] suivant la mesure de Lebesgue. Ce plongement est injectif,
en ce sens que si on a pu, = Qu,, on a Ui(t) = Us(t) presque partout.

En identifiant les éléments de Q% a leurs images, on obtient ainsi

Qr € Qr C Q7 C Qr-
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Etant donné un point zo € R” et une commande p € Qr, nous leur
associerons l’équation intégrale

X(t) = zo + fIX(s), w, sl (0<e<T) (2
[0,e3x Us
o1 X est une fonction continue de [0, T] dans R=,

Si g = pv est un élément de Qg-, Péquation intégrale (2) s’éerit

X() = 2o+ [ fIX(), U s (0 <t <1

on retrouve ainsi, dans ce cas, I’équation intégrale (1).

Théoréme 1. — Q3 est partout dense dans Q.

Soient @i, @2, ..., pm des fonctions numeériques continues définies
dans [0, T] X WU, et soit un nombre € > 0. On peut facilement trouver
des nombres to=0 < t1 <t2 << tr-1<tr=7T, et des ensembles
boréliens Ai, A, ..., A; formant une partition de U tels que, quels que
solent 1 =1,2,...,r,]=1,2,...,set k=1,2,..., m,

t,t €[ti1,t ,

{ il Jouu, g —outw, 1)) < o
u, u’ € Aj

Soit p. un élément de Qr ; posons :

ke ___f wt =127 =1,2, ..., ).
[tia.50X 45
On a:

z kg = ti —ti1 i=1,2,..,r).

Soient
Bi; = [ti-1 + z ki, ti-1 + Z kiy[
i'<i 7<i
Soient ui, us, ..., us des éléments quelconques de Ai, Ao, ..., As.
Soit U € Qg- définie par

U(t) = uy, pour t € Bs,j.

Quels que soient i, j, k le nombre

z“=f , .""=J' ,
1,3,k R, (Pk(t u) wu - (Pk(t u;) de
vérifie

ki inf { ox(t, u) I t€[ti-, [, u €A}
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< lige < kijsup { @x(t, u) I t€ti-1, s, u € A5 },

et par ailleurs on a :

o inf { Qr(t, u) | t € [ti1, i, u € A}

< f Pr(t, w)p
[ti—1,t:0 X 45

< ki sup { ox(t, u) I t €tia, tf, u € Ay }.

t,u

On a donc:

bije — o(t, W' | < kye

t,u ]
[fi—1,50 %X 4, !

On a alors, quel que soit k(k = 1,2, ..., m) :

MO,T,X%W wet™ — [ ouls, Ut at

Sa}r:ikij:sT.

f=]l j=1

Nous venons de démontrer que tout voisinage d’un élément w € Qr
rencontre ng : autrement dit, ng est partout dense dans Qr.

§ 2. EXISTENCE, UNICITE ET CONTINUITE
DE LA SOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE

Nous allons d’abord démontrer un lemme. Considérons une application
continue (z,, p, t) = M(zo; p, t) de R» X R+ X R+ dans R+.

Lemme. Il existe une application semi-continue inférieurement
zo — 0z, de R» dans la demi-droite étendue 10, 4 0], et une application
continue (o, t) — p(zo, t) définte pour 0 < t < 0z, et a valeurs dans R+,
telles que

¢
p(wo, t) > J-OM[xo;p(xo, s), s] ds (3)
pour 0 < t < Og,.

Posons :

Nwos ¢) = Max M(zo p, )

P(z0; p) = Max {1, N(zo; ¢) }-

Les applications (zo, p) = N{zo; p) et (zo, p) — P(zo; p) sont conti-
nues.
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Considérons maintenant l'application (zo, r) — t(zo, r) définie par
r
d
t(zo, 1) = f e .
° P(zo; p)

Cette application est continue, croissante par rapport a r, et sa dérivée
partielle par rapport a r est

ot(xzo,r) 1
or P(zo, 1)

Il en résulte que si 'on pose :

+o r
ezO___f _dL_,__Supf_dp__,
o Plzojp) r>0J0P(z0;p)
Papplication zo — 0., de R* dans ]0, + o] est semi-continue inférieu-

rement. D’autre part, soit ’application (zo,t) — p(zo, t) définie pour
0 <t < 0 par

o (Zo, t)
d
t[zo, p(@o, t)] = fo P?p? =t
03

Cette application est continue, et elle vérifie

Op(zo ; t)

= Plzo; p(@o, t)],
ot

et p(zo, 0) = 0.

On a alors :

t t
p(zo;t) = f Plzo ; p(zo, s)] ds >f ds =1t
0 0

et ,
elan, ) = | Plzos plao 0] ds > | Mo s pleo, )] ds.
Comme on a s < p(zo, s), on a:
. Mlao plzs, 9, ] < Nz plao, )

¢
p(®o, t) = fo M(zo ; p(zo, s), 5] ds,
ce qui achéve la démonstration.
Dorénavant, nous supposerons que M(zo ; p, t) vérifie
|z —=of| < p,u€eWett>0 = [f(=z,u,t)] < Mo;p,?).

On pourra prendre par exemple

M(zo; p,8) = Max { |f(z, u, t)|| | ] —o]| < p,u€W}-
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REMARQUE. — Supposons qu’il existe un point ao € R tel que
M(ao, p) = Max { ||f(z, u, t)]| | | —ao] < p,u €W, t >0} < oo,

quel que soit p > 0, et supposons en outre que 'on ait

+
f _de _ + o0,  pour tout nombre « > 0.
@« M(ao, p)
Si alors zo est un point quelconque de R7, on a
M(zo, p) < M(ao, p + [z0 — aof]) <

quel que soit p > 0, et aussi

+© + o
f —£L~>f __ de
@ M(zo, p) @« M(ao, p + "5’;0 - ao")

+ dp
= —2_ — } .
a+ (|zo—aoll M(ao, p)

v

Supposons qu’en outre la fonction M(zo, p) soit continue : nous dirons
alors que le systéme vérifie la condition (H).

Supposons que le systéme vérifie la condition (H). En prenant
M(zo; p, t) = M(zo, p),
on aura
N(zo, p) = M(zo, p) et Pz, p) = Max {1, M(zs, ¢) },
d’ou
6 fﬂo de + © uel que soit zo € R”
2y = — = e soit o .
0 o Plzo, o) quel q

Nous allons maintenant étudier I’équation intégrale (2), mais dans un
cadre un peu plus large que celui que nous avons défini (). Désignons
par Zr Pensemble des mesures de Radon positives sur [0, 7] X U dont
la projection sur [0, T] est inférieure ou égale & la mesure de Lebesgue :
avec la topologie faible, Zr est un espace compact, et Qr est un sous-
espace de Zr. Nous allons étudier I’équation intégrale (2) en prenant
pour . un élément quelconque de Zr.

Etant donné un ensemble quelconque A C R», nous poserons
04 = Inf{exo lSDOGA}.
Si A est borné, on aura :

4 > Min {0z, |z0€ A} > 0.

(1) Ce cadre est introduit essentiellement en vue du théoréme 5 bis du para-
graphe 6. (Note de la Rédaction.)



COMMANDE D’UN SYSTEME GUIDABLE 13

Théoréme 2. — Quels que sotent zo € R, T €10, 0z, et € Zrz, I'équa-
tion intégrale (2) admet au moins une solution vérifiant

[ X(t) — @o|| < p(mo,t)  pour 0<et<T.

St f est contintiment différentiable par rapport a z (1), alors quels que soient
z0o € R?, T > 0 et u € Zr, Uéquation intégrale (2) admet au plus une solu-
tton. De plus, st f est contintiment différentiable par rapport a z, st A est
une partie de Rn, et si T est un nombre vérifiant 0 < T < 04, Uapplication
(wo, @, t) = X[zo, u, t] de A X Zzr X [0, T] dans Rr définie par

[y

X[zo, @, ] = z0 + f[X[xo, @, 8], u, ] “(0 <t < T)
10, t1x A
est continue.

10 Supposons f contintiment différentiable, et démontrons l'unicité
de la solution. Soient zo € R», T > 0, u € Zr ; et soient &1, £2 deux appli-
cations continues de [0, 7] dans R#» vérifiant

Eit) = xo + f flE(s), u, sl (0 <t < T)i=1,2).
[0, 1x U
Posons :
p=max {||&@)] |i=12;0<t< T}

Comme f est continiiment différentiable par rapport a z, il existe
un nombre k& > 0 tel que

fza]], [|z2]) < o, u€W et 0 <t < T

= ”f(fl'l, u, t) - f(xz, u, t)” < k”dh "—.’Ezu

On a alors, pour 0 < ¢t < 7T,

JEat) — E2(0)]] < f [#(Ea(s), us 8] — f[Eals), u, s] [l *

[0, t1x U

<k fn E1(s) — Eafs)] ds.
Posons :

m = max | Es(t) — Ea(2) |-

o<t T

[Ex(t) — Ea(t)]| < km.

(1) Lorsque nous indiquons que f est continiment différentiable par rapport a =z,
cela signifie que la dérivée par rapport i z, fi'[z, u, t] € £2(R", R"), existe en tout
point (z, u, t) et que application (z, u, t) — f;'[z, u, t] est continue.
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On obtient alors immédiatement, par récurrence sur l’entier n,

kﬂ t”
n!

"Zl(t) — Ea(t) ” <m

pour 0<tgT.

En faisant tendre n vers I’infini, on obtient
[E1(t) —E2(t)] =0  pour O0<t<T.

29 Dans la derniére partie du théoréme, on peut toujours supposer
que A est borné. Considérons donc un ensemble borné A C R» et soit
un nombre T vérifiant 0 < T < 64. Posons

k = Max { M[zo; p(2o,t),t] | 20€ A;0<t < T}
Désignons par & I'ensemble des applications continues & de [0, 7'
dans R# qui vérifient £(0) € 4 et
”E(tz) — E(ta) " < k(tz2— t1) pour O0<ti<ta<sT

D’aprés le théoréme d’Ascoli, & est compact pour la topologie de la
convergence uniforme.

Sans supposer f contintiment différentiable, considérons maintenant
Papplication (u, &) — B, de Zr X & dans l’espace des applications
continues de [0, T'] dans R~ définie par

B, (t) = J‘[O t]x‘ll;ﬂi(s)’ u, S}.u's’ * pour 0<t<T.

a) Nous allons montrer que cette application est continue par rap-
port & p. Posons :

m = Max { |f[E(t), v, ]| |0 St < T;ueW}

Soit un nombre € > 0 et solent des nombres

to=0cticte<...<tr =T
tels que

lte — tea| < = pour i=1,2,..,r
3m
On vérifie que ’ensemble V des éléments p1 € Zr tels que

€

8,u s, u
b b - , < e
”f[o’mX%f[g(S) u, sjp1 [o’mx%f[ﬁ(s),u s]w ” 5
pour ¢ = 1, 2, ..., r est un voisinage de w dans Zr, et on a

1 €V = [[Bu(t) — Bus(t)] < pour 0<t<T-

b) Nous allons montrer maintenant que cette application est continue
par rapport a £, et cela uniformément par rapport a p.
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Soit £o € &, et soit ¢ > 0. Posons :

¢ = ¢+ Max ”E_,o(t)"

o<t<T

Comme f est continue, 1l existe un nombre n > 0 tel que
foal, sl < o2 o —as] <, O<e<T et we
= ||f(x1, u, t) — f(z2, u, t) " < e,
Quel que soit £ € & vérifiant
@) —Eo(t)| < Min{e,n} pour 0<t<T,
on a, quel que soit u € Zr:
| Bu.c(t) — Bu.sslt)]| < f I11&()s w 5] — flEo(s), w, o] - 0"
10,81x Uy
< et < 7.

c) Nous venons de montrer que 'application (u, &) — B, , est conti-
nue. Il en résulte que Vapplication (zo, u, &) — Ay, de A X Zp X &
dans P'espace des applications continues de [0, 7] dans R» définie par

Ao (t) = @0 + By g(t) = zo + flE(s), u, S]E"s'u
. 10,81% U
pour 0 < ¢t < T, est continue.

Etant donné un point @o € A, désignons par 8, 'ensemble des élé-
ments & € & qui vérifient

£(0) = zo et ” E(t) — mo| < p(o, 1) pour 0t T;
L’ensemble &, est convexe compact.
Montrons que

£ €8z = Agpu €8a

Quels que soient t1, t2 avec 0 < t1 < ¢2 < T, on a, si £ € 84,

” Azg o elts) — Azo,u.g(tl)” < f ”f[i(s), u, s] “p,s’u

[t1,t2] X W
ty

< f Mo plwo, s), 5] ds < k(ta — ta).
5}

On a donc A, , . €& Par ailleurs on a, pour 0 <t < 7,

[Anoned) — ool < [ [112(0) w s1) as

0,61 x W

¢
S f M[xo 5 p(o, ), S] ds < p(@o, £).
0
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d) Comme I’application £ — A, .. de &; dans &; est continue,
alors d’aprés le théoréme du point fixe de Tychonoff, il existe au moins

un point e 8z, tel que £ = A, .3 Cet élément £ est une solution de
Péquation intégrale (2), et la premiére partie du théoréme est démontrée.

e) Supposons f continGment différentiable. Alors, quels que soit
20 €A et p. € Zr, il existe un élément &, , €& (d’aprés d) et un seul
(d’aprés 1°) tel que &, = A, . ¢z Le graphe de I'application

(xo, y’) — Exo,u

de A X Zr dans & est l'ensemble des triplets (zo, &, £) appartenant
& A X Zr X 8 tels que £ = A, , .: ce graphe est fermé. Comme § est
compact, il en résulte que lapplication (zo, n) — &,,, est continue.
Or &,,, n’est autre que l'application t — X[zo, y, t]. On voit ainsi que
I'application (zo, u, t) = X[zo, pu,t] de A X Zr X [0, T] dans Rr est
continue (). C.Q.F.D.

§ 3. EXISTENCE D’UNE COMMANDE OPTIMALE

Soient un compact K C R# et un nombre T vérifiant 0 < T < 6x.
Appelons état accessible a partir de K & Uinstant T tout point de la forme
X[=zo, ., T] avec zo € K et p € Qr, et soit L[K, T] '’ensemble des points
de cette forme. Désignons par X[ K, T'] I’ensemble des points de la forme
X[zo, 1, T] avec w € Qr(t = 0,1,2) : on a

To[K, T] C Ta[K, T] € Xo[K, T) C LK, T

Corollaire 1. — Xo[K, T] est partout dense dans LK, T).
Corollaire 2. — I [K, T] est compact.

Corollaire 3. St K est connexe, L[ K, T] est conneze.

Corollaire 4. — Soit (Fi),,, une famille quelconque de fermés
de R, et soit g une fonction numérique continue définie dans Rn. S’il
existe un point xo € K et une commande u € Qr tels que

X{zo, 1, t] € Fe pour 0<t<T,
alors il existe un point zo € K, et une commande p. € Qr tels que
X[zo, ., t] € F: pour 0t T
et tel que g(X[xo, p, T]) soit minimal.
(1) L’auteur démontre, d’une fagon plus précise, la continuité de I'application

(%o, ) — X(®o, ,.) de A X Zp dans 'ensemble des fonctions continues sur [0, T']
muni de la topologie de la convergence uniforme. (Note de la Rédaction.)
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Corollaire 5. — Soient F et G deux fermés de R, et soit g une fonction
numérique continue définie dans R X R+. S’il existe un point z, € K,
une commande p. € Qr et un nombre v € [0, T] tels que X[zo, 11, 1] € G
et X[zo, u,t] €F pour 0 < t < =, alors il existe un triplet [zo, 1, 7] ayant
ces propriétés et tel que g[X[zo, u, 7], 7] soit minimal.

§4. CAS CONVEXE. SYSTEME CONVEXE ASSOCIE
Théoréme 3. — Si U, est métrisable, et si, quels que soient x € R7 et
t > 0, Uensemble f(z, W, t) est convexe, alors tout point & de la forme
£ = X[zo, 1, T},
avec zo € R", 0 < T < 0, et p. € Qr, peut se mettre sous la forme
£ = X[z, v, T],
avec v € Q5 (1).

En effet (cf. [1], chap. 6, § 3, n° 1, théoréme 1), il existe une applica-
tion scalairement mesurable t — y: de [0, T'] dans ’ensemble des mesures
de Radon positives de norme égale & 1 sur U, telle que, pour toute appli-
cation continue ¢ de [0, 7] X U dans R, on ait :

J.<P(t, wp" = f:dt Lbcp(t, W)

Posons alors () = X[zo,p, ] pour 0 < ¢ < 7. On a:

E(t) = o + Lds J‘%ﬂi(s), u, slws pour 0<tgT.

Posons :
glt) = f%f[i(t), udu’ pour 0<i<T.

L’application g est une application mesurable de [0, 7] dans R». Comme
f(z, U, t) est convexe quels que soient z € Rnett > 0 on a

g(t) € flE(2), W, 2.
Signalons maintenant un lemme important dit & Wazewski [8].
Lemme. — Sojent un espace compact métrisable W, un intervalle

{a, 5] C R, une application continue ¢ : [a, b] X W — Rn, et une appli-
cation mesurable g : [a, b] — Rr. Si on a

g(t) € o(t, W) pour a<t<b

(1) On retrouve ainsi un résultat de A. F. Filippov affirmant I’existence d’une
commande mesurable optimale dans le cas considéré {2].
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alors il existe une application mesurable U de [a, b] dans W telle que
g(t) = o[t, U(t)] pour a<t< b

D’aprés ce lemme, il existe une application mesurable t— U(?)

de [0, T'] dans U telle que

On a alors :

E(t) = zo + fo flE(s), U(s), s] ds pour 0<t

N

T,

ce qui démontre le théoréme.

Si la condition du théoréme 3 est vérifiée, nous dirons que le systéme
guidable considéré est conveze.

Désignons maintenant par S un systéme guidable quelconque. Dési-
gnons par X le systéme guidable défini par I'espace de commande

W1 = An+1 X Wr+l

(en désignant par As+1 ’ensemble des points A = (A1, ..., As+1) € Ro+1
n+l
vérifiant Z M=1 et A\ >0 pour 1 < i < n-1) et par applica-
-1
tion f1 ainsi définie :
n+1
ful@ s A, us, us, .. Uns1jt) = Z Af(z, us, t)
=1
X est un systéme convexe : nous dirons que X est le systéme guidable

conveze associé & S. Quels que soient zo € R® et T vérifiant 0 < T < 0g,
on a, d’aprés le théoréme 3,

Li(zo, T) = L (20, T).

Corollaire.

St W est métrisable, on a
X5 (2o, T) = Li(zo, T) = L(z0, T) (1)
On a évidemment
L3(xo, T) C Li(zo, T) € L5(z0, T).
Comme II}g(a:o, T)= :I}E(:z:o, T) est compact, et que :I}g(xo, T) est par-

tout dense dans X5(ze, T'), on a &L % (zo, T) = L5(ze, T).

(1) On retrouve ainsi un résultat de R. V. Gamkrelidze affirmant que L25(z,, T)

est dense dans &I 2; (o, T) : R. V. GaMkrELIDZE, ¢ Régimes optimaux glissants »,
DAN USSR, 143, 1962, pp. 1243-1245.
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REMARQUE. — Les résultats qui précédent montrent que les tra-
jectoires X correspondant & des commandes de S peuvent é&tre obtenues
de trois maniéres différentes. En effet, les trois propositions suivantes
sont équivalentes.

(1) Il existe une commande p. € Qr(S) telle que X(t) = X(zo, w, ]

(2) I existe une commande mesurable U e Q#Z) telle que
X = X[=zo, U, ]

(3) Il existe une application mesurable ¢ de [0, 7] dans R# telle que
¢

X(t) = zo + f ¢(s) ds pour 0 < ¢t < T, et telle que o(t) € T[{{X (), W, t]]
]

pour 0 < ¢t < T, ouI'[f(z, WU, t)] désigne I'enveloppe convexe de f(z, U, t).

§ 5. DIFFERENTIABILITE DE LA SOLUTION

Dans ce qui suit, o est un point de R”, & un voisinage de zo, T un
nombre vérifiant 0 < 7 < 6,; x( est un point quelconque de o ;
Qo, 1, (2, ..., tbr sont des éléments de Zr; Ao(t), Ai(t), ..., Ar(t) sont des
applications numériques mesurables positives définies dans [0, T] et
vérifiant

z M) < 1 pour 0<tgT.
i=0

On désigne par p I’élément z M(-)ee de Zz : p est défini par

i=-0

f@(t, u)p”" = i fh(t)@(t, w)ue

$=0
quelle que soit o.

D’autre part, on désigne par X l'application continue de [0, T'] dans
Pespace des matrices n X n définie de maniére unique par I’équation
intégrale

X e 1 ‘l J‘ }(5 }Z[ [ C’l ? ] ]
pOuI O < t < 7 .

Nous supposons, bien entendu, que f est contindment différentiable
par rapport a z.

Théoréme 4. — On a la formule :

X(7) « [X[20, u, 7] — X[2o, po, 7]] =
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X(0) « (2o — o) + z ﬁo,f]xuh(t)x(t)f(}{[m"’ o, £, u, Ot
- (5)
o [on]x%[i — 2o(8))X(t){(X[zo, o, t], u, t)uo’

+ o(”a:(’, — o + fo [1 — No(t)] dt)
ol _,
"N

quand n—0.

DEmonsTRATION.(1) — Posons :

go(t) = X[xoa o, t]a g(t) = X(Zé, s t], C(t) = E(t) - go(t)
et

n = ||a — zo|| + fo [1 — no(t)] dt
Comme
oz.ltaécz’ @) —o quand n—0,
ona:
11E(s), w, s] = flEo(s), u, 5] + falEo(s), u, s] + L(s) + [[E(s)]] (s, )
avec
€= 02321' le(s, u)[] -0  quand 5 —0.
2€U
On en déduit :

L) = &) — &o(t)

= Z¢ + [0,61% U (f[‘io(s): u, S] + ﬂ;[go(s), u, S]C(S) + IIC(S) ” 5(3, u))lf'u
——Zo— [o,t]x‘u,f[EO(S), u, s]P‘oy
= xo — %o + falEo(s), u, s « Ls)o™™
10,21x AU (6)

+ zr: ﬁo,e1x%)“(3)f[io(s), u, slus”

(1) La rédaction de cette démonstration est due 3 M. Etienne Lanery.
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— [1 — Ro(s)]f[Eo(s), u, slua™ + ex(2)

[0,¢1x U,
avec
t

les < [ @KL — o] + &) 2] & )
ou :
k' = Max "f—"‘[io(s)i U, S] "

oL T
ueW

o= [ oftEels), w lui

oxt) = [ (el sl

o(t) = @u(t) — @=(t) + ea(?)

En posant :

et:

Co = xo — o, At, u) = f2[Eo(?), u, ]
on obtient :

W=tk [ At e ®

Etant donné un nombre 7, avec 0 < v < T, on a:

f{ X(t) - At u) » {(t)po " = [ f[ O‘T]X%X(t) . A, u)y.%'u] - %o

0,71x W

+ fo«, X(t) « Alt, w) « Als,0) - (s) " ua”(9)

[ B 27
u,9EW

XA e i
[0,71x W
Par ailleurs la relation (4) peut s’écrire :

Xo) =14 [ X - A wpb” (10)

ce qui donne :

LO-T]X%X(S) P Al w) - L) p.f,"‘ = lo,r]x‘lLA(s’ v) « &(s) LL‘:)'”

+ f0<,<, X() - Alt, u) « A(s,v), §s) e ps” (11)

LT
4,99,



22 A. GHOUILA-HOURI

En comparant les relations (9) et (11), on obtient :

[J‘[O,r]x‘U.;X(t) A(t, u)po ] %o
+ f[ R URPXCRDRE0 po” (12)

_ Als. D) « 8,0
[0.71x Us (37 ) C(S) o

= X(t) . A A . b 000
R URY CIVER ORI ORE gt
0<<s<r
u,vEW

Cette relation (12) peut encore s’écrire, en remarquant que le second
membre est égal au produit de deux intégrales, et en tenant compte de
relations (8) et (10):

[X(0) — X(7)] - o + X(t) - Alt, u) - 9()a’™ + Lo + @(z) — ¥(7)
[0571x W
= [X(7) —1][g(7) — Lo — ¢(7)]-

On obtient ainsi :

X(7) - &) = X(0) « Lo + X(7) + (1)

+ f[ X0 A eust (13)

Or on a:
(@) oaln) + ) o X0 Al W) - pa(t)o’™
= X(1) « p1(7) + IO'HX%X(t) < Aty u)

. [i J~[o,ux %k‘(s)f[i°(s)’ v, s]pe” ]P-f)'"

B X(T) Ak Z j;o,-r]x ‘U:N(S) |:J~[a,1]x ‘ILX(t) ’ A(t, u)p.:)'“]
- fEo(s), 0, slpes™

rea(®) + ZLO 'r]x‘u, X(s) — X(7)] - f[&o(s), v, S]P-&;"v

_ z f als) X(s) « fTEols), v, slui” (14)

=1 [0,71x
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De la méme maniére, on a:

X(5) cqu) + ) KO- Al w) - galtus

- [1 — Ao(s)] X(s) « f[Eo(s), 0, s]us™  (15)

00,71x U
En posant :

X a@+ | XA -t =) (16

on obtient finalement :

X(7)&(r) = X(0) - o + $(7) + e2(7)

Zf[o 1% Us Ai(s) X(s)f[Eo(s), u, s]pﬁ’“

avec :

_ [1 — o(s)] X(s){Eo(s), u, s]uis"

[0,71x U
Par conséquent :
1X(9)8(7) — X(0)%o — Y(7) || = [[e2(7)]
et il ne reste donc plus qu’a démontrer que [e=(=)] tend vers 0 quand
K

n—0.

Or, si on pose : k = sup [/(Eo(s), u,s)|, il résulte des relations (6)
et (7) que:

1Z@| < ||lzo — 26| + J:) k|| ¢(s)|| ds + 2 fo [1 — No(s)]k ds

t
+ fo (2K'[1 — ho(s)] + €)[|%(s)] ds.
En prenant u suffisamment petit pour que ¢ soit inférieur & k', on a:
2K'T1 — ho(s)] + & < 3k,

et dans ces conditions en remplagant au besoin k par Max (k, 1/2), on
obtient :

2@ < 2kn + 4k fo 1%(s)]| ds.



24 A. GHOUILA-HOURI

Comme la fonction z(t) = 2k e2*'t vérifie

t

z(t) = 2kn + 4K J; () ds,

on a: ||{(1)]| < 2(t) < 2knet¥'T Vtel0, T].

Par conséquent, d’aprés la relation (7):

Jex()]| < 2kne™” f (2K[L—o(s)] + ) ds,  Vee(o, T).

Dans ces conditions, si on pose : k1 = Max || X(t)[|, on déduit de la
o<t T

relation (16) :
usz('r) ” < kloiltlgq-“ e1(t) ” -+ k1k'T02?£T”€1(t) “

’ T
< k(1 + K'T)2kn ™ * f (2K [1 — No(s)] + ¢) ds,

[e2(=)1l

" d’ou il résulte bien que “—— — 0 quand v = 0, puisque ¢ tend vers

K
zéro avec ).

§ 6. CONDITION NECESSAIRE D’OPTIMALITE

Etant donné que les problémes d’optimisation admettent en général
une solution, mais que cette solution n’est pas toujours une commande
mesurable, il est bon d’étendre aux commandes-limites les conditions
nécessaires d’optimalité de Pontrjagin. Nous ne traiterons pas ici tous
les types de problémes rencontrés habituellement, mais seulement deux
problémes. L’espace U sera toujours supposé meétrisable.

Probleme 1. — Etant donné un point xo € R®, un nombre T > 0
(avec T < 0g,) et une fonction différentiable g définie dans R», on se pro-
pose de trouver . € Qr tel que g[X[xo, 1, T]] soit minimal.

Désignons par p une solution de ce probléme, et posons
&(t) = X[z, 1, £] pour 0t T

Soit v € Q7, soit A une application mesurable de [0, 7] dans [0, 1],
et soit un nombre a« avec 0 < « < 1. Posons :

b= aA( + [1 — aA()]ie
On doit avoir:

lim * g {E(T)][ X[z, 1, T] — E(T)] > 0,
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ce qui entraine, d’aprés le théoréme 4,

~Jiomix %K(t) X(1) « flE(®), u, t]@t"‘] > 0.

Posons alors :
$(t) = — g:[E(T)] - X(t), pour O0<t<T.
¢ est définie de fagon unique par

o= — g8+ [ W Ao w R A7)

et on a
J‘[O:T]x u )\(t)a(t»‘[g(t)’ u, t][';t'u _vg,u] > 0

quels que soient v € Q7 et A. On en déduit immédiatement

[, a0 w 5 = Max [30) - &0, w ] (18)

presque partout.
On peut donc énoncer :

Théoréme 5. — Pour que p. soit solution de probléme 1, il est néces-
saire que la fonction § définie par la relation (17) vérifie la relation (18).

Examinons maintenant le cas particulier ou le systéme est station-
naire, c’est-a-dire ou f(=, u, t) = f(z, u). Soit @& une solution du pro-

bléme 1 : posons &(t) = X[z, [, ). Soit A une application mesurable
de [0, T] dans [0,1]; posons

Soit un élément quelconque uo € W, et soit un nombre quelconque
to € [0, T]. Désignons par [,y |'élément de Qr défini par

f‘?(t: u)l"'f\’-"“o-lo
f o P A (0 [ — MO

to—A (to) +0 u
J; ®(t, wo) dt + o[t — A(t) + 6, u][i — AR

o—A (%o) [¢0,T)
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Posons &(t) = X[zo, £, ue,t0,t]. Posons pour ¢, T €[0, T]:
1 si. 0<t<~

x(7 t) = {

=
0 si T <t T.

J. )y U] 0.0 pour 07T
T]x‘IL

Pour 0 € v < to — A(to), on obtient

) = w b [ et AOTEG— A@), it — MO

Pour 0 < t' < to, on obtient ainsi
e — A =20+ | flEE— A®), w][1— AO)]""
£0,£3x Us
Si on désigne par p, ’élément [1 — A(.)]u. de Zr, on obtient

Elt' — AW)] = X[zo, s, '],

d’out en particulier
Eto— A(te)] = X[zo, wn, to).
On a alors (cf. le théoréme 4) :

K(to) - Elts— A) — E) = — [ MOX@HEW, wE + o(6).

Par ailleurs, on a

E[to — A (to) 4 0] — E[to — A (t0)] =

= [x(to — Alto) 4 0, ) — x(to — Alto), O)IFIE(®), ] vauto
[0, T]x U,

to— A (to)+90 _
= fIE(t), uo] dt = 6f[&(t0), uo] + o(0)

to— A (to)

On obtient ainsi

X(to) + [E(to — Al(to) + 0) — E(t0)] = —f AEX(8) - FE(), ulp""

[0,201x U
+ 6X(to)f[E(to), uo] + o(6).
Enfin on a, pour 7 > t°__[ s)ds + 6,

&(t) — E(to — Alto) + 0)

= [x(7s ) — x(to — Alto) + 8, )IFIE(R), wlws. oo

[0,T1x U
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= x(% t— A@) + O)fIEE— AlY) + O, ul[t — A@)JE""

[to, TIx Us
Ainsi, pour ¢’ > to, on a, en posant T = t' — A(t') + 6,

Bt — At) + 8) =
=Eto— Alt) + 0+ | (EE— A®)+6), ullt —AOJE""
On obtient ainsi §(t' — A(t') 4 6) = {(¢') pour ¢’ > to, ou { est défi-

nie par

=t + [, O < <)

T
Comme f As) ds = 0, on a §(T) = Y(T), ce qui donne, d’apres le
0

théoréme 4 :

E(T) — E(T) = X(to)[E(to — Alto) + 8) — E(to)]

— AOXOFE®), ule”™ + o(6),
[0, TIx W
c’est-a-dire :

E(T) — E(T) = 6X(to) « f[E(ta), uo]

— AOX(OFE®), ule”™ + o(8) (19)
[0, TIx AU

On doit avoir, quels que soient A, uo et to, g(&(7T) — g(&(T)) = 0.
En posant A(¢) = aho(t), 6 = «0o, et en faisant tendre « vers 0, on obtient :

— Bod(20) « f[E(t0), uo] + () DOE®), uli™ = 0.

10, T1x Us
On peut donec énoncer :

Théoréme 5 bis. — Dans le cas stationnaire, pour que p. soit solution
du probléme 1, il est nécessaire que la fonction { définie par

By = — B + [ Bl - ),
vérifie presque partout '

[, 50 - 180, it = Max (G0 - 150, 1 = o, 20)

ou Ho est une constante.
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Probléeme 2. — Etant donné un point xo € R®, et une fonction diffé-
rentiable g définie dans R» X R+, on se propose de trouver T > 0 (avec
T < 0z,) et p. € Qr tels que g[X[mo, u, T], T] soit minimal.

Désignons par (g, T) une solution de ce probléme ; et posons

E(t) = X[zo, @, t]. Il est évident que la condition nécessaire du théo-
réme 5 est vérifiée. Mais il y a ici une condition supplémentaire. En effet,
quel que soit 6 avec 0 < 6 < T, on doit avoir

glE(T — 0), T — 6] — g(¥(T), T] > O,
ce qui entraine que
— gl[E(T), T} — g4[E(T), T] - [% f[ o il fIE(®), u, z]g.‘-"]

tend vers une valeur positive quand 6 — 0.

Or on a — gi[§(T), T) = §(T) et d’apres (18),

timd [ BT 15, v 45 = Max §CT) - FET), w T)

On obtient ainsi 1'\‘/16:;}‘)1:’ [U(T) - flE(T), u, T} > g4{E&(T), T].

Par ailleurs, quel que soit u € W, on doit avoir :

g [E(T), T] + g:E(T), TIET), u, T] > 0,

cela équivaut a

Max WT) - fIET), u, T] < gE(T), T).

En définitive, on peut énoncer :

Théoréme 6. — Pour que (i, T) soit solution du probléme 2, il est
nécessaire que la fonction § définie par ‘

b(s) « f4LE(s), u, s]E™" (21)

(¢, T1x W

U(t) = — gs[E(T), T +
vérifie
f%ul?(t) - fIEQ@), u, Jur = Max [§(2) - fE(), u, 6] (22)

presque partout et

Max [{(T) - fIE(T), u, T1) = g48(T), T} (23)
REMARQUE. — Bien entendu, si le systéme est stationnaire, on doit

avoir presque partout :

f%qi(t) - fIE(), wlid’ = Max §() « /&), ul = g{E(T), T]
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§ 7. UNE METHODE DIRECTE DE RESOLUTION
DU PROBLEME 1 DANS LE CAS STATIONNAIRE

Nous allons exposer une méthode permettant de construire, & partir
2
d’une commande mesurable V, e Q7, une nouvelle commande mesu-

rable V,.1 € Q% vérifiant g(X[zo, Vr+1, T]) < g(X[zo, Vr, T]). Nous sup-

oserons que le systéme est stationnaire, ¢’est-a-dire que f(z, u, t) = f(z, u).
P q Yy q ) Uy s

Désignons par ¢r la solution de P’équation intégrale

$(t) = — g&(X[zo, Vs, T])

-|—J. X[zo, V1, 5], Vi(s)] ds 0t T
Soient ¢ € [0, T] et ur € W tels que
Y'(tr) « [ X[wo, Vi, ts], ur]l = Max ¢'(t) « f[X[wo, Vi, 1], u].

tE[0,T]
wEU
Soit un nombre quelconque 0 avec 0 < 6 < T. Désignons par I? un

ensemble mesurable de [0, T'], de mesure de Lebesgue égale & 0, et véri-
fiant

t€ Ig et t' ¢ If = q}"(t) « f[ X[m0, Vi, t], Vi(t)]
< () - f[X[=o, Vi, '], V(t')).

Quel que soit t € [0, T], désignons par (¢) la mesure de I’ensemble
q (t)
[0, 1N {I7. Soit Vi e Q7 définie par

Vi ()] = Vi(t) pour 0 <t<tn
Vit) = ur pour  Tr(ty) <t < Tr(ts) + O
Vitrt) + 6] = Vi(t) pour tr<t< T.

Pour chaque valeur de 0, calculons g(X[zo, V%, T]), et désignons
q g b b b g

par 0, la valeur pour laquelle g(X[zo, V7, T]) atteint son minimum.
Posons alors V,,; = Vir. On a :

g(X[xo, Vs 1, TD < g(X[.’IIo, Vr, T]).

RemarQue. — Si V, € Q}-, alors V,+1eQ}, Si V,.ngv, alors

0

Vr+1 € QT-
Avec la méthode que nous avons exposée, on peut construire une

suite Vo, Vi, ..., V4, ... de commandes mesurables. Nous allons mon-
trer que g[X[zo, Vi, T]] converge, par valeurs décroissantes, vers
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g[X [0, &, T]], ot w €Qr est une commande vérifiant les conditions
nécessaires du théoréme 5 bis.

Posons
() — { 1 si tell
0 si t¢ I
t
et Ae(t) = fo Nr(s) ds

Nous identifions A% avec la mesure de Radon sur [0, T] dont elle est
la densité. Désignons par Ar application 6 — A} de [0, 7] dans l’en-
semble L(T) des mesures de Radon positives de norme inférieure ou
égale a T sur [0, T.

Considérons la suite de terme général (Vi tr, ur, As), avec V, € Qx,
tr€[0, T), ur €W, N\ €F[[0, T], L(T)], ou F4[0, T}, L(T)) désigne
I'ensemble des applications de [0, T'] dans L(T), avec la topologie de la
convergence simple. Cette suite admet au moins une valeur d’adhé-

rence (W, t, u, 7). 1l nous suffira de montrer que p vérifie les conditions
nécessaires du théoréme b5 bis : en effet, comme la suite de terme général
g[X[zo, Vr, T]] est décroissante, elle tend vers g[X[zo, &, T]].

L’élément A est une application § — A° de [0, T'] dans L(T). Quel que
soit 0, A% est une mesure de densité inférieure ou égale & 1 par rapport
3 la mesure de Lebesgue dont nous désignerons aussi par A? la densité ;

iy t
ona f A °(t) d¢ = 6. On posera f ¥ (s) ds = A'(8)-
0 )
Désignons par ¢ la solution de I’équation intégrale

U(t) = — g&[ X[mo, u, TT) + U(s) - folX[wo, @, s], ula® ™.

Soient to € [0, T], uo € W, 0 €[0, T] et X une application mesurable
de [0, T] dans [0, 1], telle que

¢, T1x U

fork(t) dt =6

Ona:

T
()« f1XEzo, Vi, tl, ] — 5 [ MW 0 - Xz, Vi 1], Vi) e

< Yt - ([XTao, Vot —5 | N000) - f1XTan, Vi, ], Vilt)]de

En passant & la valeur d’adhérence, on obtient

5t - [XTao, it uel — 5 | 30500 - [Tz, o 1], "
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< (1) « f{X[2o, p, 2], U]

1 N

e [o.m;x‘u): O9(e) « f[ X[m0, &, 8], W)@, (24)

Remarquons maintenant que, pour toute fonction continue ¢(¢, u)
définie dans [0, T] X WU, on a, quelque soit 6 € [0, T,

fo olt, Vo(t)] dt = f "ol — ASe), VAL — (0] e

r

t—N0(tr)+6 T ,
+ J; o(t, ur) dt 4 ft ot — Ar(t) + 0, Ve(£)][1 — A#(2)] dt.

,—/\f(t')
Par ailleurs on a, par construction, quel que soit 8 € [0, T,
g[X[zo, Vrs1, T]] < g[X[zo, V7, T,
En passant a la valeur d’adhérence, on obtient

g[X[o, p, T]] < g[X[=o, po, T,
ol [y € Qr est définie par

net = — ' __G -t,u
J{o,mqﬁp(t’ upe'” = [o,hx%@[t A (1), u][1 — XN ()]
PR ) o
+ LR°6) o(t, u) dt 4 [;.T]x‘u)cp[t — A1) + 6, ul[t — X))k

Or, d’aprés la formule (19), on a

X([o, po, T] — X[@o, 2, T] = 0X@)[X[o, iz, 7], 4]
— N () X(t) - f[X[zo, &, t], ulr"™ + o(0),
[0, T1x U,

ou X(t) est définie par ’équation intégrale

RO =14 [ X)X, B o],
On obtient ainsi
0 > g[X[zo, 1, T]] — g[X[wo, po, T1]
= — gz[X[wo, 1, T]] « [X[wo, o, T] — X[o, &, T]] + 0(6)
= 09(t) « f[X[zo, 1, 1], 4]

oo O9(t) « [ X[o, @, 2], ul"" 4 0(6)  (25)
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Reprenons to € [0, T] et uo € W. Soit Ao une application mesurable
T

de [0, 7] dans [0,1] et eo—_-f Mo(t) dz. Appliquons la relation (24)
0

avec A = aho et O = ofo ou « € [0, 1]. On obtient :

(to) - f[X[wo, i, to], uo] — %o f[o,mxwo(t)@(t) * (X0, i, 1], u]i"

= Jito) « fXTamo, B tol wol — | aAa(tT(0) - (KT, By 1), i

< (@) - fX[wo, i, 2], u] N (P(e) + f{XTwo, By 1], ulp""

D’aprés la relation (25), le dernier membre est majoré par une quan-
tité qui tend vers 0 quand 0 tend vers 0, c’est-a-dire quand « tend vers 0.
On obtient donc la relation

1
0 [0,T1x U

‘P(to) ¢ f[X[.’I:o, &1, to], uo —“eio Lo,r]x%)\o(t)@(t) * f[X[.’l:o, l-": t]’ u]p.t.u < 0.

Comme cette inégalité est vérifiée quels que soient to, uo et Ao, on
obtient que la fonction

Max §(1) - f{X[zo, B, 8], u] = f%ﬁ»(t) - fX[zo, i, 8], ul

est constante presque partout. Les conditions nécessaires du théo-
réme 5 bis sont donc bien vérifiées.
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