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ETUDE DES TREILLIS DE CATALOGUES
par M. Treuner (1)

Résumé. — La nécessité de rendre standard le format des informations sur bandes
magnétiques a conduit & envisager une structure générale de fichiers utilisables en lin-
guistique et en gestion : les catalogues. Introduits en 1964, ils sont abordés par les théories
des graphes, puis des ensembles ordonnés.

Un catalogue est un fichier dans lequel les informations sont liées par certaines rela-
tions. La nature des liatsons est décrite dans une arborescence appelée « carte du cata-
logue ». Les opérations qui consistent d réunir les informations ou & capter ce qui est
commun & deux catalogues correspondent & Uunion et Uintersection de la théorie des
treillis. L'opération qui consiste a changer les liaisons entre les éléments du catalogue
s’appelle la transformation.

Diverses transformations aboutissent a des propriéiés intéressantes : les injectives
en particulier conservent le nombre des informations. Certaines formules donnent enfin
des relations entre U'union, Uintersection et la transformation.

Notations permanentes

Une arborescence E relative & I'ordre JC est notée (E, J&, G) sitoute
partie couvrant un méme élément est totalement ordonnée par G. On
étend cette notation a un ensemble de plusieurs arborescences en ordon-
nant les racines par G.

Soient z éléments A, B, C... et z ensembles finis totalement ordonnés
£, B, C... dont les éléments sont respectivement

ai, az, ag, ...,.bl, bz, ba, eeey C1, €C2,. C3...

On suppose que a; est inférieur & as, bi & by, cs & ¢j... s1 1 < J.

L’ensemble constitué de A, B, C... est noté X et Z est I'union de A,
B, C...

I. DEFINITIONS
Une carte de catalogue est une arborescence (X, J&, G). On considére

Iisomorphisme qui & A fait correspondre un élément de £, 4 B un élé-
ment de B, 2 C un élément de C, ... 3 'ordre J€ un ordre h,4 G, un ordre g.

(1) Maitre-assistant & la Faculté des Sciences de Grenoble.
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Un catalogue réduit, noté KR, est une arborescence isomorphe a la
carte.

Un catalogue est un ordonné (Z, k, g) dans lequel :

1) tout ensemble k-connexe de z éléments, 'un appartenant a #£, un
autre a4 B, un autre a C... est isomorphe a la carte ;

2) toute h-chaine maximale est une h-chaine maximale d’un cata-
logue réduit de (Z, h, g) ;

3) si aiga; ou bigh; ou cigey... alors i < j;

4) tous les éléments de Z ne sont pas nécessairement utilisés. Ainsi
Pensemble vide noté @ sera considéré comme un catalogue.

ExempLrE : On conviendra, pour la commodité du schéma, de placer a¢
a gauche de a; si aigo;.

X={A4,B,L,R,S}

Carte :
2. R
= AV
L S
catalogue :
.8, "
i '
TN A
1,5, 1 s AN

Il y a huit catalogues réduits, soient :

7] Y n n r
RATRAANN
L s Lo Vs 5, 1 5 1 I3 5y Uf 53 1 53

S2

h-chatnes mazximales.

Dans ’exemple précédent, on a :

-

B Y




ETUDE DES TREILLIS DE CATALOGUES 41

Reconstituer le catalogue & partir de ses h-chaines revient a les
ranger les unes par rapport aux autres. Etant données deux h-chaines
® = o102 ... an et B = B1Pz2 ... Pm, il faut savoir laquelle des deux est a
gauche de Pautre.

0), i1 et Bisa

On suppose que a1 = B1, a2 = Ba...as = Bs (I >
et N. « est a gauche

appartlennent respectlvement aux ensembles M
de B si et seulement si

t M =N et asr1 < Bi+y,
ou: AL £ N et MGN sur la carte.

— Dans toute la suite, quand nous écrirons «chaine maximale »
ou « chaine », il s’agira de « h-chaine maximale ».

Conditions pour qu’un ensemble E de h-chaines mazimales définisse
un catalogue.

On suppose que d’une part ces chaines sont isomorphes aux chaines
d’une carte donnée et que d’autre part on les a rangées comme 1l vient
d’étre dit.

Les conditions sont : a) qu’elles soient toutes différentes,

b) que chacune fasse partie d’un catalogue réduit formé uniquement
de chaines de E.

Ces conditions sont visiblement nécessaires et suffisantes.

II. TREILLIS DE CATALOGUES
Egalité, inclusion
Soient les catalogues Kiet K2 de méme carte sur le méme ensemble Z.

— K1 = K3 s’ils ont les mémes catalogues réduits, ou, ce qui est équi-
valent, les mémes chaines.

— K1 € K3 si chaque catalogue réduit de K est un catalogue réduit
de K:. Il s’ensuit que chaque chaine maximale de K1 est une chaine
maximale de Ks. Le lecteur vérifiera qu’il s’agit d’une relation d’ordre.

Borne supérieure ou union de K1 et Ko.
Elle sera notée K1 V Ko.

Par définition de I'inclusion, K1 V K3z contient tous les catalogues
réduits KR de K; et de K. Le plus petit catalogue ayant cette propriété
est celul dont chaque chaine maximale est une chaine maximale, soit
de K1, soit de Ko.

On peut aussi écrire :

KivVv Ke: = Vv KR

KREK; ou Kg
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ExeMpLE : Sur la carte :

>

by by ¢, b3 b, G by b by by ¢ 6

Dans K1 V K, on trouve des catalogues réduits qui n’appartiennent
ni a K1, ni & Ko.
Borne inférieure ou intersection de K; et K

Elle sera notée K1 A Ko.

Par définition de 'inclusion, K1 A K2 contient les catalogues réduits
de K et de K. Il ne peut en contenir d’autres.

Ki N Ky = \% KR

KREK) et Kg

ExeEmPLE :

3 a 3,

by by ¢ ¢, by b, ¢ ¢ by b ¢

Contrairement & I'union, si KR € K1 A Koalors KRe Kiet KR € Ko.

Nous avons une borne supérieure et une inférieure. Il en résulte que
les catalogues forment un treillis.

ExeMPLES :

A
— le treillis M1, la carte est : /\ s Z = { a1, b1, b, c1, 2 }.

A AN A
S U b bz "'1 b, C
' m ﬁ?
b/ lc, N,  b/b b, b c
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R A

— le treillis M2. La carte est : {B ;s Z est le méme.

e ] 4 ¢ 4 4

[/}
{b, [b, [bz {bz
a’ a, 27 37 37 37
b, b, /\b2 b, /\\b2 b’ by b, b, )<2
G & ¢ 4 G 6 6 6 % 2 4 %

2

G &4 6

III. TRANSFORMATIONS DE CATALOGUES

A) Premiére définition

1 g; a1 g

43

Soient deux cartes C1 = (X, J1, G1) et Ca2 = (X, K2, G2) et KR un
catalogue réduit du catalogue K1, de carte Ci. On note T, c,(KR) liso-

morphe & C2 dont les éléments sont ceux de KR.

Une transformation T, ¢, est une application qui & un catalogue Ki

de carte Ci, fait correspondre le catalogue K2, de carte Cz tel que :

Ks = M Tﬂl.cz(KR>

KEREK,

Exempre 1 :

: A
Cy:
-8
L C
&1
= b b,
K= TCz-cz (k) = 7 2
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ExempLE 2 :
1 1
Ka=b( oo k=1, . k)=

2 1=Tc,,c, 2

b b

G C
o G 2 1 "2

Dans 'exemple 1, le nombre de catalogues réduits n’a pas augmenté,
dans I'exemple 2, il est passé de deux a quatre.

B) Deuxiéme définition d’une transformation

Une transformation est une application qui & un catalogue
K1 = (Z, ha, g1) de carte C1 = (X, Ji, G1) fait correspondre un catalogue
Ko = (Z, hs, g2) de carte Cz: = (X, X2, G2) tel que : (ab...c) est une
ha-chaine maximale si et seulement st :

1) Dans Cz, (A B ... C) est une Jz-chaine maximale.

2) Les éléments a, b, ..., ¢ appartenaient & un méme catalogue réduit

de K.

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer I'équivalence de ces
deux définitions.

C) Transformations injectives

Nous supposons a partir de maintenant que chacun des ensembles
A, B, C, ... a au moins deux éléments.

Soient C1 = (X, 1, G1) et C:= (X,H 2, G2) et deux catalogues
K1 = (Z, h1, g1) et Kt = (Z, b4, g1) de méme carte C1. Tc, ¢, est injective
si, quels que soient K; et K, Te, co( K1) = Teeo( K1) entraine Ki = K.

Pour X fixé, soit I ’ensemble des transformations injectives.

D’autre part sipour tout A, B € X, AJ: Bentraine 4 J82B ou BX:A4,
on dit que T’ c, conserve la comparabilité. Soit P ’ensemble de telles
transformations.

Propriété I = P
On démontre : 1) PcC I ,
2) (Pc (I, ([ signifiant complémentaire).

1) Soit T'¢, ¢, appartenant a P. Elle transforme K1 en K3, Kien Ko.
Notre conclusion est : K1 = KA.

Soit une chaine maximale de Ki. Par la seconde définition de T, c,,
ses éléments font partie d’une chaine de Ka.

Or K» = T, c,(K%1). Ces éléments appartiennent alors & un méme
catalogue réduit de K ou ils ne peuvent que former une chaine. Les
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chaines de K1 sont des chaines de K} donc K; € K%. On aurait de méme
Ki C K.

2) Soit une transformation quelconque de ()P, il faut montrer qu’elle
n’est pas injective.

A A
Contre-exemple : Si {5 devient /\ ,
¢ B ¢
1 4 C1
& 1%, of b
alors ont le méme transformé :
9 @ 2 G b b, G &

Il n’y a pas injection.

Pour une carte plus complexe, le contre-exemple se déduit de celui-ci.
Propriété

Le nombre de catalogues réduits est un invariant d’une transformation
injective.

— Soit KR un catalogue réduit isomorphe & Ci. Supposons que
KR’ = T¢ ,(KR) appartienne & K2 = T, ,(K1). Montrons que KR est
un catalogue réduit de K.

T, c, conserve la comparabilité. Il y a donc dans une chaine maxi-
male de KR’ les éléments d’une ou de plusieurs chaines de K1. Les chaines
de KR appartiennent alors & K1, ou KR € K.

— La premiére définition des transformations montre que celles-ci
augmentent ou laissent invariant le nombre de catalogues réduits. On
vient de voir que ce nombre n’a pas augmenté. Il est donc invariant.
Propriété

Si T, ¢, est injective, alors pour tout catalogue K1 construit sur Ci,
on a : Tcz ¢y Tcl,(,'z(Kl) Kl

Soit Ko = Teye(K1) 5 Teper(K2) = KR\’/eK Teye(KR').
2

Or d’aprés la propriété précédente, st KR’ appartient & Kz, 1l existe KR
appartenant & K1 tel que KR’ = T, ,(KR).

Donce
Tc2'cl(K2) == \"4 Tcz ¢y Tcllcz(KR> = \Y% KR Kl

K REK; KREK,
D) Transformations surjectives

T est une transformation surjective d’un treillis M de catalogues dans
un autre, M’, si pour tout K de M’, il existe L de M tel que T(L) = K.
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Propriété
Te, ¢, est surjective si et seulement si T'¢, ¢, est injective.

1) Condition suffisante. Si T¢, ¢, est injective, on trouve L = T, . (K).

2) Condition nécessaire. Si T n’est pas injective, par exemple si

A ali

A b )b
Crest: /\ et si Capest : {B , il est clair que le catalogue 'm 2
c
¢ G
ne peut étre atteint.

— Puisque les transformations injectives ne suppriment pas de
comparabilités, les surjectives n’en ajoutent pas.

IV. PROPRIETES DE T(K; V Ka), T(Ki A Kb3)
APPLICATIONS

A) T(K:1 v Ks) D T(K1) v T(Ks) :

Soient K1 et K2 deux catalogues de carte Ci.
T=T¢,e, ;T(KiV Ks)= V T(KR)

5
KREK VK,

D V T(KR)V V T(KR)=T(Ki) V T(K2).
K RE Ky KREK,y
Propriété
Les transformations surjectives et elles seules conservent 'union.

1) T est surjective ; montrons que : T(K1 vV Ks) C T(K1) V T(Kb2).
Soit une chaine maximale « de T(Ki V K3z). T n’ajoute pas de compara-
bilité donc « est une partie de la chaine 8 de K1 V K soit de K1 par
exemple. B étant une chaine de Ki, o sera une chaine de T'(K1i).

2) Si T n’est pas surjective, 'exemple le plus simple montre qu’il
n’en est pas de méme.

©a v a . a
Tey e, <’l/\‘1 bz/\%> # T,c, <b1;\£'>V ., (bz/\c‘)

B) T(K: A K2) € T(K1) A T(Ka)
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En effet, soit un catalogue réduit KR de Ki et Ka2. T(KR) € T(K1)
et T(KR) € T(K).

Donc
T(KiAKs)= V THKRC V KR =T(Ki) A T(K2).
KREERINK, KR'ET(K)) et T(Ks)
Propriété

Les transformations injectives et elles seules, conservent Iinter-
section.

1) Elles n’ajoutent pas de catalogue réduit. Par conséquent, si
KR' € T(Ki1) A T(Kz) alors, KR’ = T(KR), KR€ K1 A Ka.

On a donc

T(KiANK2o)= VvV T(KR)= V KR' = T(Ki) A T(K2).

KREKIAK, KR'ET(Ky) et T(Ks)

2) St T n’est pas injective, 'exemple le plus simple montre qu’il n’en
est pas de méme :

A A

C,: Gt
1 {B 2/\
¢ X\N8 ¢/ R
T [ b b, A bl(jb2 #7 b’mé ATbI b2
9 9 % 4 9 % 2 G
Application
Le produit de deux transformations dont la seconde est surjective
est une transformation.
En effet si T, c, est surjective, elle conserve I'union, et :

Teres Tepes( K1) = Tepeq (KRZK Tcl,%(KR)) = V TouToulKR)
1

KREK,

= \Y% TC]’83<KB) = Tcllca(Kl).
KREK;

On verrait de méme que :

— Le produit de deux transformations surjectives est une transfor-
mation surjective.

— Le produit de deux transformations injectives est une transfor-
mation injective.
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V. TRANSFORMES DE TREILLIS DE CATALOGUES
A) T injective

Le transformé du treillis M: par exemple, n’est pas un A,
V treillis. Définissons un ordre « pour lui donner une structure de treillis.
T(K1)aT(K?2) si K1 C Ko.

La borne inférieure de T(Ki) et T(Ka) est T(Ki A Kz). Clest
aussi T(Ki1) A T(Kz). La borne supérieure notée T(Ki) V T(K2) est
T(Ky vV Kbz), d’ou : 7
Propriété

Si T est injective, le transformé d’un A, V treillis est un A,
Vv treillis.

T

B) T surjective
Définissons la relation d’équivalence

Ki= K2 s1 T(Ki)
T

T

T(K2).

On appelle Sup (K) Punion de tous les catalogues de la classe de K.
Soient :

T(K1) é\ T(K2) = T(Sup (K1) A Sup (K2))

T(K:) V T(Kz) = T(Sup (K1) V Sup (K2)).

<

1) Sup (K) est un catalogue de la classe d’équivalence de K car T
conserve 'union.

2) Si T = Tepe, et T' = Te,c, on peut écrire Sup (K) = T’ - T(K).
En effet 7' - T(K) appartient a la classe de K car T est injective et
T T'-T(K)= T(K). D’autre part pour tout K’ de la classe de K on a
KcT  -T(K'Y=T-T(K): T'. T(K) est donc bien la borne supé-

rieure de la classe d’équivalence.

3) Montrons que A = A.
T

On utilise le fait que T’ conserve I'intersection.
T(Ka) A T(Ke) = T(T.T(K1) AN T'T(Kz2)) =T - T'(T(K1) A T(K2))

= T(Ki1) A T(K32).
4) Montrons que V = V.
T
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On utilise le fait que T conserve 'union
T(K:) V T(K2) = T(T'T(K1) V T'T(K2)) = T.T".T(K1)
7
V TT'T(Ks) = T(Ki1) V T(K2).

Finalement avec A, V on a le méme treillis qu'avec A, V.
T T
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