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APPROXIMATION UNIFORME
DE FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT
AVEC CONTRAINTES DE TYPE INEGALITE ()

par P. J. LAuRenT (2)

Résumé. — On considére U'approximation au sens de Tchébycheff d’une fonction
continue sur un compact par un élément d’une variété linéaire de dimension finie soumis
@ des contraintes continues de type inégalité. Les théorémes d’existence, de caractérisation
et d'unicité du meilleur approzimant sont établis. Une généralisation de U'algorithme de
Rémés est proposée et sa convergence est démontrée sous certaines hypothéses.

Probléme. — Soit K et H compacts (pas nécessairement disjoints)
d’un espace métrique, S = KU H et C(S) I'ensemble des fonctions
continues a valeurs réelles sur S. Soit V un sous-espace de dimension n
de C(S) engendré par fi, fs, ..., f»_linéairement indépendants sur K.

Pour f € C(S) donné, on appelle V Dlensemble des g€V qui véri-
fient g(P) < f(P) pour tout P € H.

Posons ||k = max |n(P)|.
On cherche g* € V tel que :

If—e'll = ﬂI;fo If—el =e

A. EXISTENCE, CARACTERISATION ET UNICITE
DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

Théoréme 1: (existence).

Si V n’est pas vide pour un certain f € C(S), alors il existe toujours
au moins un meilleur approximant g* de f dans V.

{1) Cet article est le texte détaillé d’une communication présentée au 5¢ congrés
de 'A.F.L.R.O. a Lille (juin 1966).

(2) Maitre de conférences au service de Mathématiques Appliquées de la Faculté
des Sciences de Grenoble.
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En effet, V est un sous-ensemble convexe fermé de V.
Si g € V n’est pas meilleure approximation de f, (n = |f—g|| > o),

comme ||g—g| > 29 entraine |f—g| > ||g—g] — g —/]| >,
on a:

p=Inf |[f—g| avee B=BF(29)NnV.
gEB

B étant un compact, la borne inférieure est atteinte.

Norarions : Etant donné g€ Vet e = f — g 'erreur correspondante,
on notera :

E* = <PeK:eP)= | >

E- <PeK:eP)=—|e| >

N = < Pe€H:eP)= 0 >

E = E* U E- (ensemble des points extrémaux),
c

I

= E U N (ensemble des points critiques).

Théoréme 2:

Si pour un élément geV (auquel correspondent les ensembles de
points critiques E+, E-, et N) 1l existe h € V vérifiant :

a) h(P) >0 pour tout P € E+
" b) R(P) <0 pour tout P€ E- UN

alors g n’est pas meilleure approximation de f dans V.

On va démontrer que pour § > 0 suffisamment petit, g =g+ 3+ h
appartient & V et est meilleur que g.

Notons & = e — 3+ h 'erreur correspondante.

E et N sont des compacts disjoints.

Posons
a1 = min |h(P)| ;  onaai >0,
PEE
az = max h(P) ; onaaz < 0.
PeEN

En utilisant la continuité uniforme de ~ et e on peut trouver ¢ > 0
tel que :
ax

1° Q)| > + et le(Q)] > ¢+ R (avecqg < 1et R = |e¢|)
2

pour tout Q € BO(P, o) et tout P € E.
20 h(Q) < O pour tout Q € BO(P, o) et tout P € N.
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Notons :
BE = BO(P, o) BN = BO(P, o)
= ,,UEN
K* = K — BE H* = H—BN
K* et H* sont des compacts.

Pour déterminer le 8 > 0 convenable, nous allons nous placer succes-
sivement sur BE, BN, K* et H* qui ne sont d’ailleurs pas en général
disjoints :

%) Q € BE

s — oo (1 5. K@
(@) = () (1 3 e(@))

Pour 3 < g-R (avec M = max |h(P)|) on aura :
M Pes
~ 3.
[e(Q)| S R— 5 < R
B) Q € BN
e(Q) =e(Q)—3-h(Q) >0 car e(Q) =0 et —3-h(Q) >0
Y) Q€ K*
Posons : Max |e(Q)| = R* < R.
QEK*
t 3
HQI <R*+3-M<R s 3<BE
3) Q € H*
Posons : Min ¢(Q) = > 0
eeH*
HO)>n—8-M>0 si §< _1%

En résumé, si § < % min (gR, R — R*, v) alors g appartient a Vet

est meilleur que g.

Théeréme 3 (caractérisation) :

On fait I’hypothése suivante :

H1: 1l existe g € V vérifiant g(P) < f(P) pour tout P € H (inégalité
stricte). Une condition nécessaire et suffisante pour que g* € V soit
meilleure approximation de f dans V est que I'on puisse trouver, pour
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= f— g%, k points critiques (k < n -+ 1)P1, Py, ..., Px (dont I'un au
moins est extrémal) et une fonctlonnelle L basée sur ces points

= z A h(PY)
i=1
s’annulant sur V tels que :
rn >0 s1 PicE"
A< 0 si P;e ET UN.

Condition suffisante

Supposons que g* vérifie les conditions du théoréme sans étre meil-
leure approximation. Appelons g** € V une meilleure approximation :

o=Nf—&" < lf—¢l
On aurait dans ces conditions, en posant :
d=g* — g = (f—g)—(—g™)  deV:

dPi) >0 si  PieE" (>0
dP;) <0 si PieET  (M<0)
d(P:;) < 0 si PieN (M < 0)

Comme I'un au moins des P; est extrémal (appartlent aEtUE-)o

urait L(d) = Z Ai= d(P;) > 0 d’ou: la contradict:
f=1

Condition nécessaire

Soit g* € V une meilleure approximation de f et E+, E- et N les
ensembles de points critiques correspondants.

Appelons T’ Vensemble des points de R® dont les composantes sont :
f{P) (i=1an) pour PeE’
—fi(P) (i=1an) pour PeETUN

Montrons que I’origine 6 de R® appartient & 'enveloppe convexe co(I")
de I' : en effet, si 'on avait 6 ¢ co(I'), comme I' est compact, co(I') I’est

aussi (Eggleston [2], p. 22) et il existerait un hyperplan strictement
séparateur (Eggleston, p. 20): c’est-a-dire des constantes cs(j = 1 a n)
et T > O telles que :

n
z c1z5 = T pour tout z € co(I")
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Donc en particulier pour les points de I' :
Z eafsP)z x>0 pour tout P e E*
7=1
——2 esfs(P) 2 v >0 pour tout P€eE~ UN

1=1

n
En posant h = z ¢sfs € V, d’aprés le théoréme 2, g* ne pourrait étre

j=1
meilleure approximation, d’ou la contradiction. Donc 6 € co(I").

D’aprés le théoréme de Carathéodory sur les ensembles convexes
de R~ (Eggleston, p. 35) on peut trouver k points Ui, Ug, ..., Ug de T’
(avec k < n 4+ 1) tels que 0 appartienne encore 4 ’enveloppe convexe
de ces points. Appelons Pi, Ps, ..., P les points de S qui correspondent
a ces U

On a donec :

k k
6=zpsU; avec zpc=1, pi > 0,
f=1 =1

ce qui donne en projection :

0=">pwfy(P) (j=1an)

. +
avec€¢={+1 St Pick
—1 s1 P,eEEUN

k
En posant A = pics on a la fonctionnelle L(h) = Z AMh(P;) avec les
=1

conditions demandées dans le théoréme.

Il reste seulement & démontrer que 'un des P;au moins est extrémal :
Supposons le contraire : P; € H — K, 1t = 1 a k. Pour tout g € V on aurait
8(P1) = f(Ps) car si pour Zo :

8(Pi,) < f(Ps) = g*(Ps,) alors L(g* —g) < 0 d’oa la contradiction.

Si g(Psi) = f(Ps) pour tout g € V, on est en contradiction avec I’hypo-
thése H1. Done, 'un des P; est extrémal.

REMARQUE. — L’hypothése H1 ne sert pas pour démontrer que la
condition est suffisante.
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Théoréme 4 (unicité)
Une condition nécessaire et suffisante d’unicité du meilleur approxi-
mant pour tout f tel que le V associé vérifie H; est qu’il n’existe pas de

fonctionnelle L de la forme L(h) = z Ai « h(P;), avee k < n, s’annulant
i=

1
sur V, les coeflicients A; correspondants aux P; de H — K étant de signe
constant et 'un au moins des P; appartenant a K.

Condition suffisante

Si la condition du théoréme 4 est vérifiée, il est évident que la fonc-
tionnelle L du théoréme 3 servant & caractériser une meilleure approxi-
mation est forcément basée sur exactement n -4 1 points.

Supposons que g* et g** soient deux meilleures approximations de f

dans V. Formons & = (g* + g**)/2 qui est aussi meilleure approxima-
tion ; soit Py, P, ..., Pr+1 les points crlthues de g. On montre facile-

ment qu’ils sont aussi points critiques de g* et g** et de méme nature.
n

On a pourd—_—_g*——g** :Zajfj:
j=1
d(Ps) =0 t=1an+1
Montrons que cela entraine d = 0, c’est-a-dire «; =0, j =1 a n :
I’'un au moins des points critiques, soit Py, appartient a K.

Les as sont solution du systéme homogeéne :
n

DoafiP)=0 i=tan+1, i
i=1
Pour que I’on ait la solution unique o5 = 0, il suffit que D = det [f;(Ps),
=1lan i=1an-+1,1i5#u]#£0.
Appelons A: (£ = 1 & n + 1) les coefficients de la fonctionnelle qui a
servi a caractériser g (théoréme 3).

Si P'on avait D = 0, le systéme
n+l

z Mo fi(Pi) =— D« fi(Ps) (G=1an)

n’admettrait pas une solution unique : en particulier, on pourrait trou-
ver (avec le méme Ay, Py € K) une solution A} de méme signe que A,
avec A, = 0 : Ce serait une fonctionnelle basée sur n points, 'un au moins

appartenant & K et les 2] correspondant & des P; € H— K étant de
signe constant (comme c’est le cas pour les As, théoréme de caractérisa-
tion) d’ou la contradiction.



APPROXIMATION UNIFORME 87

Condition nécessaire

Supposons qu’il existe une fonctionnelle L vérifiant les conditions du
théoréme basée sur n points Pi, Ps, ... Ps; supposons par exemple
A+ < O pour P; € H— K. Les A forment une solution non identiquement

nulle du systéme homogéne :

ZM-f;(Ps):O (G=1an)

i=1
n

donc det (f#(Pi)) = 0. Cela entraine qu’il existe g = z aj+ fs avec des ay
j=1
non identiquement nuls telle que :

gP) = afy(P) =0 (i=1an)

i=1

On peut prendre g telle que : Max |g(P)| < 1/2

P&s
Choisissons f € C(S) vérifiant :
+1 si wm>0PiekK
) fP)y=3—1 si  »n<0PieK—H
0 sl rM<0,PieH

2) |7l =1

leP)]
1— |g(P)|

Il est facile de voir que ces conditions sont compatibles.

4

(P) pour tout P € H.

S~

Posons
f(P) = f(P) - (1 — |g(P)])
gP)= = -g(P)
et montrons que pour tout € € [0, 1], g* est meilleure approximation

de fdans V : On a : Il — g*|| < 1; en effet, pour tout P € K et tout
c€f0,1]:
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D’aprés la condition 3) g* = ¢+ g appartient a V pour tout ¢ € [0, 1].
Comme e*(P;) = f(Ps) — g*(P¢) = f(Ps), d’aprés la condition 1), les
points P; sont critiques et leur nature est en accord avec le signe des As:
d’apres le théoréme 3, g* est meilleure approximation de f dans V quel
que soit € € [0, 1] ; il n’y a donc pas unicité.

Pour l'obtention numeérique de la meilleure approximation, nous
ferons deux hypothéses supplémentaires qui rendent les énoncés plus
simples et qui suffisent en pratique.

Théoréme 5 :

Avec les hypotheses :

H?2 : le sous-espace V vérifie la condition de Haar sur K U H : c’est-
a-dire tout élément g € V admet au plus n — 1 zéros sur K U H.

H3 : il existe dans V un élément de signe constant sur H, la
meilleure approximation de f dans V existe et est unique quel que soit f.

Une condition nécessaire et suffisante pour que g* € V soit cette meilleure
approximation est que 1’on puisse trouver n 4+ 1 points critiques dans S :

Py, Py, ..., Pyp+1 pour erreur e* = f— g* et une fonctionnelle L basée
#+1

sur ces points (L(h) = Z Ase h(P,)) s’annulant sur V tels que: A\ >0

i=1

pour P; € E* et A\ < 0 pour P; € E- U N.

L’hypothése H2 est suffisante pour assurer Punicité, puisqu’elle
entraine qu'une fonctionnelle L s’annulant sur V est forcément basée sur
au moins n + 1 points. Par contre elle n’est pas nécessaire (cf. th. 4).
L’hypothése H3 assure U'existence et entraine H1. En plus, elle sera utile
pour la démonstration de la convergence du procédé numérique.

B. OBTENTION NUMERIQUE
DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

Dans toute la suite nous ferons les hypothéses H2 et H3 et nous utili-
serons le théoréme 5.

Le principe de la méthode est de trouver la meilleure approximation
sur un ensemble de n + 1 points de H U K et de faire évoluer ces points
de fagon a converger vers la meilleure approximation g*.

1) Meilleure approximation sur un ensemble de n |- 1 points :
={Qi,i=1an+41}

Les Qf sont pris dans K U H. Appelons V Iensemble des g € V qui
vérifient g(P) < f(P) pour tout P € M N H. Soit g € Vi la meilleure
approximation sur My, c’est-a-dire :

Max |f(P) —gx(P)| = Inf.[ Max [|f(P)—g(P)|] = e«

PEMNK eV PEMiK
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Remarquons qu’il n’y a aucune raison pour que gr appartienne & V.1
n’est pas tou]ours possible d’utiliser le théoréme 5 pour caractériser g.

Appelons Af (i =1 a n + 1) les coefficients de la fonctionnelle Li basée

sur My s’annulant sur V : les Af sont définis 3 une constante multiplica-
tive prés (car V vérifie la condition de Haar a fortiori sur M) : il faut que

. k 5 k s .
les coefficients A; correspondant a des Q; appartenant & H — K soient de
signe constant ; nous supposerons cette propriété réalisée pour My ; nous
montrerons comment la maintenir pour M+ 1. Pour Mo il suffit de prendre

tous les Qg dans K.

[ . . k
Pour la commodité du calcul nous imposerons aux coeflicients Xg
deux conditions supplémentaires qui les détermineront complétement :

(1) Z A - f(0%) > 0

i=1

Les 2% sont maintenant définis 4 une constante multiplicative positive

prés. Soit Jy = < i:(Qf e K— H) ou (Qf e HN K et A{ > 0) >
@ > =1
IEeJ;

Jx représente I’ensemble des indices qui correspondent & des points
extrémaux, les autres étant des points nuls.

La meilleure approximation g est alors obtenue en résolvant le sys-

téme en ‘xj(gk = z IR fl) .

j::

{ gx(QF )= 1(QF) pour i ¢ J«
gx( Qz) = f(Q ) — pk - signe ()\'f) pour i € Jk

Lif) = Le(f — gi) = > 2+ ((QF) — g(0V)) = x

ieJ:
Propriété : Si g n’est pas la meilleure approximation g* on a :
pe < @

En effet, formons d = g* — g = (f —gxr) — (f — g*) € V. Si 'on
avait pr > p, d(QF) serait du signe de f(Qf) — gi(QF) pouri € J&:

13 k
d(Qf) >0  pour A >0}i€h
dQi) <0 pour M <0
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et par ailleurs, puisque g* € V.
d(Q¥) <0  pour  ig¢Ji2i < 0);
donc on aurait Li(d) > 0 d’ou la contradiction.

En plus, st pr = p alors gk ne peut étre que la meilleure approximation
de f dans V d’aprés le théoréme de caractérisation.

2) Itération

On va remplacer My par Myg+1 = {Q,“l, i=1an-+4+1} qui ne
différe de My que par un point, de telle fagon que I’écart pg+1 correspon-
dant soit supérieur a pr (dans le cas ol gr n’est pas déja la meilleure
approximation).

a) On choisit d’abord le point nouveau Q € S qui va &tre introduit :

Soit £ € K tel que |ex(E)| = ”ek” avec ex = f — gk
n € Il tel que ex(n) = min ex(t) = — my
teEH

On choisit comme nouveau point :

Q= Esi s — o > ma
Q = v dans le cas contraire.

b) On choisit le point Q: qui est supprimé et on pose :
Tt =0f  i#u
0kt — @
=

L’indice p est choisi de fagon & avoir les propriétés suivantes pour
A [coefficients de la fonctionnelle Li+1 basée sur My+1, déterminée
de la méme fagon que Li : c’est-a-dire s’annulant sur V avec en plus les
conditions (1) et (2)] :

signe (A1) = signe (A7) 1w
dmepity = [T 0 @@= el
—1 s1 ex(Q) = — | ex]| ou ex(Q) = — mu

Cela entraine que les n points communs entre My et My+1 seront de
méme nature (extrémaux positifs, extrémaux négatifs ou critiques nuls).
D’autre part, dans ’approximation sur Mg+ 1, le nouveau point Q sera
respectivement extrémal positif, extrémal négatif ou critique nul selon
que P'on a ex(Q) = [lex, ex(Q) = — | ex] ou ex(Q) = — my. Enfin, on sera
assuré que les Af*! correspondant aux Qf“ qui appartiennent & H — K
seront de signe constant (négatif).

(¢)

Montrons qu’avec cet échange on a bien :

Lie+a(f) = pr+r > Li(f) = px
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D’aprés les conditions (C) on a:

n+1
kE+1

Lisaf) = Livalf— gi) = > N

ex(Qi )|

= Z I - Jer(Q)] 4 [T

- ex(Q)]

=%
i#p
mais comme Iek(Q,")[ = p pour 1 € Jk, 1 7~ @, on a:
prrr=pre > P ] Jea()
eJ;
tu

On appelle Jx+1’ensemble d’indice analogue & Jx mais relatif & Me+1
Deux cas sont a considérer :

— le nouveau point Q est du type & : |ex(Q)| = ||ex| : 0F' = Q sera
alors du type extrémal, u € Jx+1 donc

S =1 — P

=
Fp
d’ou
E+1
pr+1=pi + M | (”ek” — pk)
— le nouveau point Q est du type % : |ex(Q)] = ms: Qf+1 = Q sera
alors de type critique nul, . ¢ Jz+1 done
> =1 dou prra=pet [N+ (m)
7=
tu

D’aprés le critére utilisé pour choisir les deux types possibles, on
aura finalement :

(R) | prs1—pr =N

- max (|| ex|| — px, me]

Indiquons maintenant comment obtenir en pratique les condi-
tions (C) [7] : Soit M un ensemble & n 4 2 points :

M = (Qlf, ng; ooy Q’:H‘ 1y Q)

auquel on fait correspondre le vecteur de R»+2 qui définit la fonc-
tionnelle Lg sur My :

A= (0f, 2%, ..., Nex 1, 0)
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Fixons-nous un indice arbitraire o % n -+ 2 (nous prendrons dans
notre écriture 1o = n 4+ 1) et soit Q le vecteur de R™*2 qui représente
une fonctionnelle (déterminée & une constante multiplicative prés)

s’annulant sur V et basée sur les points (QF,i £ lo, et Q) :mwi =0:
Q = (w1, w2, ey Wa, 0, Wnt2)

La fonctionnelle Lk+1, basée sur (Qf, 1% u, et Q) peut &tre repré-
sentée par un vecteur de R7+2 de la forme :

N=oa*A+8Q,

« et B étant choisis de fagon & avoir i,'f =0

— w,
ANo=plQ—=% A"
Ae
Soit encore :

3 — s-x?-(ﬂ‘—“’—;) isn 42

AN
Bewnre i=n+42
On peut choisir Q de fagon a avoir (changement de signe éventuel):
Wt s >0 s1 ek(Q) = "ek"
<0 si Q) =—|e ou eQ) = — mas.

Pour que les conditions (C) soient satisfaites, il suffit alors d’avoir 3
du méme signe que Af ; on prend donc p vérifiant :

nt+1
P _ min 2
x ]
)\“ f=1 )\i

B est un coefficient positif que Yon choisit de fagon & avoir :

n+2 -
>IN =1
=1

Pour avoir les coefficients Af' l(i =12an-4 1) de Li+1 correspon-
dant aux Qf“ il suffit de poser :

N .
k+1 Y LFEp
As =
=k - .
An+2 L=
REMARQUE. — La condition (1) est automatiquement vérifiée pour

Lg+1.
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3) Convergence

Théoréme 6 :

La suite gz obtenue par le procédé décrit ci-dessus, converge unifor-
mément vers la meilleure approximation g* de f dans V.

Comme ]7\5“[ ne peut &re nul, on a pr+1 > pr (sauf si |ex]| = e
et mg < 0 ce qui entraine gr = g*). Avant de montrer que px converge

o’ , k . . . .
vers p, il faut démontrer que |)\,‘+1| ne peut devenir arbitrairement petit :
nous obtiendrons ce résultat en deux lemmes :

Lemme 1: Il existe une constante r > 0 telle que les Qf obtenus dans
le procédé vérifient :

d(QF QF) > r pour touti,j(de1an + 1,7 j)et pour tout k = 1,2, ...

On le montre pour i et j fixés et on prend pour r le minimum des r;
trouvés : ry = Inf (d(Qf, Q)) |[k=1, 2, ...).

Si la propriété n’était pas vraie, 1l existerait une sous-suite telle que

lmQF = Qi (I =12an+1) avec Qi = Qs

On pourrait alors trouver g € V qui coincide avec f aux n points dis-
tincts Qi : f(Qi) = g(Q1).

Comme pg est strictement croissant et différent de zéro (sauf peut-étre
pour k= 0), pour k > 2 on a:

Li(f — ge) = px > p1 > 0

Si h € V est un élément de signe constant sur H (positif), en posant

a = min h(P) (@ > 0)
PEH
A = max |h(P)|,
PEK
on a
n+1l A
z M| < —+ 1= A (Jx ne peut &tre vide)
=1

Choisissons ¢ > 0,c < 7 et un voisinage convenable V. des Qi tel
que P € Ve entraine |{(P) — g(P)| < =.
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Pour r suffisamment grand (posons kr = m) on a :

Q' e V. pour t=1lan+1
Formons :

[H(Q:") — gm(QF")] — [(QF") — g(QF")] = g(QF") — gm(Q¥)
d=g— g,)n € V. On suppose gm %% g (Sinon, il suffirait de prendre
Bm’ = 8k,41)-

Ln(d) = Lu(f — gn) — Lm(f — g)

= pn— > N (/(Q) — 5(01")

n+1

m—€ z |)\Z"| > pm—e+A > 0 dou la contradiction.

A\

Lemme 2 : 1] existe une constante s > 0 telle que les 2§ obtenus par
le procédé vérifient :

I}\ﬂ > spourtout j=1an-+ 1lettoutk=1,2,..

Les 2Aj dépendent unlquement des Q, j=1an+4 1), V étant fixé.
Considérons le compact produit cartésien S»+1. Les points Q¥ de compo-
santes Q, = 1an -+ 1) parcourent d’aprés le lemme 1 une partie
compacte A € S»+1 définie par d(Qy, Q;) = r pour tout i et tout j(z 7 j).

Soit Q% une suite quelconque de A et A*, de composantes )j, 1a suite
correspondante : on notera A¥ = A(Q¥). Du fait de la normalisation que

nous avons introduite( Z [)\f| = 1) la fonction A\ n’est pas continue :
=EJx
_ ntl _ - _
toutefois, sil’on définit N tels que z l)\fl —=1:% = )\(Q"), la fonction )\
. - . i=. 1 . - .
est continue (obtention par résolution d’un systéme linéaire de déterminant
. ... L C = 1
strictement positif (ou négatif) et normalisation). Or on a 2* = —)*
Ck

avec cx € [1, A ).

Posons
s = Inf 7| = Inf [2(Q°)].

Si I’'on avait s; = 0, on pourrait extraire une sous-suite convergente
. 2 - . 2 C e T
lim Q¥ = Q telle que lim 3;(Q™) = 0 donc aussi lim Q) =0; on
-0 -+ 1=

aurait donc 7\1(6) = 0, ce qui est impossible.
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On a donc :
pr+1— px > s+ max (|exl| — px, mx).

pr est une suite croissante bornée par p : appelons §§ sa limite et montrons
que 3 = p. Supposons 8 < p:

lim |lex]| —px =0  donc Ii’:n lles]] =B
P

limme <0
k=

De la suite gx (suite bornée de V) on pourrait extraire une sous-suite
convergente gi, de limite g telle que

ge V (puisque im mu = m < 0)
I+

lf—el=8<e
d’ou la contradiction : donc f = p.

Toute sous-suite convergente de gr converge vers g* (unique). Par
ailleurs, gr est une suite d’un compact. Si gr ne convergeait pas vers g*
on pourrait extraire une sous-suite dont les éléments resteraient a4 une
distance supérieure & un certain 3 > 0 de g*; mais de cette suite, on
pourrait extraire & nouveau une sous-suite convergente dont la limite ne
pourrait &tre que g*, d’ou la contradiction. Donc gr converge (uniformé-

ment) vers g¥.
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