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UN ALGORITHME POUR LA DETERMINATION
DES PLUS PETITES DISTANCES
ENTRE LES SOMMETS D'UN RESEAU

par loan Tomescu (%)

Résumé. — On présente une méthode de calcul matriciel d'une trés bonne convergence
et qui se préte facilement a Uutilisation sur un calculateur électronique.

Soit donné un graphe fini sans boucle G = (X, TI') avec p sommets.

On définit une application [(u) sur P'ensemble U des ares du graphe
avec les valeurs dans I'ensemble {z l z > 0} et on introduit la matrice

carrée A = { aap } 4,51, , 00 0N @ @ Gga = 0 aug = Uza, 7g) s’1l y a

un arc qui va de z, & 7g et @,z = 0O en cas contraire.

Les plus petites distances entre les sommets du réseau, désignées
par &.p sont respectivement :

dep =  min {El )} = min { aup, min (aer, + axs),
u=(Tg,.. ,xB) k=1,...,p
k1#a,8
min (@Gaky + arpe, + ... + ax,_q8) } (1)

‘9
kl,kg,...,kp_.z:l’””p
k1,k2,. 0 kp_o#a,B
ki#k k1 #K3,...,kp 32K, o

Si lon introduit la multiplication des matrices

A= {aﬂ-ﬂ }m,a-l. » et B = { bdﬂ } af=1, ,p
avec
tap, beg €{z |22 0} U{0}et aze = baa =0,
définie par
{A X B} = n:ln (bay + cyp) = min { bag, Cag, ri'lin » (bay + cv8) }
Y= y=1,e00y

v¥#a,B

(1) Université de Bucarest
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(cette loi est associative), alors la matrice A?-1 = AP = ... représente
la matrice des plus petites distances entre les sommets du réseau
(voir [2], [4]).

On introduit une relation d’ordre partiel dans I’ensemble des matrices
aux éléments dans 'ensemble {z | # > 0 } U { c0 } de la facon suivante :
A < B sl agg < bog pour tout o, =1,..,p. i A< Cet BLDon
déduit que agy + byp < Cay + dyp et donce

min  (@qy + bys) < min (cay + dyp),
y=1,..., P y=1,...,p

c’est-a-dire A X B < C X D.

. 2 . .
Si @aa = O alors { A” }as = min { aap, min  (Gay + ays) } < Gap et
y=1,..., P
’ v#a,B
par conséquent A > A2 > ... > Ar-1 = A7 = .

On introduit les opérateurs T1, o « € {2, 3, ..., p } définis sur len-

semble des matrices A = { aap } 451, 3VeC dap € {2 |2 > 0} U {00}
et age = 0 comme 1l suit :

Tla(A) =B
si
bie = min { aiq, x;lin (a1p + apa) } et buy = ay,
p=2,...,D
pFa

pour tout (u, v) = (1, o).
On en déduit que A > T1,(A) > A? donc

Ar-1 > (Tla(A))p—l > (A%)P-1 = Ar-1
et par conséquent (T1,(A))?-1 = Ar-1,
On introduit Vopérateur T3 = T15T1p-1 ... T12.
Par définition T1(A) = T1p(T1p-1(T1p-2 ... (T12(4))...) et donc
(T3(4)”"" = (T1p(T1p-1T1p-2 ... T12(4)))""" =
= (T1p-1T1p-2... T12(A))? ' = ... = A"7",

Proposition. (T7(A))”™' = A®”"' pour tout n €N, ou T7 est lité-
ration n fois de suite de 'opérateur T1i.

La démonstration se fait par induction :

(THA)" ™ = (Ty(T17(A))™" = (T 1A =47

Théoréme 1. { T7(A) }1a < { A" }ie pourtouta =2, .., petn€N.
La démonstration se fait par induction par rapport & n :
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Si nous avons démontré que
{T1(A) hz < {42 he, oy {T1(A) ha-1 < {42 J101
on déduit que

{ T1(A) }1e = min { a1a, , 2min . ({T1(A) }18 + aga), min

=2eee s~ B=a+t+l,...,p

(a1s + age) } < min { a1, , r;)in (@1g + age) } = { Al Yia
-2, ?
B#a

pour 3 < a < p parce que {Ti(A) hp < { A% hp < azp pour tout
= 2, ey X — 1.

Il résulte que { T1(A) }he < { A% he pour @ = 2, ..., p.

Si nous supposons que { T'f(A) b < { A1} pour tout o« =2, ..., p
on obtient :

parce qu’il y a min ({ A¥*+1 }12, a12) = { A¥*1 }ia.
Si
{TT(A) ho < { A" by oo { TV (A) Jram1 < {477 aacy,

alors

{T7"(4) }ia = min { { Ti(4) }sa, _ min  ({T5"(A) ho + asa),

min ({ TH(A) hp + apa) } < min {{ A7 }ia,

min ({ A Jap 4 ape) } = { A" ha

pour 3 < « < p (parce que
(A" Ve < arwet { TS NA) hs < { A% Jus < (A5 1

pour tout B = 2, .., &« — 1), donc { TlfH(A) he < {Ak+2 }12 pour tout
=2, .., p. C.Q.F.D.

Si g est le plus petit indice avec A2 = A?-1, alors
(T (A) he < {4 ha={4""" }a
pour tout o = 2, ..., p, mais
{T17(A4) }e > {(TTHA)"" ha = { 4" }1ay
done { T1 ' (4) he = { A" “}1a (g < p—1).
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Au moment ou Ti(A) = T1''(4) on obtient
THA) = TT"H(A) = T 3 (A) = ... = T1 ¥ (A)
et par conséquent { T5(A) }1e = { TT *(A) he = { A" }1a.
Théoréme 2. Pour toute matrice carrée A d’ordre p avec
ap€{z|z>0}U{0} et an=0

ont lieu les relations :

- ? -2
{ A" }s = min ({ T17°(4) hs, z aii-1 + aip, z aii-1 +
i=3 t=3

+ a1p-1 4 ap-1p + app-2) .
»

{ A" Y15 = min ({ T7"°(4) hs, Z aii-1 4 a1z 4 azp) .

1=
{Ap—l he = { T?"Q(A) }14 pour tout 4 < o < p.

Démonstration. Pour tout o =2, ..,p et vyi1, Y2, oo, yr# 1, a3
Y17 Y2 ooy Yr-1F Yretr < p— 3 on a la relation :

r—1
{ T 3(A) Ha < a1y, + Z Ayivip1 + Qya.
i=1
En effet,
{T?7°(4) he = { To(TT " (4)) ha < { T (4) by, + Oy =

= { TUT?™%(A) }1y, + tya < { T °(A) Yy + Gyry, +

r—1
p—r—3 :
+ e < oo S{TT7(A) Jn + D Gy + dva < oy,
i=1
r-1
+ Z Ayiyir1 + Cya
i=1

Pour tout « = 2, ..., pet
Y1, Y2 ey Yo-2 Fo,0s @5 Y1 FE Y2, o, Y-8 F Yp-2
et dans le cas o = 2 :
(Y1, Y2y oo Yp-2) 7
#“pp—hp—2,.,43),p—Lpp—2p—3,.,43)

et dans le cas « =3 : (y1,v2, ..., Yp-2) (2, p,p—1,..,5,4) il y a
2<j<p—2avecy; < yj+1e(Yp-1=a).
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On en déduit que
{T77°(4) he < { T3 (4) Juyps

»~-3
Jj=1
+ aypoa < o < { T (4) b1yyn + z Gyiyiss + Byy oz <

i=j+1
-3

)
< { le.—l(A) }lvi + Z Ayiyigr T Aypox < oo < { Tl(A) }172 +

p—-3 p—3
+ Z Ayiyin1 + Qy, o0 < Gy, -+ E Qyiyipr + Qyp ox-
i=2 i=1

Compte tenu des relations (1) on obtient { 77" *(A) }a < { A” " }a
pour tout a = 4, ..., pet

V4 p—-2
min ( { TT7%(4) }ie, aii-1 4 aip, aii-1 +

4+ a1p-1+ ap-1p + @pp-2) < {A”‘l }ie
y4
min ( { Tf"S(A) }13, Z Aii-1 —l- aiz _l_ a2p) < {AP—I }13

i=4

Mais { T77%(A) }1a > {(T7°(4))"™" }1a = { A" }1a pour tout
p—-2

o=2,...,p et Zan-1 + a1p 2 {Ap_l he, Zati—l + ai1p-1+

i=3 i=3
D

+ ap-1p + app-2 = { A" hz, Zaii—l + a1z + azp = { A" Jus

i=4
d’o1u il résulte les égalités cherchées.

Pour la détermination des chemins de longueur minimale on peut
donner un algorithme trés simple (dans le cas ou le graphe n’a pas des
circuits de longueur zéro et par conséquent, tous les chemins minimaux
sont élémentaires) :

Si am # 00, alors il existe des chemins de z1 & z,. Sia A1e = @14 alors
Parc (21, ) est un chemin de longueur minimale entre .1;1 et z,.

S’il existe un y 7 1, « qui satisfait &4 ’équation : Ala = a1, + ay, alors
un chemin minimal entre z1 et 2y est (w1y, o) 81 p1y = (21, ..., Zy) est un
chemin minimal entre z1 et 2y.

En s’appuyant sur le procédé indiqué on trouve par récurrence tous
les chemins élémentaires minimaux entre z1 et z,. L’ algorlthme présenté
ci-dessus a été programmé sur le calculateur électronique numérique du
Centre de Calcul de I’Université de Bucarest.



138 1. TOMESCU

Exemple : Soit le réseau décrit par la matrice symétrique :

(0 5 2 o o 1 o 7 o)
5 0 4 3 3 2 6 o b
2 4 0 1 6 3 4 o o®©
o 3 1 0 7 5 3 1 1
A=l 3 6 7 0 6 5 5 o
1 2 3 5 6 0 1 2 1
o6 4 3 5 1 0 3 3
7 o oo 4 5 2 3 0 4
©w 5 o 1 o 1 3 4 0

Par 'application de P'opérateur T'; la premiére ligne de la matrice A
se transforme comme 1l suit :

Parce quil y a Ti(A) = T1(A) il résulte que
8 A
{Ty(A) ha = {4 }he = a1
pour tout « = 2,3, ...,9, donc
- A A A A A A
312=3;a13=2;a14=3;a15=6;a16=1;a17=2;a18=3;
A
ai = 2.
Pour déterminer tous les chemins minimaux entre 1 et 24 par exemple,
il faut trouver d’abord les soluticns de I’éguation :
A A
a14 = 3 = a1y + aya (y £ 1,4)

ce qui nous donne y1 = 3; y2 = 9.
, . A A . .
L’équation @13 = a1s -+ as3 n’a aucune solution 3 # 1,3 mais
q ’
A . . .
a13 = a13 et nous avons donc obtenu un chemin minimal (z1, z3, 24).

, . A A
Pour y2 I'équation aip = a1s + ase (8 5 1,9) nous donne
A A A
61 = 6 et a1 = a16; G16 < A1e + Qe

pour tout € # 1, 6.
Le second chemin minimal est donc (zi1, ze, 9, 24).

Facultatea de Matematica si Mecanica
Strada Academiei, 14
Bucuresti, 22

République Socialiste de Roumanie.
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