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SUR L'ALGORITHME MATRICIEL DE B. ROY

Toan Towmescu (1)

Résumé. — Le but de cet article est celui de généraliser I'algorithme matriciel de B. Roy,
proposé dans [1), [2) pour la détermination de la u-fermeture d’un graphe fini au cas des
matrices aux éléments dans un semi-groupe a ordre semi-réticulaire.

Dans ce qui suit ’on considére un semi-groupe a ordre semi-réticulaire,
c’est-a-dire un ensemble S muni de deux lois de composition 0 et A qui satis-
font aux axiomes :

lYaob=0boa.
2 ao(boc)=(aob)oec.
aoe=a.

HaAb=>bA a

SYan(bBAc)=(aAb)Aec

6ana=a.

Naob A ¢c)=(aob) A (aoc).

8) a A (@0 b) = a quels que soient a, b, c € S et ¢ étant 1’élément neutre
de semi-groupe.

Dans l’ensemble S, on introduit une relation d’ordre partiel : a < b si
a AN b=a, qui a les propriétés suivantes :a A b <a; a A b<b;siz<a
etz <balorsz<a A b;a=a A (aob) <aob, en particulier

e<aoe=a.
Théoréeme 1. Sia<betc<dalorsaN c<bAdetaoc<bod.
Démonstration. On obtient aAb<a<c et aA b<b<d donc
anb<cAd

(1) Université de Bucarest, str. Academiei, 14.
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Si a<c alors
aob=>boa=>bo(anc)=(0oa)A (boc)=(aob)A(cob)<cob
quel que soit b € S.

En utilisant ce résultat on obtient dans les hypothéses du théoréme que
aob<cob=boc<doc=cod CQF.D.

On définit la multiplication des matrices carrées

A = {ad«ﬁ }a,/f=-l,..4,p et B = { bmﬂ }a.ﬂul,...,p
avec d,p, bap € S par la relation :

{A X B}aﬂ = /\ (aw/ Obyﬁ)=(aal Oblﬂ) AN (aa2 Obzﬂ) A o A (a“pobpﬂ)-

y=1,....p

Dans {3] on obtient que cette loi de composition est associative et, si @,, = €
on a la relation AP~1 = A7 = ..,

On introduit une relation d’ordre partiel dans I’ensemble des matrices aux
¢léments de S de la fagon suivante : 4 < Bsia,p < byp pourtouts, 8 = 1,...,p.

Si A < Cet B < D alors, conformément au théoréme 1 :
Ay Obyp < Cuyod,;, et /1\ (@ay 0 byp) < /1\ (Cay © dyp),
Y=1,..,p Y=1,...,P
donc 4 X B<LC X D.

{Az }1/} = Qup A ) 4\ (aocy o ay/y) < )
Tk
d’out on déduit :
A A2 A= 47—
On introduit les opérateurs T, ot p, v, p€{1,2,..,p} définis sur
I’ensemble des matrices 4 = { Aup Yapar,.p AVEC Gup €S €t Gy, = de la
maniére suivante :

T,,,,(”)(A) =Bsib, =a, A (a,,0a,)etb,z =a,,
pour tout (z, 8) 7 (u, v).
On en déduit que 4 > T,,(4) > 42, donc
AT = (T (AP > (A7 = A
et par conséquent (7,,)(4))?~! = 477,
On vérifie aisément que :
TWI(m)(TﬂM(pz)( A)) — lez(m)(Tmm(/n)( A))

et
T/w(p)(T/tv(p)(A)) = T/w(p)(A)'
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p
On introduit les opérateurs U, = l l Tﬂ,,"’) et 'opérateur

py=1
REV,LED YD

U= ﬁ U,
p=1

Dans I’expression de I’opérateur U ’ordre des opérateurs U, n’importe pas
en vertu de la propriété suivante : U, U,,(4) = U,, U, (4).

En effet :

{ UPI UP%(A) }uﬂ
= Qup A (aacpz ° apzﬂ)

A (aam A (ampz o ap2p1)) o (a,olﬁ A (aplpz o apzﬁ'))
= Qug N (aapl ° aplp) A (aapz ° apzﬂ) A (aaz/u 0ay,,, © apzﬂ)
A (@yp, ©Apyp, © a,,lﬁ) =Aop A (apy ©Gpip) A (@opy A (Bapy ©app,))

o (apzﬂ A (ap2p1 o apxﬂ)) = { Up2Up1(A) }a/?

Compte tenu de la relation (7,,’(4))*"! = A”~' on obtient par Ditéra-
tion que (U, (4))P~! = Ar=1 et (U(A)P~* = A»1.

Théoréme 2. U(4) = AP~* quelle que soit la matrice A = { aup }, g1
avec a,p €S et Guq = €.

Démonstration. En utilisant la commutativité et I’idempotence du produit
des opérateurs U, induites par la commutativité et I'idempotence du produit
des opérateurs T,w(”), on obtient U%(4) = U(A) et par conséquent

U(4) = UXA) = ...

On démontre par induction par rapport a s que :
{ Ui Uiyr - Un(4) }op < g A N (@ay © ayp)
v € (k1 ,k2,... ks {2, 8}
et, par conséquent, U(4) < A2 d’olt on déduit U3(4) < 4%; ...; Un(4) < 4%
pour tout n € N.

SireNetr > [%1_)] + 1 alors on a U(A4) < A% < A?~! mais
Ur(4) > (U (A)P~! = (UQ))P~! = AP~! et donc U™(4) = AP~1, c’est-a-
dire U(4) = UA4) = ... = U'(4) = 47~ 1. CQ.F.D.

Le probléme du calcul de la matrice 47~ est associé a quelques problémes
de la théorie des graphes et des réseaux électriques.
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Soit S I’algébre booléenne des fonctions booléennes définies sur {0, 1}
avec les valeurs dans { 0, 1 }; les opérations (0, A) sont respectivement (-, U),
la relation d’ordre partiel < est la relation > définie par f > gsi

f(xls st xn) > g(xl’ soey xn)

et 1’élément neutre est la fonction e(x;, ..., x,) = 1.

Dans [4] on démontre que, si 4 est la matrice des conductibilités directes
entre les nceeuds d’un circuit électrique, alors la matrice 47~! représente la
matrice des conductibilités totales entre les nceuds de ce circuit.

Dans [5] on définit la fermeture transitive G = «, I‘) d’un graphe fini
= (X, I') ou I"application I est définie par

Ix = {x}UTxUTx*U . UTx"!

pour tout x € X. Dans [6] on démontre que la matrice d’incidence du graphe G
est 4771 ol A est la matrice unitaire d’incidence associée au graphe G. S est
’algébre booléenne {0, 1 } et (0, A, <, €) sont respectivement (-, U, >, 1).

Dans [7], [5], [8], [3] pour un réseau de transport on définit une applica-

tion /(x) et une application c(u) sur I’ensemble U des arcs du réseau avec les
valeurs dans 1’ensemble { x | x > 0 }.

On introduit la matrice 4 = {a,, }a p=1,..,pb OU Pon a : =0;
ayp = I(x4, xp) 8’1l y @ un arc qui va de x, & xp et Qup = 00 €n cas contralre
En considérant le semi-groupe & ordre semi-réticulaire { x | x > 0 } U { 0 }

avec (0, A, <, e) donnés par (-, min, <, 0), 1a matrice 4?~! représente la
matrice des plus petites distances entre les sommets du réseau :

{4771 Yy, = . Joim { > 1w }

ueE

On introduit la matrice 4 = { a, }, 5-1
si(xq, Xp) €U et aup = 0si(x,, xp) ¢ U.

.....

p AVEC Ayy = CO0; Aup = c(xq, xﬁ)

Le semi-groupe & ordre semi-réticulaire est I’ensemble { x | x > 0} U { o0 }

et (0, A, <, €) sont (min, max, >, c0). La matrice A~ ! représente la matrice
des capacités maximales de transport :

{47 }op= max {min{c@)}}

H=(Xyenns xXB) u€p

On définit une application p(u) sur 'ensemble U des arcs du réseau avec
les valeurs dans ’intervalle [0, 1].

Si on définit la matrice 4 par les relations :

Qua = 15 Aup = P(Xay Xg) 81 (Xo, Xg) € U et ayp = 058i (x4, x5) ¢ U,
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alors A7~ 1 représente la matrice des probabilités maximales de la réussite du

transport :
AP}, = max p(uw)
{ } 4 o= (x0tyeesXpB) {H

ueEp

siS={x]|0< x< 1}et(o, A, <, €) sont donnés par (-, max, >, 1).

D’autres méthodes matricielles de calcul de la matrice 47~1 sont exposées
dans [9]. Il faut remarquer que L. Nolin, en utilisant une structure algébrique
semblable, a proposé aussi ([10], p. 94) une généralisation de 1’algorithme
matriciel de B. Roy (nommé ici ’algorithme de Warshall).
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