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FERMETURE DE CERTAINES CLASSES
DE LANGAGES FORMELS
SOUS DES PERMUTATIONS LINGUISTIQUES

par Claude BOUCHER (%)

Résumé. — On démontre que la classe des langages de Kleene, des langages de Chomsky
ou des langages dépendants du contexte sont chacune fermées sous la permutation des
symboles d’un sous-alphabet de I'alphabet dont ils sont issus.

On donnera le nom d’alphabet 4 un ensemble fini non vide £ = { ¢, ..., 6, }
dont les éléments seront appelés symboles. X* désignera I’ensemble de toutes
les suites finies de symboles de X, y compris la suite formée d’aucun symbole
de 2 que I’on appellera mot vide et que 1’on désignera par A. Les éléments
de 2* seront appelés des mots. Un sous-ensemble L quelconque de Z* recevra
le nom de langage.

On peut définir une loi de composition qui, 4 deux langages L, et L,, fait
correspondre un nouveau langage désigné par L, - L,. Ce langage est formé
de tous les mots que 1’on obtient en écrivant 4 la suite les symboles d’un mot
quelconque de L,, puis ceux d’un mot quelconque de L,. On appellera conca-
ténation cette loi de composition. Dans le cas ou I’un des langages ne compor-
terait qu’un seul mot x, on écrirait

Li-x ou x-L,  plutdtque Li-{x} ou {x}:L,.

Un automate fini # sera un 5-tuplet { K, X, 3, 5,, F) ou

K est un ensemble fini, 1’ensemble des états de #A;

Y un ensemble fini, I’alphabet de #;

3 une application de K x X dans J(K), la fonction de transition de #;
s, un élément distingué de X, 1'état initial de A;

F un sous-ensemble de K, ’ensemble des états terminaux de 4.

(1) Département de mathématiques, Université de Sherbrooke, Sherbrooke, Canada.
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Un mot quelconque du langage K. X* sera appelé une configuration de
I’automate . Soient « et § deux configurations de I’automate fini #£. On dira
que « induit 3 d’une maniére immédiate ssi

o == SOX
B=s'x
et s’ € 3(s, o)

avec s €Z, x € X%, s € Ket s’ € K. On écrit alors o ‘%'3

Soient encore « et 3 deux configurations de I’automate fini . On dira
que o induit B ssi

1°a=28
ou bien

2° il existe une suite o, ..., &, de configurations de A telles que

@ oy = o,

(i) o, =B
et (iii) o; l% a;ppouri=1 .., p—1
On écrit alors « | % B.

Soit x € Z*. On dira que x est accepté par I’automate fini 4 ssi il existe un
état s’ € F tel que s,x };s'. On désignera par 7(/) I’ensemble des mots
acceptés par £.

Soit L < 2*, On dira que L est un langage de Kleene ssi il existe un automate
fini A tel que T(#) = L.

Un automate G mémoire empilée # est un 7-tuplet ( K, Z, I, 3, s, Z,, F ),
ou K, X, s, et F sont interprétés comme dans le cas précédent, mais % est
appelé alphabet d’entrée de #;
ou I' est un ensemble fini non vide, appelé alphabet auxiliaire de #;

Z, est un élément distingué de T", appelé symbole auxiliaire initial de #;

3 est une applicationde K x (2 U {2 }) x I'dans §F(K x I'*), I’ensemble
des parties finies de K X I'*, encore appelée fonction de transition de £.

Une configuration d’un tel automate sera un mot de I'* . K. Z*. Soient o
et B deux configurations de I’automate 3 mémoire empilée #A. On dira que «
induit 3 d’une maniére immédiate ssi

ou bien

10
o = yTSeX
B = yws'x

et {s',w)€eds, a,7)
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pour yel*, wel* xeXZ* oceZetrel;

ou bien
20
® = pISX
B = yws'x
et {8’y w) €eds, A, 1)

. *
On écrit encore « ( 8.

Le fait qu’une configuration o induiz une configuration B est défini comme
précédemment.

Soit x € £*. On dira que x est accepté par un automate 3 mémoire empilée
ssiil existe un mot y € I'* et un état s* € Ftels que Z,s5,x }} ys'. T(#4) désignera
encore I’ensemble des mots acceptés par 'automate 3 mémoire empilée A.

Soit L € £* On dira que L est un langage de Chomsky ssi il existe un
automate & mémoire empilée A dont I’alphabet d’entrée est X et qui est tel
que T(£A) = L.

Un automate linéaire borné avec doubles marquants s est un S-tuplet
(K, ZU{# },3,s, F), ou K, X, 5,, F sont interprétés comme dans le cas
des automates finis,

ol # est un symbole qui n’apparait pas dans X, appelé marquant,
olt 3 est une application de K x (Z U { # }) dans
FExEU{#DPx{—10,1)

telle que l'une ou l'autre des expressions (s, o, p > € (s, #) ou
{8, #,p > €3(s, o) entraine ¢ = #. On appelle encore fonction de transition.

Une configuration d’un tel automate est un mot pris dans
(K- #- S0 #) U (#£ - ZF K- TF e ) UG- I8 4+ K).

Soient « et B deux configurations d’un tel automate. On dira que « induit 8
d’une maniére immédiate ssi :

ou bien 1° o = PTS6X

B = ys'ta’'x
et (s, 6", —1)€d(s,a);
ou bien 2° o = ysex

B = ys'c’x
et {s'ya6’,0) €d(s, o);
ou bien 3° % = YSGX

8 = yo's'x

et {s'ya', 1> €ds, o)
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*
avec x, yEE U {# D* et o, o/, T€eZU{# }. On écrit encore « |7 B et
I'idée que « induit B se définit et se dénote comme précédemment.

Soit x € Z*. On dira que x est accepté par ’automate linéaire borné avec
doubles marquants #£ ssi il existe un y € X* et un s’ € F tels que

SIHEXH | GHEY#S.

T(A) désigne encore I’ensemble des mots acceptés par .

Soit L < X*. On dira que L est un langage dépendant du contexte ssi il existe
un automate linéaire borné avec doubles marquants /£ tel que T(#A) = L.

Soient £ = { oy, ..., 6, } un alphabet, &' = { 5;, ..., 5;, } un sous-ensemble
de 2, ¢ une permutation de X’ et L < X*. On appellera ¢-permutation de L
le langage L' [noté P,(L)] que I’on peut former a partir de L de la maniére
suivante :

1° si x est un mot de L qui ne contient pas au moins une occurrence de
chaque symbole de X', x sera inclus dans L',

2° si x est un mot de L qui contient au moins une occurrence de chaque
symbole de X', on inclura dans L’ tous les mots formés & partir de x en y
remplagant une et une seule occurrence de chaque symbole o;, de X' par son
image ¢(s;).

Par exemple, supposons que I'on ait X == {a,b,c,d}, X' ={a,b,c} et

a b ¢

que ¢ soit la permutation ( ) Si le langage L contient un mot

¢c ab
x = adbaad, on I’inclura dans P,(L), puisque ce mot ne contient pas une
occurrence de tous les symboles de X', Par contre, si L contient un mot comme

x=abacbdac, on adjoindra a2 P, (L) des mots comme caabbdac,
caacbdab,cbabadac,cbhacadab,aacbbdac,aaccbdab, etc.

Le mot caabbdac est obtenu a partir de x en remplagant la 1*¢ occur-
rence de @, la 17¢ occurrence de b et la 1F¢ occurrence de ¢ par ¢, a et b respec-
tivement. Le mot caacbdab est obtenu & partir de x en remplagant la
1r¢ occurrence de a, la 17¢ occurrence de b et la 2¢ occurrence de ¢ par ¢, aet b
respectivement. Le mot ¢ ba b adac est obtenu en remplagant la 1*¢ occur-
rence de a, la 2° occurrence de b et la 17¢ occurrence de ¢ par ¢, a et b respec-
tivement. Et I’on pourrait continuer ainsi. Comme on avait 3 occurrences de a,
2 de b et 2 de c, cela donne 3 X 2 X 2 = 12 possibilités de substitution.

En général, sio (s;,) indique le nombre d’occurrences du symbole o;, dans
le mot x, le nombre total de substitutions possibles sera

ﬁ o (o),
i=1

ot p = card (), pourvu que 0 (6;) %~ 0 pour 1 < i< p.
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Nous voulons démontrer que si L est un langage de Kleene (resp. un langage
de Chomsky ou un langage dépendant du contexte), il en est de méme de
P,(L), pour toute permutation ¢ d’un sous-alphabet de I’alphabet dont L
est issu.

Soient ¢ wune permutation de X’ = {a, b, ¢}, sous-alphabet de
X ={ab,c,d} et L < X* On pourrait partager le langage P, (L) en un
certain nombre de sous-ensembles disjoints dont certains sont susceptibles
d’étre vides. D’une part, on aurait le sous-ensemble £} de tous les mots de L
qui ne contiennent pas au moins une occurrence de chaque symbole de Z'.
D’autre part, on aurait les sous-ensembles

¥a, b, ¢), E{(a, c, b), EXb, a, c), E}(, c, a), E¥(c, a, b) et E}(c, b, a),

ou, par exemple, E{(a, b, c) contient tous les mots x’ de P,(L) obtenus a
partir d’un mot x de L, tels que dans x I’occurrence de a remplacée par ¢(a)
est située 4 gauche de ’occurrence de b remplacée par ¢(b), qui est elle-méme
située a gauche de I’occurrence de ¢ remplacée par ¢(c), ot E¥(a, c, b) contient
les mots x’ de P (L) obtenus par une substitution dans un mot x, ou I’occur-
rence de g remplacée par ¢(a) est & gauche de celle de ¢ remplacée par ¢(c), qui
est elle-méme a gauche de celle de b remplacée par ¢(b), etc. On peut donc
&crire

PL) = EFU (U EX((@), b), ¢(c>>) :

out S représente I’ensemble de toutes les permutations de { a, b, ¢ }.

Plus généralement, on peut énoncer le théoréme suivant dont la véracité
devrait paraitre évidente & la lumiére des remarques qui précédent.

Théoréme 1. Soient X = { 6y, ..., 6, } un alphabet, £’ = { g, ..
sous-alphabet de %, © une permutatlon de Y'et L < T*

. Gj, y un

Alors, on peut écrire
P (L)=E}U (lq.;?g E¥({(sp) - ¢(cjp))) s

ou S représente I’ensemble des permutations de ' et ol les ensembles

i et E{(4(c)), -..» ¥(o5,))

sont interprétés comme dans les remarques qui précédent ’énoncé du théoréme.
Nous allons maintenant tenter de démontrer que les ensembles

i et EZ(Y(s;); ..., Y(o5,))

sont de méme nature que le langage L dont on est parti.

Théoréme 2. Si L est un langage de Kleene (resp. un langage de Chomsky
ou un langage dépendant du contexte), alors ’ensemble E¥ est également un
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langage de Kleene (resp. un langage de Chomsky ou un langage dépendant
du contexte).

Démonstration

Si EF était un ensemble vide, le théoréme irait de soi, car, alors, il suffirait
de prendre un automate fini, un automate & mémoire empilée ou un automate
linéaire borné avec doubles marquants, selon le cas, pour lequel on aurait

F = ¢&. On peut donc supposer que Ef¥ # &.
Si L est un langage de Kleene, il doit exister un automate fini
A:<K’278331’F>
tel que T(+4) = L. Nous allons maintenant construire un automate fini

‘(‘6 = <K,92,8’aS1’F,>
tel que T(PB) = E}F.

Pour tout s, € K, formons des états sov %, ot 1<i<p—1 et
ou g;,, ..., 6;, € X'. Par exemple, si £’ = {a, b, ¢ }, pour tout s, € K, on for-
mera les états 55, sb, 5o, 537, sZ°, s2¢, 522 5% s On considérera K’ comme
la réunion de K, de I’ensemble des états s> % ainsi formés et de {s* },
ou s* est un état différent de tous ceux qui précédent. On prendra pour F’ la
réunion de F et de ’ensemble des états s3i % pour lesquels s, € F. L’état

initial de 3 et son alphabet seront les mémes que ceux de #A. Enfin, la fonction
de transition 3’ sera définie comme suit :

si s, € 3(s,,, 6), on posera
1° 57 € 8’(s,,, ) pour s € Z';
2° s, €d(s,,,0) pour s € X — X’;
30 OO @ §(s0h %, )
pour
ce€X’ —{o;,.., 05} et {6js0n0j,0}#LT;
4° 3(sThr o, 6) = { 5% )
pour
€X' —{0j,..,0;} et {6/ 0r0j, 0} =%,
59 5% % g §(sShe %, )
pour

g€{06;,..,0,}UE—2T);

enfin, on écrira 8'(s*, 6) = { s* } pour tout ¢ € Z.
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Dans le cas ou L serait un langage de Chomsky, on pourra trouver un
automate 3 mémoire empilée £ = (K, 2, I, 3, 5, Z,, F ) tel que T(#) = L.
On construira un automate 3 mémoire empilée $ = ( K, £, I, &', 5,, Z,, F' )
tel que T(HB) = E¥ d’une maniére assez semblable a la précédente. En parti-
culier, les ensembles K’ et F’ seront définis comme précédemment. La définition
de la fonction §’ sera cependant légérement différente.

Dans le cas ou < s,, w > € 3(s,,, 5, T), on écrira

1° (s, w) € 8'(s,, 0, T) pour ¢ € Z’;

2° (s, wy€d(s,, o, t)pourc€ZU{n}—Z';
30 (5T 0% N € §(sPhe % | g, %)

pour
c€X —{oj,..,0;} et {60 0j0 } F£ 2
4° B 0,7) = { (5% W )

pour
ceX —{ Gjis ==+s Gjj; } et { Tj1s =+ Gj;s O }=x;
50 <s:ll ..... Ujl_, w> 6 SI(S:lil ..... Ui'_.’ 6’ T)
pour

6€{6j,..,0;, UEU{A}—Z);

enfin, on écrira §'(s*, 6, 1) = { {(s*, A > }pourtoutc € Z U { A }ettoutt eI

En troisiéme lieu, si L est un langage dépendant du contexte, il existe alors
un automate linéaire borné avec doubles marquants

‘7‘(‘.:<K,EU{#},8,S1,F>
tel que 7(+) = L. On formera un nouvel automate
$:<KI,ZU{#},81>t1aF'>

du méme type, en procédant de la fagon suivante. Pour obtenir K’, on ajoutera
a K des états s*, t,, t, et t;, et tous les états de la forme 15" %%, ou
I<i<p—1letoulesagy,..,6; €X' On posera F' = F et on prendra ¢,
comme état initial de 3. Enfin, la fonction de transition 3’ sera définie comme
suit :

8'(ty, #) = {t2, #, 1D };

3'(ty, o) ={<13, o,1>} pour ceX;
3'(ty, 6)={<¢t,, 6,1>} pour ceEX —-3';
(2%, 6) = { (IS g 15 )
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pour
c€X —{oj,..,0,} e {o0j,..,0;,,06}FL;
Sl(tgil’“”ai"’ 6) = { <S*’ G, 1> }
pour
ce€X —{oj,..,0;,} et {o;,.,0,0y=2";
3"t %%, 6) = { (&%, 6, 1) }
pour

c€{cy ... 0,}UE —32);
3(ty, #) = {<{ts, #, — 1) }
S, #) = { gy e — 1D ;
(3, 0) ={<t3,6,~—1>} pourceX;
8'(ts, #) = {50, #, 05 };
(s*,0) ={(s%0c,1>} pourc € X U {# };
3'(s,0) = 3(s, 6) pour tout s € K;

enfin, 3'(s, 6) = & pour toutes les autres possibilités.

Dans chacun des trois cas qui précédent, il serait possible de démontrer
que l’on a T(#) = E¥. En fait, pour les cas des automates finis et des auto-
mates & mémoire empilée, la facon dont la fonction de transition 8’ du second
automate a été définie permet d’imiter le fonctionnement du premier automate
tout en enregistrant a mesure qu’il les rencontre les symboles qui proviennent
de X'. Si le second automate parvient 4 lire un mot x sans avoir rencontré tous
les symboles issus de X', il entrera finalement dans un état de la forme s, ou
de la forme si. Si x peut étre accepté par ’automate A, on est susceptible
d’avoir s, € F et par conséquent 5, € F’ ou sf € F’, d’ou ’on tire que x sera
accepté par $B. Si x ne peut &tre accepté par A, on doit nécessairement avoir
s, ¢ F, donc s, ¢ F’ et s ¢ F’; alors, x ne peut donc pas étre accepté par B.
Si, en lisant le mot x, le second automate réussit 4 rencontrer tous les symboles
de X', il entrera dans I’état s* dont il ne peut sortir et qui n’est pas terminal.
Alors, le mot x ne saurait étre accepté par B.

Dans le cas d’un automate linéaire borné, I’automate $ aura pour effet
d’examiner le mot x pour voir si on y rencontre tous les symboles de X’. S’il
n’en est pas ainsi, il reviendra scruter le marquant de gauche et entrera dans
I’état s, qui était 1’état initial du premier automate. Le mot x sera donc, dans
cette situation, accepté par I’automate 3 si et seulement s’il I’étaijt par I’auto-
mate s&. Dans le second cas ou 'automate $ aurait rencontré dans x tous les
symboles de X', il serait entré dans I’état s* dont il ne pourrait sortir. Alors,
le mot x ne serait pas accepté par I’automate 3B.
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Rappelons que, si I’on a une permutation ¢ du sous-alphabet £’ et que

si $(5;,), ..., Y(a;,) représente une liste des symboles de £’ dans un ordre donné,
2 Y(o;), .., Y(a;,)) désigne Pensemble des mots x” obtenus & partir des mots x
de L, alors que dans x I’occurrence de {(s;,) remplacée par ¢(Y(s;,)) est située
a gauche de I’occurrence de {(q;,) remplacée par ¢({(s;,)), qui est & gauche de

Poccurrence de Y(o;,) remplacée par ¢({(c;,)), etc. On peut a propos d’un tel
ensemble démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3. — Soient ¢ une permutation du sous-alphabet %’ de Z,
¥(s;,), .., ¥(o;,) une liste des symboles de X’ dans un ordre donné, et L un
langage dans X, alors, si L est un langage de Kleene (resp. un langage de
Chomsky ouun langage dépendant du contexte), I’ensemble E7(Y(s;,), ..., $(c;,))

sera un langage de Kleene (resp. un langage de Chomsky ou un langage dépen-
dant du contexte).

Démonstration

Suivant les cas, on doit pouvoir trouver un automate fini
"/(7 = <K’ 27 89s1, F>)

un automate 2 mémoire empilée £ = (K, Z, T, 3, 5;, Z;, F) ou un automate
linéaire borné avec doubles marquants £ = (K, Z U { # }, 8, 5,, F) tels que
T(#A) = L.

Dans le cas od 4 serait un automate fini, construisons un automate fini
B =<K, 2, 8, 51, F) de la maniére suivante. Pour tout s, € K, on formera
un état s¥ pour 1 < k < p. K’ sera obtenu par la réunion de K et de I’en-
semble des états s, F’ sera I’ensemble des états s? pour lesquels s; € F. Enfin,
3’ sera définie comme suit : si s, € 3(s,, 6), on écrira s, € 3'(s,, 6) et pour
1< k<p sked(sk, o); on posera également sp € 8'(s,, ¢(c)) si 6 = {(c;,)
et sy € 3'(s%™", ¢(0)) si 6 = Y(s;,), pour 2 < k < p.

Si A était un automate & mémoire empilée, la construction d’un automate
3 mémoire empilée B = (K', X, T, §', 54, Z;, F) se ferait d’une manicre trés
semblable. En particulier, les ensembles X' et F’ seront définis de fagon iden-
tique. La fonction 8’ sera soumise aux clauses suivantes : si {s,, W) € 3(s,,, 6, 1),
on écrira {s,, w) € 8(s,,, 5, 7) et, pour tout 1 < k < p, { sk, w) €8'(sk, 5, 7),
ainsi que { 5, w > € 8'(s,., 9(0), ) si 6 = Y(a;,) et { sk, w D € (s, 9(a), T)
si 6 = Y(0;,), pour 2 < k < p.

Enfin, si # est un automate linéaire borné avec doubles marquants, la
construction d’un automate $ = (K', Z U { # }, ¥, t;, F'> du méme type se
fera de la fagon suivante. Etant donné une liste particuliére ¥(s;), ..., ¥(o;,)
des symboles de X', on construira les états ¢y, t,, ..., 1;,+3. K’ sera formé par
la réunion 4 K de I’ensemble de ces nouveaux états. On aura F’ = Fet ¢, repré-
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sentera 1’état initial du nouvel automate. On définira la fonction 3’ de la fagon
suivante :

8'(tls #) = { < 12’ #s 1 > };
SI(tZ’ #) = { < tjp+3, #: _1 > };
Sl(ti+1s c) = { {tivg, 0,1 }

pour
1<i<j,c€X et o 7% o(Y(s;,));

8"t 1, P(W(0;))) = { i1, 90D, 1 D, {tizs W(o5), 1 ) }
pour 1 < i < j,;
8'(tj,+2,0) ={<{tj42,06,1)} pour cEX;
(42, #) = {43, #, — 1) }
3'(tjy+3,0) = {{tjp+30,—1)} pour c €
(e #) = { (s, #,05 %

enfin, 3'(s, 6) = & pour les cas qui n’ont pas été mentionnés.

Dans chacune des situations étudiées précédemment, il serait possible de
montrer que ’on a

T(B) = EL(w(0),); > $(55,))-

Dans le cas ol A& est un automate fini ou un automate 3 mémoire empilée,
I’automate 3 correspondant a pour effet d’imiter le comportement de .
Cependant, lorsqu’il rencontre un symbole ¢ susceptible d’étre obtenu a partir
d’une permutation ¢ des symboles de X’ il peut alors ou bien se comporter
comme A&, ou bien se comporter 4 1’égard du symbole ¢ comme A se compor-
terait 4 1’égard de ¢~ !(c). De plus, dans ce cas, il enregistrera cette variation
de comportement, en passant d*un état provenant de K 2 un état du type s}
ou d’un état du type s/, & un état du type s/**. Supposons que x soit un mot
de L qui contient an moins une occurrence de tous les symboles de X’ et x" un
mot qui provient de x au moyen d’une @-permutation du langage L, la substi-
tution se faisant dans I’ordre {(c},), ..., Y(c;,). Alors, puisque les seuls états
terminaux de B sont les états de la forme s? pour lesquels s, est terminal
dans A, x’ sera accepté par P dans le cas et seulement dans le cas ol x est
accepté par A.

Si I’automate 4 est linéaire borné, I’automate J examinera d’abord le
mot x’ de maniére 3 le ramener 4 la forme initiale x; il viendra alors scruter
le marquant de gauche et entrera dans 1’état s;. A partir de ce point, il imitera
scrupuleusement le comportement de /. C’est donc dire que x’ sera accepté
par I’automate 3 si et seulement si x est accepté par A.
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Les théorémes 1, 2 et 3, ainsi que le fait bien connu que la réunion d’une
famille finie de langages de Kleene (resp. de langages de Chomsky ou de lan-
gages dépendants du contexte), est un langage de Kleene (resp. un langage de
Chomsky ou un langage dépendant du contexte), nous permettent d’énoncer
le théoréme suivant.

Théoréme 4. — Si L est un langage de Kleene (resp. un langage de Chomsky
ou un langage dépendant du contexte) d’alphabet X, alors, pour toute permu-
tation ¢ d’un sous-alphabet X’ de X, P (L) sera un langage de Kleene (resp.
un langage de Chomsky ou un langage dépendant du contexte).

*
k%

Le concept de langage de Kleene fut introduit dans Kleene [1]; ceux de
langage de Chomsky et de langage dépendant du contexte, dans Chomsky [1].
Les caractérisations que nous avons utilisées ici se retrouvent dans Rabin et
Scott [1], Chomsky [2] et dans les travaux successifs de Myhill [1], Kuroda [1]
et Landweber [1]. Les démonstrations du fait que la réunion d’une famille
finie de langages de Kleene (resp. de langages de Chomsky ou de langages
dépendants du contexte) est un langage du méme type, apparaissent dans
Rabin et Scott [1] et dans Bar-Hillel, Perles et Shamir [1].
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