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R.I.R.O.
(4e année, N ° R-l, 1970, p. 109-125)

TRANSDUGTIONS ALGEBRIQUES

par Michel FLIESS (*)

Résumé. — La bijection entre les transductions (Fun monoïde libre X* dans un autre Y*
et les parties du monoïde produit X* ® Y* nous permet de montrer que la théorie des trans-
ductions est une conséquence simple de concepts généraux tels ceux de parties reconnais-
sablés, rationnelles et algébriques et des propriétés de leurs intersections. Nous prouvons que
les transductions algébriques sont effectuées par les transducteurs à mémoire en pile. Nous
donnons de nombreux exemples.
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NOTATION

On appelle X* le monoïde libre engendré par un ensemble non vide X,
appelé « alphabet », qui, dans ce travail, est toujours fini. Le produit de conca-
ténation est noté multiplicativement. L'élément neutre de X*, c'est-à-dire le
mot vide, est noté « 1 ».

(1) Institut de Programmation, Faculté des Sciences de Paris.



110 M. FLIESS

INTRODUCTION

Les transductions sont des applications d'un monoïde libre dans l'ensemble
des parties d'un autre. Elles sont apparues dès le début de la théorie des auto-
mates comme étant effectuées par des automates finis auxquels on avait ajouté
une « sortie » (voir, par exemple, les machines dites de Moore ou de Mealy,
cf. [10]). Le terme de transduction et la première formalisation mathématique
sont dus à Schützenberger [18].

Notre but, dans cet article, est de systématiser le point de vue d'Elgot et
Mezei [4] en considérant toute transduction de X* dans F* comme une partie
du monoïde produit X* ® F*.

La classification en transductions rationnelles et algébriques, les propriétés
de compositions et des images des langages rationnels et algébriques appa-
raissent alors comme des conséquences simples de concepts et de théorèmes
généraux dus à Eilenberg [3], [4], Les transductions rationnelles ayant déjà été
étudiées (Elgot et Mezei [5], Nivat [14]), nous nous intéressons plus parti-
culièrement aux transductions algébriques dont, notamment, nous montrons
qu'elles sont effectuées par les transducteurs à mémoire en pile introduits par
R. J. Evey et étudiés par Ginsburg et Rosé ([7], p. 102, [8], [9]). Nous donnons
de nombreux exemples.

Nous apprenons, avant la mise en impression, qu'un article d'Aho et
Ullmann [1] contient quelques-uns de nos résultats : les transductions algé-
briques y figurent sous le nom de « simple syntax directed translations ».

L PARTIES RECONNAISSABLES, RATIONNELLES
ET ALGEBRIQUES

On doit à Eilenberg [3] [4] les définitions suivantes :

Définitions

1) Une partie P d'un monoïde M est dite reconnaissable si elle est saturée
par une congruence d'index fini. Il existe donc un homomorphisme <p de M
dans un monoïde fini tel que P = ep~" l<pP.

2) La classe des parties rationnelles d'un monoïde M est la plus petite
classe de parties de M satisfaisant les conditions suivantes :

(i) la partie vide et tout élément m de M sont des parties rationnelles;
(ii) si Pt et P2 sont des parties rationnelles, il en est de même de leur

union P1 U P2 et de leur produit P ^ ^ ;
(iii) si P est une partie rationnelle, il en est de même de P*, sous-monoïde

engendré par P.
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Soit M ® M'le monoïde produit (direct) des monoïdes M et M'. Un élément
de M® M' est noté m® m' où m€M et m' € M'. On peut énoncer le
théorème (*) suivant :

Théorème 1

Pour qu'une partie de M (g> M' soit reconnaissable, il faut et il suffit qu'elle
soit union finie de produits R ® R' de parties reconnaissables de M et M'.

PREUVE : (i) Soit R (resp. R') une partie reconnaissable de M (resp. M') il
existe un homomorphisme 9 (resp. 9') de M (resp. M') dans un monoïde
fini <S> (resp. <D'), une partie ^(resp. F') de O (resp. O') tels que :

R = <?~1F R'=<p''lF'

Soit 9 ® 9 ' l'homomorphisme de M® M' dans O <g> <[>' défini par
(9 (g) 9')(m (g) m') = 9m (g) ©'m' (w Ç.M,rn' € M'). Il vient

R® R' est donc reconnaissable; toute union finie de parties reconnaissables
étant reconnaissable (cf. [2], [3]), la part directe du théorème est démontrée,

(ii) Soit Y un homomorphisme de M (g) M' dans le monoïde fini <ï>, F une
partie de <I>, R la partie reconnaissable de M® M' définie par R =XV~1F.
Soit u et u' les injections canoniques de M et M' dans M (g) M'. Posons
P - T M M , P ' - Yu'M'. Il vient i? = I I Ç¥uYlp ® CFtf')"V-

D'où la démonstration de la réciproque.

REMARQUE

On généralise à un produit de plus de deux monoïdes de manière évidente.

On sait que dans tout monoïde libre X*, il y a identité entre les classes de
parties reconnaissables et rationnelles (cf. [7], p. 50, [11], p. 153). Ce n'est pas
le cas pour un produit de monoïdes libres. Dans le monoïde commutatif libre
à deux générateurs X+ = {x, y } + , isomorphe au produit de deux monoïdes
libres monogènes, la partie rationnelle { xnyn | n > 0 }, sous-monoïde engen-
dré par xy, n'est pas reconnaissable.

Eilenberg [3], [4] définit aussi dans des ensembles munis de structures
algébriques fort générales des parties dites algébriques. En particulier, la
définition s'applique aux produits d'un nombre fini de monoïdes libres : on
obtient les ensembles « context-free » de [12]. Dans un monoïde libre on retrouve
les langages «context-free» de Chomsky. On a le théorème fondamental
suivant [3] :

(1) Communication personnelle d'Eiîenberg qui nous a dit qu'il était dû, ainsi que la
démonstration, à Mezei.
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Théorème 2

L'intersection d'une partie algébrique (resp. rationnelle) et d'une partie
reconnaissable est une partie algébrique (resp. rationnelle).

Terminologie et notation

On appelle langage toute partie d'un monoïde libre. Les langages rationnels
ont souvent été appelés langages de Kleene, .K-langages (cf. [11], [14]), langages
ou événements réguliers, « finite-state languages ». Les langages algébriques ont
souvent été appelés langages de Chomsky, C-langages (cf. [11], [14]), « context-
free languages », « Algol-like languages ».

L'union de parties dans un produit de monoïdes libres sera notée par U,
+ ou S. Un système engendrant une partie algébrique correspond à une
grammaire « context-free » de Chomsky, il sera appelé « système d'équations
algébriques ».

H. TRANSDUCTIONS

a) Définition des transductions

Définition

On appelle « transduction du monoïde libre X* dans le monoïde libre F* »
toute application de X* dans l'ensemble 2Y* des parties de F*.

A toute transduction T de X* dans F*, faisons correspondre la partie T de
X* <g> F* définie par :

Réciproquement, à toute partie T de X* ® F*, on peut faire correspondre
la transduction T de X* dans F* telle que

L'image par T de tout langage L £ X* est donnée par

(A) =/>,[(£ ® Y*)

oupY est la projection canonique de X* ® F* sur F*.
Soit les transductions TX de X* dans F*, T2 de F* dans Z*, on définit de

manière évidente la composition des deux transductions (cf. [18], [5], [14]).

La partie correspondante TPVX ç X* ® Z* est donnée par

(B) Tprj = px®z[0i ® Z*) fl (X* (g) T2)]
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où/?x®2 est Ia projection canonique de X* ® F* ® Z* sur X* ® Z*. Remar-
quons que l'application identique de X* dans X* est la transduction corres-
pondant à la partie rationnelle de X* ® X*

La somme T + T' des deux transductions T et T' de X* dans F* est, par
définition, la transduction correspondant à l'union T U T ' des parties T et T'
de X* ® F*. La transduction qui à tout langage de X* fait correspondre la
partie vide de F* est l'élément neutre du monoïde commutatif additif des
transductions de X* dans F*. TX (resp. T 2) étant une transduction de Zf dans X*
(resp. de F* dans Zf ), on vérifie que :

(T + T')Tt = TTi + TtX1

T2(X + T') = T2T + T2T'

On peut résumer ce qui précède de la manière suivante (cf. [13], p. 28) :

Proposition

On peut définir une catégorie semi-additive, dite catégorie des transduc-
tions, dont les objets sont les monoïdes libres et les morphismes les transduc-
tions.

REMARQUES

(i) On vérifie que dans la catégorie précédente, il n'existe ni produit, ni
coproduit (cf. [13], p. 24).

(ii) On aurait pu aussi définir des transductions généralisées comme appli-
cations d'un produit ® Xf d'un nombre fini de monoïdes libres dans Fen-

*
semble des parties d'un produit ® F* d'un nombre fini de monoïdes libres,

i
Elles auraient correspondu à des parties de (® Xf) ® (® F*).

i J

On aurait trouvé des propriétés analogues.

b) Transductions inverses

A une même partie de X* ® F*? on peut associer une transduction de X*
dans F* et une de F* dans X* : les deux transductions sont dites « inverses »
l'une de l'autre.

Ce ne sont pas nécessairement des applications réciproques.

EXEMPLE : X = { x, y }, x = (x + y) ® y C x* ® X*.

A T correspond la transduction T de X* dans X* telle que rx = y et la
transduction inverse T' telle que t'y = x + y*

On voit que T'TX = x + y ^ x
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c) Transductions rationnelles

Définition

Une transduction de X* dans F* est dite rationnelle (l) si et seulement
s'il lui correspond une partie rationnelle de X* ® F*.

Les propriétés générales les plus importantes des transductions sont dues
à Elgot et Mezei [4] et à Ni vat [14], Rappelons-les brièvement :

— La transduction inverse (2) d'une transduction rationnelle est ration-
nelle (immédiat d'après notre définition, voir aussi [14]).

— Pour qu'une transduction x de X* dans F* soit rationnelle, il faut
et il suffit qu'on puisse lui associer un alphabet Z, un langage rationnel /
de Z*, deux homomorphismes cp et W de Z* dans X* et F* tels que pour tout
langage L de X* l'on ait :

TL=W(9~
lLni) (cf. [14])

— Les transductions rationnelles forment une sous-catégorie semi-additive
de la catégorie des transductions (cf. [5], [14]).

— L'image par une transduction rationnelle d'un langage rationnel
(resp. algébrique) est un langage rationnel (resp. algébrique) (cf. [7], p. 92, [14]).

L'automate, que nous appelons transducteur fini (« sequential transducer »
dans [7]), effectuant une transduction rationnelle a été décrit par Elgot et
Mezei [5]. Nivat [14] en a déduit pour une transduction rationnelle T de X*
dans F* l'existence d'une représentation y, de Z* par des matrices n X n,
dont les éléments sont des langages rationnels de F*, vérifiant T / = (fx/)ltB.

m . TRANSDUCTIONS ALGEBRIQUES

a) Propriétés générales

Définition

Une transduction de X* dans F* est dite algébrique si et seulement s'il lui
correspond une partie algébrique de X* 0 F*.

REMARQUE

Si card X = card F = 1, X* ® F* étant isomorphe à un monoïde com-
mutatif libre, on sait d'après le théorème de Parikh ([16], [7], p. 146) que les
classes des parties algébriques et rationnelles de X* 0 F* sont confondues, donc
aussi les classes des transductions algébriques et rationnelles de X* dans F*
{cf. [1]).

(1) Les transductions rationnelles ont été appelées souvent «sequential transducer
mappings » [7], « üT-transductions » [14], ou simplement « transductions » [5],

(2) Ce terme ne recouvre pas le même sens que dans [7], p. 95.
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Proposition 1

La transduction inverse d'une transduction algébrique est algébrique.

Proposition 2

Pour qu'une transduction r d e l * dans F* soit algébrique, il faut et il suffit
qu'on puisse lui associer un alphabet Z, un langage algébrique I de Z*, deux
homomorphismes 9 et Y de Z* dans X* et F* tels que, pour tout langage
L de Z*, l'on ait :

T L ^ T ^ - ^ H / ) (cf. [1])
PREUVE

II suffit de remarquer qu'à toute partie algébrique

xdex*® r*(in F - 0),

on peut associer un langage algébrique A du monoïde libre { X, Y }* tel que
T = y A où y est Fhomomorphisme de { X, Y }* sur X* g) F* défini par
yx = x® 1, yy = 1 ® 7.

Soit fx l'injection canonique de Z* dans { X, Y }*, TT̂  la projection cano-
nique de { Z, F}* sur F*, il vient : yL = n^i^L H ^) .

Réciproquement, soit le langage algébrique / de Z*, les homomorphismes 9
et Y de Z* sur Z* et F*, la transduction T de Z* dans F* définie par

Elle correspond à la partie { cpw ® Yw \ w € / } de Z* ® F*, qui est évidem-
ment algébrique, T est donc algébrique.

REMARQUE

Étant donné deux sous-ensembles Xx et X2 d'un alphabet X et un sous-
ensemble V de X2, l'ensemble (XXX* O X*Z2)\Z* FZ* est un langage rationnel
dit standard ([2], [11], p. 147). On appelle langage algébrique standard ([2], [11],
p. 163) l'intersection d'un langage algébrique de Dyck ([2], [7], p. 110, [11],
p. 159, [14]) et d'un langage rationnel standard.

On sait que tout langage algébrique est image homomorphe d'un langage
algébrique standard (théorème Chomsky-Schützenberger ([2], [11], p. 164)).

On peut donc choisir dans la proposition précédente un alphabet Z tel que /
soit standard.

Proposition 3

(i) La transduction composée d'une transduction rationnelle et d'une
transduction algébrique est algébrique.

(ii) La transduction composée de deux transductions algébriques n'est
pas nécessairement algébrique.
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PREUVE

(i) Soit T (resp. T') une transduction rationnelle (resp. algébrique) de X*
dans F* (resp. de F* dans Z*). Utilisant les mêmes notations que pour la
preuve de la proposition (III a, 1) précédente, on peut associer T (resp. T')
une partie rationnelle K (resp. algébrique A') de {X, Y}* (resp. {Y7Z }*)
de sorte que T = jK, 4' == y'A' et rL = n^i^L H K)9 T'L' = ^ ( Ç 1 H ^ ' ) -
Soit 7rXïy, 7rj,fZ, izXfZ les projections canoniques de { X, Y, Z }* sur { X, Y }*,
{F ,Z}* , {X,Z}*. Le langage de {JST, Z}*4 = 7tx<z7uJJÂ 0 T ^ U ' est
algébrique. Soit <ox et o>s les projections canoniques de { X, Z }* sur X* et T*;
il vient T'TL = O>2(Û>J1£ PI ̂ t) : T'T est algébrique. La démonstration serait
identique avec T algébrique et T' rationnelle.

(ii) Soit les alphabets X == { xu x2 }> F = { yl9 y2 }, Z = { z }, T et T'
les transductions algébriques de X* dans F* et de F* dans Z* correspondant
aux parties :

4 «,»'> 1}

qui sont composantes des solutions des systèmes d'équations algébriques :

= xLx2 ® j i + (xt ® l)Çt(x2 ® j x )

= *1 ® J2 + (̂ 1 ® 1)520 ® J2)

Ç' = yxy2 0z + (yt® l)^(y2 ® z)

D'après la formule (I5 a) (B)), la partie correspondant à T'T est

2n | n > 1 }

elle n'est pas algébrique, sinon sa projection { x\xn2x\ | H > 1 } serait un
langage algébrique, ce qui n'est pas (résultat dû à S. Scheinberg* cf. [7], p. 84).

Proposition 4

(i) Limage par une transduction algébrique d'un langage rationnel est un
langage algébrique,

(ii) Limage par une transduction algébrique d'un langage algébrique n'est
pas nécessairement un langage algébrique.

PREUVE

(i) C'est une conséquence directe de la formule (II a, (A)) et des
théorèmes (I, 1) 2) (on peut aussi utiliser la proposition (III a, 2)).
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(ü) x = { xx, x2 }. Soit le langage algébrique L = { x ^ x ? ' \n,n' ^ 1 }
composante de la solution du système :

fç =« + 51^

et la transduction algébrique T de X* dans X* correspondant à la partie

T - {xïxn
2xl <g> xïx\x\ \n9n'>l)

composante de la solution du système

= x &) x -4- (x (R) l^E (1 (R) x }
il vient

xL = { XJXJJCÏ | n ^ 1 }

Proposition 5

A toute transduction algébrique x est associé un nombre positif c ayant la
propriété suivante : pour tout mot non vide ƒ, tel que xf ^ 0 , il existe un
mot g appartenant à xf vérifiant |g| < c\f\ (*) (cf. [1]).

PREUVE

Soit X+ et Y+ les monoïdes commutatifs libres engendrés par X et F,
leur produit X+ (g) Y+ est aussi un monoïde commutatif libre. Soit a l'homo-
morphisme canonique de X* (g) F* sur X+ (g) F + . Soit T une transduction
algébrique de X* dans F*, correspondant à la partie x ; a i , en vertu du théo-
rème de Parikh déjà cité, est une partie rationnelle de X+ (g) F + , qui, par défi-
nition (cf. § I), est engendré à partir d'une famille fini d'éléments u <g) v de
Z + (g) F + . Distinguons la sous-famille F={u®v\u^\}. Tout nombre

c ^ max < - ~ 7 l M ® ü ^ ^ f répond à la question.

b) Exemples

1. — Étant donné le langage algébrique I de X*, la transduction de X*
dans X*, qui à tout langage L associe L H I, est algébrique (cf. proposition III,
a), 2)).

2. —• L'application miroir m qui à un mot ƒ = xhxi2... xijfc associe son
image miroir mf — f=xik..*xi<ixil est une transduction algébrique de X*

(1) | ƒ | désigne la longueur de/.
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dans X* correspondant à la partie m = {ƒ ® ƒ | ƒ € ** } qui est solution de
l'équation Ç = 1 + £ (* ® 1)Ç(1 ® je).

Elgot et Mezei [5] ont montré que m n'est pas rationnelle. Donnons-en
une autre démonstration. Si m était rationnelle, m serait une partie rationnelle
de JT* ® X* et { ƒ 2 | ƒ € X* } un langage quasi-rationnel (*)> donc algébrique,
ce qui n'est pas (résultat dû à Chomsky, cf. [7], p. 168, exercice n° 8). On vérifie
aisément que l'image par m d'un langage rationnel (resp. algébrique) est un
langage rationnel (resp. algébrique) (cf. [11], p. 85 et p. 114),

3. — Traduisons toute expression bien formée du calcul des implications
à une variable en notation polonaise sans parenthèses en une expression
parenthésée ordinaire. Ainsi, l'expression polonaise + + abc, où a,b,c
représentent des nombres quelconques, devient (a + b + c). Montrons que,
moyennant un formalisme adéquat, nous avons affaire à une transduction algé-
brique (cf. [15]).

L'ensemble des expressions polonaises bien formées constitue le langage
algébrique solution de l'équation £ = x0 + x^2 (cf. [2]).

L'ensemble des expressions parenthésées ordinaires bien formées est le
langage algébrique solution de \ ~ y0 + y2^yfy2*

x0 et y0 représentent la variable, xx et yx le signe + , y2 et yf
% les parenthèses

ouvrante et fermante. La transduction algébrique correspondant à la partie

T c { xQ, XX }• ® { y0, yu y* y't }*

solution de £ = xQ ® y0 + (xt (g) J2)^(l ® Ji)5(l ® y2) répond à la question.
4. — On décrit, sans donner de démonstrations, un exemple remarquable

dû à Perrot [17]. Soit les alphabets Xt (i = 1,..., n) tels que Card Xt = 2,
n

S* 1. Posons JT= I I Xi9 X = {x\x€X} tel queCard

Soit

— 2)'* le langage de Dyck restreint de Z* associé aux relations
{xx = 1 | x € X } (cf. [11], p. 160, [14])

(on peut aussi utiliser le langage de Dyck D*). Soit :
— 9 et 9 les homomorphismes de Z* sur Z* définis par

(px = x9 <px = 1 et <px = 1, <px = x

(1) La classe des langages quasi-rationnels, introduite par Eilenberg, est la plus petite
famille de parties de X* contenant la partie vide, X, fermée pour les opérations d'union» de
produit, d'étoile (c'est-à-dire : si P est quasi-rationnelle, il en est de même du sous-
monoïde P* engendré par P), et pour le produit « crochet » d'une partie quasi-rationnelle P
de X* par une partie rationnelle Q de X* 0 X* ainsi défini { g-ƒ f | ƒ e P et g ® g* e Q }.
On montre que tout langage quasi-rationnel est algébrique et que tout langage algébrique
borné (cf. [7], p. 155) est quasi-rationnel.
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— a l'homomorphisme canonique de X* sur le monoïde commutatif
libre X+ engendré par X. L étant un langage de X*, OC1OLL est la fermeture
commutative de JL.

— y la transduction algébrique de X* dans X* définie par

y L - 9 (9 - ! Ln £>'*).

On montre que y jouit des propriétés suivantes :

— # étant un langage de X*, produit de Hurwitz (*) des parties i/t-
de Xf (i = 1,..., «), on a yiaT - a" ^ t f

De même, s o i t X = { x , j ; , 2 } } î = { x j , z } , Z = l U Î ) i ) ' * le langage
de Dyck restreint de Z*, <px et 92 les homomorphismes de Z* sur X* définis
de même que plus haut. La transduction algébrique yxL = 9i(9J~1£ H DJ*)
possède des propriétés analogues :

— Hx ç X* étant le produit de Hurwitz de parties de { x,y }*, {y, z }*,
{z, je}* on a Yi#i = orlv.Ht

5. — Lorsque card Z = 2, on vient de voir, dans l'exemple précédent, que
l'application qui à tout langage de X associe sa fermeture commutative est
une transduction algébrique qui possède la propriété suivante (Ginsburg [7],
p. 157, exercice n° 4) : l'image d'un langage algébrique est un langage algé-
brique. Il n'en est plus de même lorsque card X ^ 3.

En effet, soit X — { x, y, z }, K = { xyz }* un langage rationnel; l'inter-
section de la fermeture commutative a" laK avec le langage rationnel x*j>*z*
est le langage non algébrique { xnynzn | n > 0 } : a " 1 ^ n'est pas algébrique.

6. Transductions algébrico-rationnelîes :

On appelle transduction algébrico-rationnelle toute transduction T de X*
dans F* telle qu'il existe une représentation [x de X* par des matrices n X n
(n est la « dimension » de [i) à éléments dans le semi-anneau (2) des langages
algébriques de F* et vérifiant T/ =(JJI/)I,II- Ces transductions ont été intro-
duites par Nivat [14] qui les appelle C-transductions, leur classe comprend les
transductions rationnelles.

(1) Le produit de Hurwitz de deux mots ƒ et g est appelé « set of shuffles » dans la
littérature américaine (cf. [7], p. 108); c'est la partie de X* définie par

{figi.../*g* \fi,gi, -,gk€X*;f = fi ..J'kig = gi... gu }^
Schützenberger a noté qu'on généralise ainsi une notion classique en Analyse due à

A. Hurwitz et S. Pincherle (voir M. Fiiess, C. R. Acad. Sri. Paris, 268, 1969, série A,
p. 535-537).

(2) L'union Ai + Â2, le produit A1A2 de deux parties algébriques sont des parties
algébriques (cf. [11], p. 84). Le produit étant distributif par rapport à Punion, on obtient
la structure de semi-anneau.
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— A T correspond la partie T composante (1, n) de la solution du système
suivant, écrit sous forme matricielle :

(Çij) est une matrice n X n dont les éléments sont n2 inconnues.

x 0 fjue est la matrice (x ® LXtkJ) où Z,,^, est le langage algébrique
d'indices (k, /) de \ix. On sait (cf. [19]), le système étant linéaire gauche, que
la solution (l,n) est obtenue à partir des parties algébriques x0 LXtkil de
X* (g) F* par un nombre fini d'unions de produits et d'opérations étoiles (*) :
T est donc algébrique ainsi que la transduction x.

On doit à Ni vat [14] le résultat suivant :

Proposition 1

L'image par une transduction algébrico-rationnelle d'un langage algé-
brique est un langage algébrique.

Soit TX et T2 deux transductions algébrico-rationnelles de X* dans F*
auxquelles sont associées les représentations ^ et \i2 de dimensions nt et n2.
D'après une construction due à Schützenberger [19] on sait qu'il existe une
représentation [i de dimension n telle que, pour tout ƒ € X* :

Cela définit une transduction algébrico-rationnelle T telle que T = Tt + T2.

Soit T et T' des transductions algébrico-rationnelles de X* dans F* et de F*
dans Z*, auxquelles sont associées les représentations \i et y.' de dimensions n
et «'. v est îa représentation de Xe par des matrices nn' x «#' définie par :

( v * W - { (WW 1 S € (lix)uj } (V x € X)
où 1 ^ ƒ,ƒ « «, 1 < / ' , / < n\

Les éléments en sont des langages algébriques d'après une démonstration
identique à celle de la proposition 1 précédente. Il vient T 'T / = (v/) lf ïW '.
On peut donc énoncer :

Proposition 2

Les transductions algébrico-rationnelles forment une sous-catégorie semi-
additive de la catégorie des transductions.

REMARQUE : L'automate effectuant une transduction algébrico-rationnelle
a été décrit par l'auteur en [6].

(1) Si A est une partie algébrique, le sous-monoïde A* engendré par A est aussi une
partie algébrique (cf. [11], p. 84).



TRANSDUCTIQNS ALGEBRIQUES 121

c) Transducteurs à mémoire en pile

Les automates à mémoire en pile sont, on le sait, associés à l'analyse des
langages algébriques. Rappelons-en la définition donnée par Ginsburg ([7],
p. 59) et Nivat [14] :

Définition 1

Un automate à mémoire en pile (X, F, y0, ô> #O> 6F> &) (a.m.p. en abrégé,
« pushdown automaton » dans la littérature américaine) est l'objet défini
par la donnée :

— d'un alphabet d'entrée X et d'un alphabet de pile F où l'on a distingué
un symbole initial y0 ;

— d'un ensemble fini Q d'états où l'on a distingué l'état initial q0 et le
sous-ensemble QF d'états finaux;

— d'une application S de Q X { J U { l } } x F dans les parties finies
de Q x F*.

On appelle «configuration» de l'a.m.p. tout triple (q,f, w) où p£Q>
feX*, w £ F*. On note j — la relation suivante :

(ïi, A, *0 I— fe, fz, w2) o A = «ƒ i(« € xt u {i », f2 = f[

Wï = WJY(Y € F), w2 = w[w'l9 (q2, w'2) € S(^ t, uu y)

Soit ]— la fermeture transitive de la relation J—. Le langage L est dit
analysé par l'a.m.p. si et seulement si :

f€Lo(q09f9y0)\—(qf,l,w) où qf € QF

Ajoutant une « sortie » aux a.m.p., R. J. Evey a introduit les transducteurs
à mémoire en pile, dont on trouve la définition et des propriétés dans ([7],
p. 102, [8], [9]).

Définition 2

Un transducteur à mémoire en pile (X, F, F, yOî Q ,q0, g , T?) (t.m.p. en
abrégé, « pushdown transducer » dans la littérature américaine) est constituée
par la donnée :

— des alphabets d'entrée X, de sortie Y, de pile F où l'on a distingué le
symbole initial y0 ;

— d'un ensemble fini Q d'états où l'on a distingué Tétat initial q0 et le
sous-ensemble QF d'états finaux;

— d'une application yideQx{XU{l}}xF dans les parties finies de
Q x F* x 7*.
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On appelle « configuration » du t.m.p. tout quadruple (q, ƒ, w, g) où q € Ô»
ƒ € X*, w € F*, g € F*. On note |= la relation suivante :

teufu ™u f 1) 1= fe>h, w2> £2)

<*/i = «ƒi (« € X U { 1 }), / 2 = ƒi , Wl = ^ l T ( T € V\

Soit = la fermeture transitive de la relation [=. A tout langage L de X*y
le t.m.p. fait correspondre le langage de F* défini par

{ g € F* | (g0, ƒ, Yo, 1) h («/, 1, w, g), ƒ € L, «y € ÔF }

Proposition

L'application effectuée par un transducteur à mémoire en pile est une
transduction algébrique. Réciproquement, toute transduction algébrique peut
être effectuée par un transducteur à mémoire en pile (cf. [1]).

PREUVE

(1) Au t.m.p. décrit dans la définition III c, 2) associons les ensembles P
et S des mots imprimés sur la pile et la bande de sortie.

P - { w € T* | 3 q, qf € Q, 3 u € X U { 1 }, 3 y € F, 3 g € F* :
(?', w, g) € y\(q, w, y) }

S ^ {g e Y* | 3 q9 q' € Q, 3 u € I U { 1 }, 3 y € I\ 3 w G T* :
(?', w, g) € 7}(#s w5 y) }

— l'a.m.p. donné par l'alphabet d'entrée

où e est un nouveau symbole, l'alphabet de pile F où l'on a distingué le sym-
bole initial y0, l'ensemble d'états g ' = g U { qp } où qp est un nouvel état et
où l'on a distingué l'état initial q0 et les états finaux QF l'application S de
g ' X (Z U { 1 }) x F dans g ' X F* définie par :

Sfe 1, y) = (qp, 1)

S[#', (<l\y u? y, q2, w, g), y'] = (qp, 1)
si q' zfc qt ou y ' ^ y

si (#2> w> g) € ^(^i, ^, y)
i, y ] = t

,w,g)$-n(qux,y)!

(q2, w) s

(qpi 1) si

!

fe> w) si (#2, w,

($,, 1) si (q2, w5
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L'a.m.p. analyse le langage algébrique A de Z*. Soit cp et T les homomor-
phismes de Z* dans X* et Y* définis par :

<p(?i> *, Y» #2> w9 ̂ ) = JC , 9(? l5 e, y, q2i w,g) = l

e, q2, w,g)=g

L'application de X* dans 2y* effectué par le t.m.p. n'est autre que la trans-
duction algébrique qui à L Ç l * associe x¥((p~1Lfi A) (cf. proposi-
tion III, a, 2).

(ii) Réciproquement, soit les trois alphabets X, Y, Z, le langage algé-
brique I de Z*, les homomorphismes cp et Y de Z* dans X* et Y* qui défi-
nissent la transduction algébrique T de X* dans F* : T L = Y(cp~1L H ƒ).

9" 1 et T sont des transductions rationnelles de X* dans Z* et de Z* dans X
correspondant aux parties rationnelles {z® <pz | z ç Z }* et { z g) Yz \z£Z}*.
On peut leur associer les transducteurs finis (*)

(S, sl9 sF, X, Z, E) et (S', s'l9 s'F, Z, Y, E%

Le langage algébrique / est analysé par l'a.m.p. (Z, F, y0, Q\ q'o, Q'F, S).

On vérifie que la transduction algébrique T est effectuée par le t.m.p.
(X, 7, r , Yo, Q, q0, QF, TJ) donnée par :

g ^ S x g ' X S ' , q0 = (sOi q'o, S'o) , QF = {sF}xQ'FX{s'F)

L'application Y ) d e Q x { Z U { l } } x r dans les parties finies de Q X F* x F *
est définie par (q2, w, g) € 7)(gl9 M, y) où l'on a posé q. = (j^, ̂  jj) (7 = ls 2),
si et seulement si :

— il existe une suite de k quadruples de E (s(0
5 u

(i\ v(i), 5(l)) vérifiant
.y — s , A — j j ? .y — Sp, u — u ... w ,

v = v(i)... vik}

— il existe une suite de k' quadruples de E'(s'(i), vf(i}, w(i\ s'(î)) vérifiant

1) = v ... V , g =

(1) Rappelons (cf. § II, [5], [7], p. 91, [14]) qu'un transducteur fini est l'objet (Q, qi, ÇF,
X, y, E) défini par la donnée :

— d'un ensemble fini Q d'états où l'on a distingué un état initial qi et un état final q* ;
— d'un ensemble fini E de quadruples {q, u, v, q') e Q x { Xu { 1 }} X { Yu { 1 }} X Q

g e Y* est dit appartenir à l'image de ƒ e X* donné par le transducteur si et seulement s'il
existe une suite dite « admissible » de n quadruples (qi, m, vi, qi) vérifiant q\ = qi+i,
qi = qj, qn = qj?, ƒ' = tfi ... w«, g = Vi ... ©„.
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REMARQUE

Au t.m.p. (X, F, T, Yo, g, q0, QFJ *q) associons l'a.m.p. (X, I\ y0, Q,
£o, QF, $) où

Sfe ^ y ) = { ( ? » € Ô x r | 3 g ç P : (q', w, g) € ij (g, M, y) }

Soit T la partie algébrique de Z* ® 7* correspondant à la transduction
algébrique effectuée par le t.m.p. L'a.m.p. analyse le langage algébrique A
de X* qui n'est autre que la projection pxi de T sur X*. L'image de A donné
par le t.m.p. est, en vertu de la formule II a), (A), le langage algébrique B = pyT,
projection de T sur F*. Ainsi s'éclaire de manière simple le théorème 3.2 a
de [9],

IV. TRANSDUCTIONS ET SERIES FORMELLES

En [6], l'auteur a montré que la théorie des transductions pouvait être
généralisée et appliquée à la théorie des séries formelles en variables non
commutatives.

Des tentatives en ce genre ont déjà été faites par Schützenberger (cf. [2]),
Shamir [20], et surtout Nivat [14] qui utilise systématiquement la représenta-
tion matricielle des transductions rationnelles.

Donnons un très bref aperçu de notre formalisme. Soit A un anneau unitaire
commutatif (A pourrait être aussi un semi-anneau), A < X > 1'̂ 4-algèbre des
séries formelles en les variables non commutatives X. Une transduction T de
A <4 X > dans A <̂  Y > est un homomorphisme partiel (i.e. non partout
défini) de ^-modules de A <t X> dans A < Y>. On lui fait correspondre
une série T de A <4 X (§) Y > en les variables X et F où les variables x € X
et y G Y commutent, a étant une série de A <̂  X > , il vient :

ra =py[(a ®A car

où car F* € A <̂  Y > est la série caractéristique de F*5 a ® A car F* est la série
de A <̂  A® Yp, produit tensoriel des séries a et car F*; Q indique que l'on
effectue le produit de Hadamard; py est la projection canonique, non partout
définie, de A < X® F§> sur A < F > .

On définit les séries rationnelles et algébriques de A <^ X® Y p de la même
manière que dans A < X > (cf. [2], [19], [20], [14]).

L'utilisation de techniques matricielles analogues à celles développées
par Schützenberger en [19] permet d'étudier la sous ̂ -algèbre de A <4 X (g) F >
ARat <̂  X> ®AAKat <ê: F > , produit tensoriel des sous-v4-algèbres de
séries rationnelles AKat <̂  X > et AKat <4 F >̂ et de montrer que les propriétés
des transductions, identiques à celles obtenues en théorie des langages, sont de
simples conséquences des propriétés du produit de Hadamard.
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