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PROGRAMMATION LINEAIRE
EN NOMBRES ENTIERS :
OPTIMISATION DANS UN CONE

par M. GonNDRAN (1)

Résumé. — L’auteur étudie ici le probléme asymptotique lié a un probléme de program-
mation en nombres tous entiers dans le cas ou le groupe associé est cyclique. Il donne alors
une méthode rapide pour obtenir la forme canonique (§ 2 et 3) puis deux méthodes pour la
résoudre (§4 et 5).

1. INTRODUCTION

1.1. Position du probléme
Considérons le probléme en nombres entiers :

(1L.L1) max cx

quand Ax < a R xeZ"

ou 4 = (a;;) est une (m -+ n) X nmatrice a coefficients entiers, a = (g;) est un
(m + n) X 1 vecteur a coefficients entiers et ¢ = (c;) un 1 X » vecteur a coeffi-
cients réels.

Nous donnerons une transformation du probléme (1.1.1) légérement diffé-
rente de celle de Gomory ([4], [5)).

Cette présentation s’explique au moins pour deux raisons :

— D’abord par une plus grande généralité puisqu’elle n’impose pas a priort
de conditions de positivité sur les x,

— De plus elle permet d’intégrer aisément des contraintes supplémentaires
sans augmenter le nombre des variables du probléme asymptotique. Cf. Fréhel
[8] et Gondran [7].

(1) E.D.F. Département Traitement de I’Information et Etudes mathématiques.



12 M. GONDRAN

Le principe est de se placer dans le cOne optimal tangent du probléme
continu associ€ a (1.1.1).

Soient alors :

— X une solution du probléme continu associé a (1.1.1).

— Bune n X nmatrice réguliére extraite de 4 correspondant & ncontraintes
actives au point optimal continu Xx.

— b le n X 1 vecteur correspondant extrait de a.

Par permutation sur les lignes, la matrice 4 et le vecteur a se mettent sous
1a forme :

B b
et |—
F S
et le probléme (1.1.1) s’écrit :
max cx
(1.1.2) quand Bx < b , xeZ"
Fx<f

On appellera probléme asymptotique la restriction du probléme (1.1.1) &
I’intérieur du cone optimal tangent du probléme continu, c’est-a-dire :

(1.1.3) max cx
quand Bx<b , xe€Z"
avec
(i) Bestunen X n matrice réguliére
(i) B~'»>0
(iii) FB~b < f
(1.1.4) (Iv) d=cB7 120

Soient s les variables d’écart correspondant aux contraintes Bx < b, on a
alors x = B~ 1(b — s). Cherchons & quelles conditions sur les variables d’écart s,
x est entier. Dans [2] nous avons donné la construction de deux matrices uni-
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modulaires U et ¥V permettant d’obtenir la matrice de Smith de la matrice B
par

€

(1.1.5) UBV =

n
avec s,- si+l et I—I Ei = Idet Bi = D

1.2. Remarque
Le calcul de U et ¥ doit se faire 4 partir de B et non pas de B~ !, En effet
on a alors B! =li)M, donc |det M| = D""': la diagonalisation de la

matrice B apparait alors infiniment moins lourde que celle de M pour donner
finalement le méme résultat puisque :

Dje,
(1.2.n VIIMU! =

Dz,

1.3. Remarque

Dans [2] nous rappelons que A(B) = [] ¢; est le pged de tous les r-sous
i=1
déterminants de B. A,_,(B) qui est alors le pged de #n2 nombres sera donc en

général égal a 1 (nous donnons en annexe 2 la probabilité pour que » nombres
nris au hasard soient premiers entre eux;.

1.4. Hypotheése

On supposera par la suite que cette condition est effectivement vérifiée :
A,_(B)=1.
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Elles entrainent donc :

(1.4.1) € =€ ..=¢,y=1¢etg,=D

1.5. Théoréme
Sous I’hypothése 1.4 le probléme (1.1.3) est équivalent a
1.5.1) min ds
quand U,(b —s) = 0 (mod D)
s> 0,5€Z"
Démonstration

En posant y = V'~ !x I’équation Bx + s = b devient par multiplication
a gauche par U.
yi. =Ub—ys)

Vne1 = Up_1(b—5)

Dy, = n(b - S)
Comme V est unimodulaire, x entier équivaut a y entier, cad a
(1.5.2) Ub—s)=0 (mod D)

L’élimination de x dans (1.1.3) entraine alors (1.5.1) C.Q.F.D.

Soit alors s* une solution du probléme (1.5.1) et x* la valeur de x corres-
pondante, solution du probléme (1.1.3). Nous en donnerons la résolution aux
paragraphes 3, 4 et 5.

Alorssi FB~1(b—s*) < f

x* est aussi la solution du probléme initial (1.1.1). Sinon, nous poursuivrons
I’argorithure par adjonction de contraintes (voir [5], [7], [8] et [9]).

Ici nous donnerons :

— Une détermination rapide de la contrainte d’intégrité (1.5.2) au para-
graphe 2.

— Des propriétés de (1.5.1) au paragraphe 3.

— Deux résolutions du probiéme (1.5.1) aux paragraphes 4 et 5.

— Trois exemples en annexe 1.

2. CONDITION D’INTEGRITE
Nous donnerons ici un calcul direct de la condition d’intégrité moins lourde

que la méthode de Smith, mais valable seulement sous les deux hypothéses
suivantes (2.1 et 2.2), pratiquement peu restrictives.
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2.1. Hypothése

On supposera qu’il existe une ligne de B extraite de la matrice unité — I,
c’est-a-dire de la forme (0, ... 0, — 1, 0, ..., 0). Cette hypothése entraine I’exis-
tence d’un i = i, tel que x;, = 0. Par une permutation sur les colonnes on peut
supposer que cette ligne soit (0, ... 0, — 1), d’ol1 i, = n.

Alors I’équation Bx + s = b s’écrit :

.1.1)
X1 by —sy
By, = = | by-1—Sy-1
Xn—1 bn—l — Sp—-1
0. et 0—1 X, b, — s, b, —s,

avec b, =0, x, = s, et (2.1.1) devient alors
(2.1.2) Bg_lx = bN—l —Sy-1

Nous sommes donc devant un systéme de (n — 1) équations 4 » inconnues.
Dans [6] nous avons montré qu’un tel systéme est équivalent a :

(2.1.3)

a5, = gi(by-1 — Sy—,) (mod «,)

-

- - -
ou *®; = dét (al, veey @i 15 Qig 1y ooey a,,)
-

, - - - g -
8iby—1— Sy—1) = Aét (@, vory A1, Qi1 1, ver Gy—15 Oy —1 — Sy 1)

les g; étant les vecteurs colonnes de By _, dans la base canonique de R"™".

2.2. Hypothése

On supposera que le pged de la matrice BY_,,A(BN_,), est égal & 1. Cette
condition peut se déduire d’une condition plus générale : les pged de toutes
(n — 1) X n matricesrectangulaires extraites de A sontégauxa 1. L’hypothése 2.2
est un peu plus forte que I’hypothése 1.4 car nous avons toujours
A,_(B)/A(BN_;). Elle assure que les n déterminants det (BR_,), avec
|K | = n— 1, sont premiers entre eux (voir annexe 2).
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2.3. Proposition
Sous les hypothéses 2.1 et 2.2, il existe un i = i, tel que U® = 1 (mod D).
Démonstration
L’hypothése 2.2 entraine que les «; de (2.1.3) sont premiers entre eux, et

n
d’aprés Bezout il existe » entiers relatifs v; tel que Z a; v; = 1; alors (2.1.3)

i=1

entraine
n—1
(2.3.1) Sy = 2:1 0:8i(by—1 — Sn-1) (mod o)

Or, dans [6] nous avons montré que (2.3.1) est une condition nécessaire et
suffisante pour que les x; donnés par Bx + s = b soient entiers. Comme
a, = D, la proposition est démontrée.

2.4. Remarque

Pratiquement le systéme (2.1.3) sera obtenu par la procédure suivante :
(2.1.2) s’écrit

(24.1) Bﬁ::xN—l =by_1 —Sy-1— By-15
d’otl en posant (Bh-)~! = %E, le systéme (2.1.3) est identique
(2.4.2) EB}_.s, = E(by-1 —5,~,) dans (Z/DZ)""*

Le systéme (2.1.3) peut donc s’obtenir par la résolution de (2.4.1).

2.5. Remarque

Le calcul des coefficients de Bezout v; de (2.3.1) s’obtient directement par
la construction de la matrice d’Hermite de la 1 X n matrice («; ...«,). Voir [2].

3. PROPRIETES
3.1. Notations

Posons g: = Ul (mod D) avec

0
8o = U,b (mod D) avec 0<go<D—1

I’équation (1.6.2) devient

G.1.1) 2.8 & =g (modD)
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3.2. Théoréme
Si un couple (i, j) vérifie le systéme
(3.2.1) & =kg;  (mod D)
kd; < d;

avec k entier positif, il existe une solution optimale telle que s; = 0.

Démonstration

Si s est une solution de (3.1.1) la contribution a ds du couple (s;, s;) véri-
fiant (3.2.1) est d;s; + djs; : or s tel que §, = 0, §; = ks; + s; et § = s, pour
k + i, j vérifie aussi (3.1.1) et le couple (s;, 5;) donne une contribution inférieure
puisque di(ks; + 5;) < d;s5; + d;s; d’otr le théoréme.

3.3. Corollaire

Soit iy tel que g, = 1 (iy existe par exemple sous les hypothéses 2.1 et 2.2).
Alors sil y = {i:d; > gd, } il existe une solution optimale telle que
S 7 = 0.

3.4. Corollaire
Soit] = {i:g, =0}, alors il existe une solution optimnle telle que s; = 0.

3.5. Corollaire

Si un couple (i, j) vérifie le systéme
(3.5.1) g =g;
d; < d;

J

1l existe une solution optimale telle que s; = O.
L’¢limination des s; vérifiant ce corollaire donnera dans (3.1.1) des g tous

différents.
3.6. Définition

Le probléme (1.5.1) sera dit mis sous forme canonique (resp. pseudo cano-
nique) lorsqu’on aura éliminer les s; vérifiant le théoréme 3.2 (resp. les corol-
laires 3.3, 3.4 et 3.5).

3.7. Lemme de Gomory [4]

Il existe une solution optimale de (1.5.1) telle que

3.7.1) >, < D—1
i=1
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Démonstration

Supposons le contraire et soient s; les composantes de la solution optimale
telle que Xs; soit minimal. Considérons alors la suite des nombres S, qui sont
des sommes partielles de (3.1.1) :

S, =0,81 =g1, ... 85 = 5181, Sqy+1 = 5181 + 825 ev0s Sy = 5181 + oo + 518n

Comme Zs; > D (par hypothése), deux de ces sommes sont identiques
modulo D et nous pouvons supprimer les composantes communes a ces deux
sommes ce qui donne un ¥s; plus petit; d’olt une contradiction.

3.8. Proposition

Sous les hypotéses 2.1 et 2.2, le probléme (1.5.1) mis sous la forme canonique
(ou pseudo-canonique) se raméne exactement au « probléme du sac a dos ».

Démonstration

Le lemme 3.7 donne . gs; < (supg,) (Zs;) < (D—1)* donc si
i=1

n
Z g2:5; = g0 + AD, 'inéquation précédente entraine A < D — 2. En posant
i=1

alors
(381) sit=D—2-—2 , sF=ws; pour N

d} = d, D R d¥f=d,g;,—d, pour HEE

gi=2g0+ DD —2).g5=D,gf—=g pour iFi,
le probléme (1.5.1) s’écrit
(3.8.2) max — d;,go + d*s*

quand g*s* < g
s¥=0 , s* entier

Comme d* > o (corollaire 3.3) et g* > 0 (3.8.1), le probléme (3.8.2) est
bien le « probléme du sac a dos » C.Q.F.D.

On pourrait résoudre le probléme (3.8.2) mais il est préférable de résoudre
directement (1.5.1). Nous en donnons deux approches. La méthode des con-
gruences décroissantes ne donnera pas toujours la solution optimale mais
fournira trés rapidement une borne inférieure de la fonction économique
(théoréme 4.2).

La méthode par programmation dynamique ([1], [4]) nous donnera toujours
une solution optimale de (1.6.1).
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4, METHODE DES CONGRUENCES DECROISSANTES

A chaque étape on violera systématiquement la condition d’intégrité d’une
variable. En la réintroduisant nous tomberons sur un probléme du méme
type que (1.5.1) mais dans un groupe (entiers modulo D) d’ordre inférieur.

4.1. Transformation du probléme

Cherchons la solution continue de (1.5.1), soit i, tel que

d; d;
4.1.1 2 = inf =
¢ ) 4 i (gi)
d,Oﬁ Sio : (go +)‘D"— Z 8§ s)
g; i#io

io i#io

d; 1
ds = Liofo + g— [dioDl + Z digi, — diogi)si]
10

En posant alors

sk =xNsF=s;, pour i#1,
4.12) D* = gy df = 22, ar — L (g, — dg)
g:o &io
Le probléme (1.5.1) s’écrit
min ugo +d** avec d*>0
i0
(4.1.3) quandgo +sED— Y. gis¥ =0  (mod D¥)
i#io

s*teZ", s¥=>0
8o + sHD — Z gs5:=20

i#io
En ne tenant pas compte de la derniére condition, le probléme (4.1.3) est
du méme type que (1.5.1) mais avec D* < D. On considére alors ce probléme
et aprés I’avoir mis sous forme canonique (ou au moins pseudo canonique),
nous continuons cette procédure jusqu’a obtenir un vecteur entier 5. Alors
pour tout s réalisable de (1.5.1), on a :

ds > d¥s* 4 Fo o S
gio

d’ou le théoréme.
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4.2. Théoréme

La « méthode des congruences décroissantes » nous donne rapidement
(i) une minoration de la fonction économique

4.2.1) ds > ds

(ii) une solution optimale (5)sis > o.

4.3. Remarque

L’équation (3.1.1) peut s’écrire.

(4.3.1) > (D—g)sy=D—g, (mod D)
i=1
. . di(D—go) 1 . digo
et s1 llllf Tgi i > H'lfz

Nous avons intérét a prendre (4.3.1) au lieu de (3.1.1).

4.4. Remarque
SiD=2etgy,=1,0onas; =1 ets; =0 pour i i,

5. RESOLUTION PAR LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE ([1], [4])

5.1. Notations

A chaque entier g nous faisons correspondre sa classe g, classe résiduelle
des entiers modulo D(Z,).

Posons alors
k k
(5.1.1) w@={min) ds;: ) g5 =7 }
i=1 1

Classiquement nous avons en programmation dynamique.

(5.1.2) ?(8) = min { ¢ (g — &) + disy }
Sk

5.2. Définition

Soit r, I’ordre du sous-groupe engendré par g, (r, est le plus petit r tel que
rg, = 0). On vérifie que si 8, = pged (D, gu), rx = D/3,.

Alors les s, de (5.1.2) varie de 0 a r, — 1, et nous avons pour chaque g
a comparer r, nombres : ce qui donne donc la comparaison de ry(D — 1)
nombres.
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Nous essayerons d’échapper a cette contrainte en remarquant que nous
avons aussi

(5:2.1) ?(8) = min { P8 — &) + dy P1-1(8) }
qui ne demande que la comparaison de deux nombres, mais utilise la connais-

sance de @ (g — gu)-
En remarquant que ¢,(0) = 0, (5.2.1) nous permet de calculer toutes les
valeurs de ¢,(rg,) par les formules :

(5.2.2) ¢(8) = min { ‘Pk(é) + di, Pi-1(80) }
ox(rgk) = min { o(r — 1)g) + di, 9x—1(r8) }

5.3. Détermination de ¢,(g)

a) Si §;, =1, g, engendre le groupe Zj, et la construction de ¢,(g) se fait
directement en utilisant les relations (5.2.2).

b) Si 8, # 1, g, n’engendre pas le groupe Z, et nous ne pouvons pas
obtenir tous les ¢,(g) par simple utilisation de (5.2.2).

Nous utilisons alors (5.1.2) afin de calculer ¢, pour les 3, — 1 premiers
éléments de Zy(1, ..., 5, — 1). Par exemple, on obtient le premier, ¢, (1), par

(5.3.1) o(D) = min { ¢ (T — Zisi) + dis) }
0< s <y
Nous avons pour chacun de ces éléments 4 comparer r, nombres, ce qui

donne la comparaison de r(8; — 1) = D — r, nombres. On obtient ensuite
les autres ¢, par translation en utilisant (5.2.2).

Par exemple on obtient les o (1 + rg,) par
(5.3.2) (Pk(T + &) = min { ‘Pk(D + d, <Pk—1(-1- +8)}
CPk(I + rg) = min { <Pk(T +(r—1Dg) + d , er-1(1 + 7g0) }

Pour chacun des D — 3, éléments restants nous avons a comparer 2 nombres
ce qui correspond & la comparaison de 2(D — 3;) nombres. Finalement le
nombre total de nombres 2 comparer est N, = 3D — r, — 23;. Le gain sur
la méthode classique est d’environ r,/3.

5.4. Détermination de la solution optimale

Pour déterminer le vecteur optimal nous calculons i chaque étape en méme
temps que ¢,(g) 'indice i(k, g) défini par la formule
ik—1,2) si ?(8) = Pr-1(8)

k autrement

(541 ik, g) = {
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Alors i(k, g) est le plus grand indice i tel que x; > 0 pour les x correspon-
dants 3 la solution optimale de ¢,(g). Le tableau de la paire (¢,(g), i(#, g))
nous donne alors une solution optimale par le procédé suivant :

Commengons par ¢,(g,) et tous les s; mis a zéro. A chaque étape nous par-
tons ainsi d’un ¢,(g) et d’un ensemble de valeur s;. Augmentons alors ;7
de 1 et passons & la valeur ¢,(g — g;,5) du tableau. Continuons jusqu’a

atteindre ,(0) : le vecteur s* correspondant constitue une solution optimale
de (1.6.1).

5.5. Remarque

La résolution de (1.6.1) par programmation dynamique offre de plus
P’intérét suivant : elle nous donne sans calculs supplémentaires la solution
optimale pour toutes les valeurs du second membre g, (donc de b).

ANNEXE 1

EXEMPLES

Nous prendrons les trois exemples de [3].

EXEMPLE I :
Maximiser 4x,; + 5x, + x5
Quand 3x, + 2x, <10
Xy + 4x, < 11
3%, +3x, +x3 <13
On a :
320 4 —2 0
— 1140, 11 —-1 3 o0
B= B 10
331 —9 —3 10

et

1
d=1@ 4 10)
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La construction de U et ¥ (cf. [2]) donne

.
1 0 0 1 —2 6
U= 3 1 —3, V=|—1 39
—9 —3 10 0 01
d’ou le probléme équivalent.
Minimiser 2s, + 4s, + 10s,
Quand S1+Ts, =7 (mod 10)

Le corollaire 3.4 donne s; = 0.
La « méthode des congruences décroissantes » donne directement :
s* =(0,1,0)

d’ol la solution x* = (2,2, 1).

EXEMPLE 2
Maximiser x; + 2x; + 3x; + x4 + x5
Quand Xy + 4x3 + 2x, + x5 < 41
4xy + 3x; + x5 —4x, — x5 < 47
On a
1 0 4 2 1 0 0 —6 0 0
4 3 1 —4 —1 4 2 12 18 2
B=—10 0 0 0 B‘1=% 00 0 —6 0
0 0 —1 0 0 30 3 12 3
00 0 0 —1 00 0 0 6
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et d=_- (11 4 21 30 1)

(=Y

Le systéme (2.4.2) s’écrit ici
(0] [ 655

2| 55 = | 258 —4s; — 25, — 125, — 185, | (Z6,)*

0 6s,

13_ 123 — 3s; — 353 — 125,

c’est-a-dire :
255 = 28, + 4s,
355 =3 + 331 + 3S3

d’ou le probléme équivalent

Minimiser 11s, + 4s, 4+ 21s; + 30s, + 55

' Quand 55, 4 455, 4+ 353 + 55 = 3 (mod 6)
i

Le corollaire 3 « 4 donne s, = 0.
Le corollaire 3 -3 donne s, = 5, = 53 = 0, donc :
s*=@O 0 0 0 3

d’ou la solution x* =(0 42 0 19 3)

EXEMPLE 3
s
Maximiser 3x; — x,
Quand 3x; —2x, < 3
2%y +x, <5
On a
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ot d=7 (5 3

La construction de U et V (cf. [2]) donne

d’ol le probléme équivalent

Minimiser Ss, -+ 3s,

Quand 45, + 5, =3 (mod 7)

Appliquons la méthode des congruences décroissantes

34+ TN—s,
s1=—4—-—-——

d’ou le probléme équivalent

Minimiser 35 §; + 7 5,

Quand 5, + 5, = 3 (mod 4)
donc §=(0,3 et s*=1(0,3)
d’ou la solution

x*=(1,0)
ANNEXE 2

PROBABILITE DE CERTAINES HYPOTHESES

Bien que cela ne soit pas vérifié pour les sous déterminants d’une matrice,
nous n’étudierons ici que des nombres indépendants les uns des autres. Cette
approche considérablement plus simple peut nous donner une idée de la réalité.
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Lemme

n nombres entiers sont presque toujours premiers entre eux. Plus précisément
la probabilité pour que n nombres entiers tirés au hasard soient premiers entre
eux est égale a

1— %' 1+s,) avec g,—>0 quand n — ©

Démonstration

Soit 4, I’ensemble des n-uples qui sont divisibles par g. Alors
|
P{(ala""an)EAq}=(P{qlai}) =;;,

Les (a;) ne sont pas premiers entre eux si et seulement si

(a5 ..., @,) € U 4,

p premier

Or
P( U A,,) = >  PA)— D, PA,NA4,)

p premier p premier pi,p;j premiers
Pi¥ pj

+ D PMA,NA4,NA4)—.....
P, D} P
tous différents
c’est-a-dire

P(LJA)z >l oy L,y ..

p premier p" pr:gppii (o) ik (PinPk)"

qui est équivalent au premier terme > et la probabilité cherchée est donc bien

de la forme

1—21,(1+e")

avec ¢, = 0 et ¢, tendant vers zéro quand n tend vers I’infini.
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