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SUR LA FONCTIONNELLE ERREUR
ATTACHEE A UNE FORMULE DE QUADRATURE
DANS c¢r0,1]

par Marc Duc-JACQUET (1)

Résumé. — On s’intéresse dans Cr{0,1] normé par

{ollr = Max { | £, | O, ..., [fr™D(O)], Max |f®|(0) }
t€[0,1]

a la norme de la fonctionnelle erreur R, attachée a la formule de quadrature
1 N
f £ dx = Y Afx) + R().
0 i=1

On montre que le choix des neeuds x; et des poids Ai i = 1,2,..., N qui minimise ||R},
implique pour la formule associée un degré de validité r — 1. Ceci permet la recherche de ces
neuds et poids optimaux en utilisant la technique des multiplicateurs de Lagrange comme il,
est indigué dans KryLOv, Approximate calculations of integrals.

On note Cf, ;; 'ensemble des fonctions continiment dérivables jusqu’a
P’ordre r (r > 1) (inclus) sur [0, 1]. On considére la formule d’intégration

pour f€ Cfy 13 Y

1
[ o= asw+rn @z 0

U0 Xy <X, < X3...<Xx,<letd;eRi=1,2,...,N.

Nous nous proposons d’étudier le comportement de la fonctionnelle
erreur R en fonctions des neeuds x; et des poids 4; i = 1,2, ..., N.

C{o,17 Sera normé en prenant
[ fller = Max { | £ )|, [ £ O], - [ /7720)], 116\'[15?1(] TAKGIS

(1) Institut de Mathématiques Appliquées de Grenoble.
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I. REPRESENTATION
ET ETUDE DE LA FONCTIONNELLE ERREUR

Dans Cj, ;; on peut utiliser la formule de Taylor et on obtient ainsi {’ex-
pression classique

R(f) = 3, 5700 * (Hl_

N 1
T— 2, A,xj) + f K@) fO) dt
s ji=1 0
ou
11—y 1 N - :
K(t)=( = 0 —r=m* Z Afx;—07T' avec E,=ESiE>0

= 0 sinon
K(t) est donc une fonction polynomiale par morceaux et est continiment déri-

vable jusqu’a I’ordre r — 2 sur [0, 1]. En remarquant que dans tous les cas K(t)
est indéfiniment dérivable au voisinage de 1’origine, on peut encore écrire

r—1 1
R(f) = ;) (= DT OOKTT0) + fo K@@ dt o

On a alors la majoration

7] < Il + |5 11+ f 1ol o

soit pour la fonctionnelle R :
r=1 1
&l < 3, 1K8] + [ 1Ko at.

Montrons que cette borne pour ||R| peut étre atteinte. A cet effet consi-
dérons la fonction ¢ définie par les relations :

¢(¢) = signe (K(1))
¢V(0) =signe [(— D" TIKCTII0)])  i=0,1,2,..,r—1
@ n’appartient pas & C(, ;;, mais R(¢) est défini et

r—1 1
Re) =3, KO0 + [ ko) ar
et par ailleurs on peut toujours construire une suite ¢,(r) de fonctions de Cpp, 4,
qui vérifie les conditions :
¢2(0) = <p(')(0) i=0,1,2,..,r—1
o — 0" ausensde L,
floa] =1V n.
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Dans ces conditions on a :
1
R(9) — R(¢.) = R(¢,—9) = f K@@ — ¢")dt — 0si n— 0
Q

et par conséquent on a 1’égalité

IR} = :Z: |K©(0)] +f01 |K(@®)| dr 9))

II. ETUDE DE LA NORME
DE LA FONCTIONNELLE ERREUR

Que peut-on dire de || R lorsque les x; ou les 4; varient? Intéressons-nous
au préalable au probléme suivant :

Déterminer (pour des neeuds fixés) les poids A; i = 1,2, ..., N pour lesquels
| R|| est minimum.

Il s’agit en effet bien d’un minimum car ||R| est une fonction convexe
des 4;i=1,2,..., N. De fagon plus précise nous allons démontrer le :

Théoréme 1. — Pour des nauds fixés (distincts dans 0,1), si | R|| est mini-
mum alors nécessairement K'’(0) i =0, 1,2, ...,r — 1.

.. r—1 1 1 N 1
Ecrivons || R|| = i;)ﬂ * | _,Zl Aixj | + J; |K(®)| dt = || R(4)||

avec, rappelons-le,

K(t) = a : 2 _j; (r: 1)' * Aj(xi—!)r;l

=3l iA i i =0,1,2 1
T i R AR i=0,1,2.,r—

et supposons qu’il existe p, 0 < p < r— 1 tels que A, # 0.

posons

Considérons alors le systéme linéaire défini par

( r
Dd¥dxi=0  i=01,2.,r—1 i#p

j=1

< r
) D 84,5 = o % p! signe (A,) ol 0 < & < |,
i=1

54; =0 j=r+1,.,N
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Dans ces conditions on peut écrire
SR = [[R(4 + 34)|| — [R(A)] = [, — wsigne )| — 2| + M

ol
— xr (1 —t)' 1 N )
M—"J; { l o (r‘“l)!jEIAi(xj“t)+ 1
_(T—LI_W =Zl SA,-(xj_t)r;l
a—o 1 2 -
_‘ r! _(r—1)| j=21 Aj(xj_t)+1 }dt

(M = f:{ |K(4 + 34)| — |K(4)] }dt) :

Compte tenu des relations (S) on peut écrire

[A, — wsigne A)| — |A,| = — o
Par ailleurs si on pose
1 N
SK(f) = ——— 2. 84,(x; — 1)}, M sécrit
r—n1 0

M= fx' { |K@® — SK(t)| — |K(0)| } dt
0

Xr S Xy
ce qui permet la majoration M < f | |[K—3K| — |K]| | dt < J |8K(2)] dt
] V]

soit en définitive

l

i S[R| < —o + f:’ |3k (0)] dt 3)

Etude de la fonction SK(t)

Posons
1 1 1 Uy
X3 X3 X U
M= u= avec u; = (x; — )7}
X X u,

et e; le i-¢me vecteur de la base canonique dans R’.
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On peut écrire matriciellement

SK(f) = L% o % plosigne (A,) % u'M e,

1 _
(r—1
- P g, M= _p
=+ o % = 1)!e,,+1Mu =+ #(r_ 01 a,
ou a, représente le coefficient de x? dans I’expression du polyndme P,(x) de
degré inférieur ou égal & r — 1 et vérifiant P(x;) = (x;— )+ ' i=1,2,...,r.
Autrement dit P,(x) est le polyndme d’interpolation, basé sur les abscisses
Xy, X3, <0y X,y de la fonction 6(x) = (x — )" !, ¢ étant considéré comme un
paramétre dans [0, 1]. On peut alors prouver le :

Théoréme 2. — Le polynome P(x) de degré inférieur ou égal a r — 1, qui
vérifie P(x;)) = 0(x;) i = 1,2, ...,r est tel que :

|PP0)| < ¢—1)!  i=0,1,2,..,r—1.

On démontre cette propriété en utilisant d’une part Pexpression de P(x)
sur la base canonique { 1, x, x%, ..., x" "'}, d’autre part, ’expression de P(x)
sous la forme de Newton. En exprimant les différences divisées de la deuxiéme
forme, et en la développant pour identifier 4 la premiére forme, on obtient
par majorations et minorations le résultat indiqué.

Mais |[PY0)] = |a,]| i! (on a supposé P,(x) écrit sous la forme

0
PX)= D, a,-xi) d’ou
i=r—1
— 1)
la] it < ¢ — D! = |ay| < r i'l)' i=0,1,2..,r—1

et en particulier

r — D!

[apl < P!

> |SK(H)| < o

Conséquence

En utilisant (3) on obtient § |R|| < — o + wx,

sir < Nalors x, < xy < 1donc [|8R]| <« —w(l—x) <0

sir = Nalorssi xy < 1 ona de méme ||SR| < 0

sinon si xy = 1 on doit remarquer que 3K(¢) vérifie |3K(t)] < o Yz €[0, 1]
et 3K est égale dans [xy_y, 1] & —— SAy(1 — )Y, et vérifie dans cet

r—n!
1

intervalle f

xN

|8K(z)| < (1 —xy-4) ce qui entraine encore
-1

xN=1
f PO <o et |3R] <0.
0
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En conséquence nous avons montré que si pour un jeu de poids 4;
i=1,2,..., Nlune des quantités A, est telle que A, 7 0 alors on peut trouver
un jeu de poxds A;+34;i=1, 2 ., N telle que ||R(4 + 34)|| < ||R(WD).
Ainsi, lorsque ||R|[ est minimum nous avons nécessairement A; = 0
i=0,1,2,...,r—1 ou en revenant a la définition de 2, K“)(O)
i=0,1,2,...,r—1 ce qui constitue bien le résultat annoncé.

Nous devons remarquer que (sauf dans le cas r = N) les 4; optimaux ne

se trouvent donc pas entiérement déterminés puisqu’ils vérifient seulement les
r relations

N
; i=01,2,..,r—1.
i + i+1 Z r
On peut interpréter notre résultat de la maniére suivante en énongant :

Théoréme 1’. — Une formule de quadrature @ N points dans C{, 1yr < N,
optimale au sens de la norme choisie dans Cj,,;,, est une formule exacte sur les
polynémes de degré au plus égal a r — 1.

Notons py, = min ||R]. On peut écrire si les A¥ sont les poids opti-
A

Al,,.., AN

maux
1 N
V/eChun| [ feax— 2 4176) | < en,ls]

mais la formule est de degré de validité r — 1, donc

1 N

Vi€ Con | [ r0ax— 3 4t 1| < v, » max [F°0] | @
i= t€[0,

Or il se trouve que dans les cas 7 = 1 et r = 2 le probléme suivant a été
résolu et explicité (cf. [*]).

« Trouver la borne inférieure des nombres py , satisfaisant a (4) et ceci pour
A;eR i=1,2,..., N mais aussi pour les x; variables dans [0,1]. »

En conséquence nous n’améliorons pas les résultats connus, mais nous
avons relié deux notions importantes qui semblaient a priori étre différentes,
dans la théorie de I’intégration numérique approchée :

% la notion de formule optimale au sens de la norme choisie,

# la notion de meilleure formule parmi les formules de degré de validité
r—1;

et nous pouvons énoncer les résultats de [1] sous la forme :

Théoréme 3. — Dans Cly,,; si nous considérons la formule d’intégration

fo 109 &5 = 3 4uf ) + RU)
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2i—1

alors il existe un jeu unique de neuds x; = SN

et de poids A; =—1— i=12,... N
N
pour lequel ||R|| est minimum et on a I'estimation de I’erreur

V£ €Clo |R()| < iN max |f @]

Théoréme 4. — Dans C(, ,; si nous considérons la formule d’intégration

1 N
[ roax= Y ased+ ko

alors il existe un jeu unique de neuds x; = f—_l-_—;—(l———l—l i=1,2.,N
A, = 2 i=2,3 ., N—1
et de poids

avec h =[V/3 +2(N—1)]"!
pour lequel ||R| est minimum, et on a Pestimation de Ierreur

2
Vfe C[o 1 lR(f)l ll— max lf”(t)l
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