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UNE CONDITION D’OPTIMALITE
EN PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS

par Monique GUIGNARD (1)

Résumé. — On démontre une condition nécessaire d’optimalité pour un probléme de
maximisation en variables entiéres d’une fonction convexe sur un domaine non linéaire. On
trouvait déja cette condition dans [1] pour le cas linéaire et dans (2} pour le cas non linéaire,
mais une hypothése de régularité du cone linéarisant les contraintes a I’optimum avait été
faite. Cette hypothése n’est pas nécessaire.

Je tiens a remercier M. Huard qui m’a suggéré l'idée de cette démonstration.

Définitions et notations

Si C est un convexe de R”, et si ¢ : C— R, ¢ est quasi-convexe sur C
si {x€C:q¢(x)< A}estconvexe, YA€ R.

Si C C R", Co(C) désignera I’enveloppe convexe de C.
Q désigne I’ensemble des rationnels et M7 est I’élément (7, j) de la matrice M.

Théoréme 1

Soit C un convexe de R", KC R", ¢ : R" — R une fonction quasi-
convexe sur C.

Six € C N K maximise ¢ sur C N K, alors x maximise ¢ sur Co(C N K).
Soit P= Co(CNK). YxeP,
—oux€eCNKet p(x) < o(x).
— ou x ¢ CN K et d’aprés le théoréme de Carathéodory ((4), p. 4-2)
Joagy e, , 2;€0,1) , Za;=1
Ixp50e0%, , ;€CNK , x=Zuax,

(1) Maitre-Assistante, Laboratoire de Calcul, CUSLA, M3, Lille.
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Supposons que ¢(x) > @(X).
¢ étant quasi-convexe sur C,

o(x) = o(Ta,x;) < Max o(x;) = o(x;)

et il existerait au moins un point de C N K, a savoir x;, tel que

o(x) = 9(x) > o(x)
ce qui est impossible.

Il faut donc que
o(x) < ¢(x).
Théoréme 2

Soit un cone I' défini comme {x € R" : Bx < b}, avec rang (B) = r.
Soit x un point tel que BxX = b. Alors

—sir=noul ={x}

ou I' est I’enveloppe convexe de ses génératrices extrémes.
—sir<n,I'=Ty+A
OUA ={x€R":Bx=>b} est une variété linéaire de dimension
n—r,
et ol I'p ={x€R"NA*: Bx < 0} est un cone de dimension r,
si A* est un sous-espace vectoriel supplémentaire dela variété linéaire A.

To dans R" est un coéne polyédrique régulier, égal a I’enveloppe
convexe de ses génératrices extrémes.

r=n Le cone polyédrique I' a2 un sommet x ((3), p. 388), il est saillant ((4),
p. 12-4), alors
— ou il ne contient pas de génératrice : I' = {x },

— ou il contient au moins une génératrice et il est I’enveloppe convexe de
ses génératrices extrémes ((4), p. 12-15) qui sont des facettes d’ordre 1

((3), p. 388).
r < n I'n’apas de sommet.
A = {x €R": Bx = b} est une variété linéaire de dimension n —r.
Soit A* un sous-espace vectoriel supplémentaire.
R" = A @ A* ol @ représente la somme directe dans R", donc V x € R",
dyeAdzeA*>5x =y + 2
Sixel': Bx<b,
y€A: Bx=b,
Bx—y)<0=>Bz<0=>z€A*N{x:Bx<0}.
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110 M. GUIGNARD

Soit I'y = {z€A*: Bz < 0}. I'y est un cone de dimension égale a r,
(dim (A*) =r, rang (B) = r), c’est donc un cone régulier qui dans R" est
I’enveloppe convexe de ses génératrices extrémes.

Théoréme 3
Si I' est un c6ne polyédrique d’équation Bx < b, ou
BleQetb;€0Q, VY, VY,
alors, si x € Z" tel que Bx = b,
'=Co(I'NZ"

1: r=n
ouI’ = { x} si x vérifie BXx = b,
et ' = Co(I'NZ "),

ou I' = Co(G) ol G est I’ensemble des génératrices extrémes G; de I'. Une
génératrice extréme est une facette d’ordre 1, i.e. vérifie un systéme d’équations
du type

Bix = by, ourang (By) =n—1.
Ce systéme d’équations admet une infinité de solutions entiéres de la forme
X = xO + xY, & € Za

ot % est une solution entiére particuliére, par exemple X, et ol y, 3 composantes
entiéres, vérifie B;y = 0 (cf. résolution d’un systéme linéaire en entiers).

Donc VG; génératrice extréme, G;NZ" ={x€R":x =X+ oy, €N}
et G, =Co(GNZ)={x€R":x=x+ oy, x €R, }.

GC Co'NZYCT

}»lr:wwnm)

' = Co(G)
2: r<n

'=r,+A
oully ={x€R":xeA* Bx <0},
etA ={x€R":Bx=15b}

1. rang (B) =r < n=>VYxeANZ x=%+ Vt,t€Z",
ou ¥ est une solution entiére particuliére, par exemple X, et ou V, matrice
(n, n —r), est a ccefficients entiers, de rang n — r, et vérifie BV = 0,

ie. V € Ker (B).

VxeAx=Xx-+VtteR"
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puisque ¥ € Ker (B) et rang (V) + dim (B) = n, et
VxeA xeCo(AN2Z".

Donc

A = Co(A N Z7)

2. Pour prouver que I'y est I’enveloppe convexe de ses points entiers, il
suffit de montrer que I’on peut se ramener au théoréme 3.1. Or

o ={x€eR":x€A* Bx < 0}.
A* étant un sous-espace vectoriel de dimension r, il existe une application
linéaire F : R — R""" telle que
A*={x€R":Fx =0}, et rang (F) =n—r.
P
Alors, si on pose 4 = F » on peut définir 1"y comme

—F

{x€R":Ax < 0}.
Pour que I’on se trouve dans un cas d’application de la premiére partie,
il suffit que
1. rang(4) =n,
2. 4€Q,V i}
il existe en effet X = 0 vérifiant 4% = 0.

Soit I un ensemble d’indices tel que
|I] = r et rang (B)) =r.

F,, ..., F, ayant été déterminés, p = 0, ..., n — 1, on peut déterminer F,,,
tel que

1. 'Bj+F,.y =0,Vj€l et 'F,-F,,, =0,i=1,..,p.
2. Froi€Qk=1,..,n

Dans ces conditions,

| To = CoT,N 2" |

n° R-2, 1971.



112 M. GUIGNARD

3. '=A4+Ty=Co(AN2Z")+ Co(T'yN2Z"

=CoANZ"+ToNZYC Co'NZHCT

car - Co(A4) + Co(B) = Co(A4 + B) (@), p. 4-8)
et - I’estconvexe, donc Co' NK)CT',¥Y KCR",
donc

! T = Co(T' N Z")

Théoréme 4

Soient ¢ : R"— R, a : R" — R™, X € Z" tel que a(x) < 0.

On suppose a et ¢ différentiables en X, et [Va(x)l € 0, V,, V.
Soient 4 = {x:a(x) < 0}etT(x) ={x€R":Va(x)(x—%x)< 0}

Si ¢ est quasi-convexe sur 7(x) et si 7(x) C 4, alors

a(x)< 0 3u=>0
{ }»@(x)s@(i)}»{
xeZ" Vo) =u-VaX).

Soit P = Co(T(x) N Z").
Alors

_ X maximise ¢

= n
=sur T(x) N Z sur P.

1. X maximise ¢ sur 4 N Z" } X maximise ¢ }
(théoréme 1)

xeT(x)c 4
2. [Vax)leQ
x € Z" vérifie Va(x) - (x — %) =0 } = T(x) = P.
(théoréme 3).
3. 1.

} = X maximise ¢ sur 7(X).
2.

4. Les conditions de Kuhn et Tucker sur T(x) s’écrivent
Fuz0:VoeXx) =uVa).
REMARQUE

Si a est pseudo-concave et différentiable en X, I’hypothése : T(x) C A4 est

vérifiée, car
Vax) - (x —x) < 0= a(x)—a(x) < 0

ax) <0

} = a(x) < 0.
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EXEMPLE
3 _

_ — X x, +V2 -1 _ -~ _|—3 1
a(X)—[ _xz__\/i]QO,x——[l, 1],Va(x)._[ 01
TEx) ={x:—3x+x<—4x+1>0}CA
Donc u> 0:Vo(x) =u-Va(x).

x2+ °
0 2 Tix) X,

Figure 1
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