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DEUX RESULTATS SUR CERTAINES FORMULES
PARTICULIERES DU TYPE RUNGE-KUTTA

par Jean HARDOUIN DuPARC (1)

Résumé. — L’auteur montre Iimpossibilité d’un certain type de formule et exhibe
une autre for{nule de Runge-Kutta pour résoudre des problémes différentiels du second ordre
lorsque les dérivées premiéres n’apparaissent pas dans I’équation.

Ce texte est celui de la communication prononcée aux Journées Nationales d’Analyse
Numérique de Bordeaux (septembre 1969) ; communication citée en référence dans ’article
« Une formule de Runge Kutta » (R.L.R.O., 4¢ année, n° R-1, 1970, p. 3-8).

Je vais donner deux résultats, I’un négatif et I’autre positif, sur un certain
type de formules de Runge-Kutta.

11 s’agit des formules destinées a résoudre un systéme d’équations diffé-
rentielles du second ordre dans lequel les dérivées premiéres n’interviennent
pas. Parmi ces formules ce sont celles du type proposé par M. Kuntzmann au
congrés de Munich 1962 qui m’intéressent; c’est-a-dire celles ol toute 1’infor-
mation disponible est utilisée pour le calcul de la dérivée premiére, 4 la fin
du pas.

Soit & résoudre le probléme de conditions initiales suivant :
calculer X(¢;+,) connaissant X(¢,) et 1’équation X" = F(X, t)

X étant un vecteur de fonctions de la variable ¢, X" le vecteur des dérivées
secondes ; nous noterons X' le vecteur des dérivées premiéres.

Nous aurons les formules suivantes :
en posant :

h=t1—t, X0 =X(t), X[ o =X'"(t) et X]o = X"(t)

(1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Bordeaux.
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Pour a : = 1 par pas de 1 jusqu’a k — 1 faire :
N .
Xi,a = Xi.O + heaXi,O + —2‘ Zy:%) Ba,'yXi,'y

Xi”,a = F(Xi.m ti + hea)
Puis
Xip=Xio+h YNt A,X0,
on prendra alors :
X(tiv1) = Xip—r et X'(t141) = X
Pourk=2ona:0, =1, By o=1, 4y = 1/2, A, = 1/2; erreur en A3,
Pourk=3ona:0,=1/2 6,=1; B, o,=1/4, B, , =1/3, B, ; = 2/3,
Ay = A, = 1/6, A; = 2/3; erreur en A°.

Ces deux formules ont été données par M. Kuntzmann [1] (2 pages 124-

125).

Pour k = 4 on pourrait se proposer d’atteindre une erreur en AS, il faudrait
pour cela satisfaire les relations suivantes :

8, 6, 1 3
62 62 =16 o
03 63 Bs.2 1/10
6, 0, 1 4, 1/2
02021 | x |4, | =|1/3 [0}
1630311 A5l 1
B,, 28310, = 1/30 3
A5(B; 50, + B;,10,) + 4,B,,,0, = 1/12
oubien:  A; + 34,B,,0, = 1/4. C))

Une premiére relation de compatibilité issue du systéme (1) donne :
3‘—"5(61 + 62) + 10 6162 = 0

puis en éliminant B, ,0, entre (3) et (4) puis 4; dans (2) et en reportant les
valeurs de B, , tirées de (1) et en éliminant 4, on a :

A3 = 1/8
n° R-2, 1971.
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si nous reportons cette valeur dans (2) nous obtenons une seconde relation de
compatibilité : 3—5(8, +0,) + 96,0, = 0

ce qui n’a pas de sens car il faudrait prendre 1’un de ces paramétres nul.

Il n’existe donc pas de formule intéressante de ce type pour la valeur
k = 4, tel est le résultat négatif.

Par contre pour k£ = 5 nous avons trouvé une solution permettant d’at-
teindre une erreur en A7. Nous devons alors résoudre :

0, 0,05 1/ 3|
ooz |Bar| |y 6] .
030263 X | Be2| =110
pros0t| Basl s 1
0, 6,051 A, 1/2
67 62 621 o 4| _ |13 @)
6763631 Ay 1/4
0¢ 65 031 A, 1/5
8, 6, 6, B, X By AyXBj 4 1/30 1/12 — A4,/3
02 62 62 X | By,3X B3,y A3X By, | =|1/90 1/30 — A,/6 |(3)
0;%6,0,%x0,6,%x0, By 3XB3, A3XB; 1/45 1/15 — A4,/3

Les valeurs suivantes satisfont & ces relations :

5—+5 5—4/5 54+ 4/5
61— 20 ) 92— 10 Py 63— 10 5 64___1 ;
3—4/5
Bio="%5 ’
3—4/5 3—+/5
By o= 30 , By = G s
3+V5 4+2v/5 11 + 5v/3
Bso =73 > Bsa 15 v P32 7Ty ’
1 54+4/5 5—4/5
B4'°—E , B4y =0, By, = 5 , B43_—_T,
1 5 5 1
Ao—ﬁ , Ay, =0, Az_E s Aa—ﬁ , A"_E
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Cette formule parait intéressante; moins bonne mais plus économique que
les formules de rang 5 d’Albrecht et de Laurent (2, page 123), d’ordre plus
élevé que les formules de rang 4 de Nystrom et de Laurent (2 page, 120-121).

Tel est notre second résultat.
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