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RECONNAISSANCE DE SOUS-ARBORESCENCES

par J. CHAUCHE (*)

Sommaire. — La définition des arborescences comme classe de langage structuré construit
sur le monoide libre engendré par Nt permet de définir précisément les sous-arborescences.
On a alors le moyen d’accepter par un automate a pile toutes les arborescences contenant
une sous-arborescence donnée. Cette reconnaissance se fait sans contrainte sur la position
relative de la sous-arborescence avec I’arborescence donnée.

DEFINITION ET PROPRIETES
DES ARBORESCENCES ET SOUS-ARBORESCENCES

1° Ensembles fondamentaux

— N* : ensemble des entiers naturels non nuls : { 1, 2, ..., n, ... 1.

— U : le monoide libre engendré par N* et’opération de concaténation « «»
de deux entiers. « 0 » est 1’élément neutre de ce monoide.

— g* : groupe des permutations récursives de N*t.

— & : ensemble des applications récursives de U — g*.
— < ordre naturel de N*.

— < : ordre défini sur U par :

a<bedxelU a-x=»

— [ : longueur d’un mot, application de U — N* défini par :

1(0) =1
IW.x)y=IW)+1 VxeN',WeU

2¢ Elément d’arborescence

Un élément d’arborescence est une partie finie 4 de T(U) fermée a gauche
pour <.

(1) IMA Grenoble (G.E.T.A.).

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle n° R-3, 1971.



90 J. CHAUCHE
A est un élément d’arborescence < 4 € T(U), card (4) est fini et

x€A,yeU, x < y=>y€A.

3° Fonction d’équivalence

Soit f€F, on définit ¢, dite fonction d’équivalence comme 1’extension
naturelle aux parties de U de la fonction ¢; définie par :

?7(0) =0
(W x) = (W) - fw(x)

Ou f est employée pour f{ W) qui est une permutation récursive de N*.

40 Arborescence

Une fonction d’équivalence étant une permutation de U, on en déduit :
— Une arborescence est une classe d’équivalence pour la relation :

A~B<=31feF :B=q¢iA)
— Elément simple :
Un élément d’arborescence A4 est dit simple si et seulement si :
Vx-i-y€d, x,yeU, ieN"*
jLi=x-j-y€eA

A étant fermé pour < cette définition est équivalente 2

Vx-i€d, j<i=>x-j€A
50 Théoréme

3 une fonction récursive £ de F(U) — F tel que pour toutélément d’arbo-
rescence 4, @y 4(A4) est un élément simple.

REMARQUE

Le nombre des éléments simples d’une arborescence est fini.

6° Fonction d’effacement, sous-arborescence

— Une fonction d’effacement notée &, est I’extension naturelle aux parties
de U de la fonction &/ définie par :

&ix-y)=y Vx-yeU
&(» =0 VyeUAnx<y
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RECONNAISSANCE DE SOUS-ARBORESCENCES 91

— Une arborescence { B } est une sous-arborescence de { 4 } si et seulement

si:3feF,A4€e{A},Be{B},xe€dtel que:
B C ¢s(6:(4))

Cette définition est cohérente c’est-a-dire que si cette propriété est vérifiée
par deux éléments Bet A de { B } et { 4 }, elle est vérifiée pour tous les éléments
de {B}et {4}

Propriéteé :

Soient { B }et { 4 } deux arborescences et B et A deux éléments quelconques
de {B}et {4}

{ B } est une sous arborescence de { A } si et seulement si il existe

X€afd) et feF
tel que

‘Pg(x)(B) c <Pf(&c(‘f’g(A)(A))

7° Représentation linéaire

Soit L le langage sur { [, ] }* défini par :

1) [1eL

2) Wiy Wo €L = [Wy, ... W,]JEL

Propriété :

11 existe une bijection £ entre ’ensemble des éléments simples et le langage L
telque {0 =1[1

Définition :

Si A est un élément quelconque de ’arborescence { 4 } alors £(q;(4(A4))
est un représentant linéaire de 1’arborescence { 4 }.
8° Sous-mot

U est un sous-mot propre de W si et seulement si UelL, WeL,
AV.-ZeLU{A} W=V-U-Z
U est un sous-mot de W si et seulement si
2n+1 n
w= [I w. uU=1Ilw,;
i=1 i=1
avec W, - Wy, €LU{A}etVh 1l <h<n[Wyl€eL
Propriété :
B est une sous-arborescence de { 4 } si et seulement si il existe deux éléments
simples Bde { B } et A de { 4 } tel que £(B) soit un sous-mot de £(A4).

n° R-3, 1971.



92 J. CHAUCHE

90 Automate a pile (déterministe)
Un automate 2 pile est un sextuplet T = (Vi, V), O, 3, ¢, F) oU
Vg est un ensemble fini vocabulaire d’entrée
V, est un ensemble fini vocabulaire de pile
Q est un ensemble fini, ensemble des états
qo € Q ’état initial
F C Q ’ensemble des états finaux
3 une application ¥y x V,U{A}x 0—> V% x Q
Une configuration de I’automate est un doublet sur V% X Q.

Marche de I'automate
UeVioceVg Us:(Zyv,q) VU :(ZZ',p) si d(o,v,9) = (Z’,p)

Langage accepté
Si % est I’extension réfiexive et transitive de -, ona :
L(T) = {W|W:(A,qo) A : (A, gp),q,€F}

10° Théoréme

Soit { B } une arborescence quelconque donnée; alors il existe un automate
a pile T ne dépendant que de { B} tel que les propriétés suivantes soient
équivalentes pour toutes arborescences { 4 } :

— { B} est une sous-arborescence de { 4 }

— Lpecay(4) € L(T) VAde{4}

Démonstration

On démontre la propriété par récurrence sur le nombre de point de 1’arbo-
rescence { B }.

Si { B } contient un seul point alors £(p.(B)) =[], V B € { B }, I'automate
est donné par :

T:({[s]}’QaQ:85q09F)
0=1{9091,92}

F= { q> }
8:3( A, q0) = (1> 91) 31 915 1) = (191> 90)
8(]’ g1, ql) = (Aa qZ) 8(65 q1> 42) = (Ay 42) v G € { [» ] }

8([: X, 92) = (x’ qla qZ)
30, 91, 92) = (A, q2)
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RECONNAISSANCE DE SOUS-ARBORESCENCES 93
Si la propriété est vraie pour toute arborescence { B } contenant au plus

(n — 1) points alors une arborescence contenant 7 points est telle que :

— chaque élément d’arborescence contient au plus (n—1) entiers et
£(@g(s)(B)) est de la forme

n—1
[ Wi-],WiELU{A}
i=1
chaque W, correspondant & une arborescence d’au plus (# — 1) points.
Soit T; les automates reconnaissant W, alors ’automate 7 est donné par :

T, =({L] }, Vpis Qis Goss 3;, Fy)
T={L1L0.0,1,8{q}
0 =1{(s4q, .. qn—l)lqi €F(Q).ce({1,.., n}z)n_]} U{g,}U{1}
avec :6 = 1 <06 = (6,,..., 6,-1) Ao, = (6;,6;,) = (LLHV i
8:8( A = ((1, { goy »s -+ { Gous 1) (1, {0, } s { 90,2 1))
80X (2 { g1 b oo { @n-1 D) = (X2, {4155 o { G D)
(r. {qi } s { gn-13}

ou si

X = (p”’ { qlll }, eoe {qr:,—l })
ona

9€{qi}=>q€dl. g, 9). 9/ €{q’} a€{a}
. 31 x, (s { a1 s {1 D) =N, (@, {q] }. -, { @1 D)
ou
. P 75 (Gla~"’ c;n—l) tel que V]9 (Gjl = sz)

et s1

x=(p" {qi} . {a-1})
on a :

{ai}={a/tu{q"}

avec

ge{q/}<=qed(, 4/ q), a9/ €{g9/},9.€{q: }

?' = (o/,..., 6,_,) avec

c; =

{ (o4 1,card ({ q;|q; e F; N {g{}}) si {g}NF,+# ¢

c;

14

sinon
8(]’ X, (p’ {ql }’ At { I })) == (A> qf) Slp = (Gla"'> Gn—l) avec vi On > Cio

S(L X, qf):(As qf) ’ er
8([: X, qf) = (X 1, qf)
n° R-3, 1971.



9 J. CHAUCHE

11° Théoréme

Etant donné une arborescence { B }, il existe une fonction récursive donnant
les états de I’automate a pile 7" du précédent théoréme.
Démonstration

La démonstration est évidente du fait que la démonstration du précédent
théoréme peut se traduire comme un schéma de récursion.

12° Exemple

Une formule algébrique peut €tre mise sous forme arborescente. Reconnaitre
une sous-arborescence est alors équivalent a reconnaitre une sous-formule.
Dans I’exemple donné les instructions du systéme sont :

e : entrée d’une expression. Elle est effectuée sur la ligne suivante et en
minuscule. La réponse du systéme est la formule prise en compte qui, elle, est
donnée avec des majuscules.

Is : localisation d’une sous-formule :
— la formule 4 reconnaitre est donnée en minuscule sur la ligne suivante
— réponse en majuscule :

— « non » si la formule n’existe pas

— la sous-formule si elle existe. Elle est alors donnée sous la méme forme
que dans I’expression générale.

1re expression
a+x+y+beyez+cezx

AN AN A
axy byz czx

la sous-expres- //r\\ existe
sion

ybz

-
la sous-expres- s
. n'existe pas

sion

cb z

Figure 1
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RECONNAISSANCE DE SOUS-ARBORESCENCES 95

start phar

EXECUTION BEGINS...

e

3a.X.ytb.y.z+C.z. x|

A X.Y+B.Y.Z+C.Z.X

1s

y.b.z}

B.Y.Z

Is .

c.b.z|

NON

e .

(X.y.2*y.t.z.a*z. t)(z.r.str.y.t.a).(z.x.a.btr.s.t+t.z. x+a) |
(XY ZHY . T.Z.A+Z.T) . (Z.R.S+R.Y.T.A) L (Z. X A B+R, S, T+T. Z. X+A)
1s

t.z.x+a.x.z.b+ts,.r, t+al

Z.XA.B+R.S. T+T.Z.X+A

1s.

(t.z.x+a.x.z.b+s.r.t+a).(t.z.a.y+t.z+z.x.v) |

(X.Y.Z+Y . T.ZA+Z,T) . (Z.X.A.B+R.S. T+T.Z. X+A)

| ,
Figure 2
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