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DISCRETISATION DES CONDITIONS
AUX LIMITES
DANS LES SCHEMAS SAUTE-MOUTON

par J. M. THomas (1)

Résu%né. — En vue de la résolution numérique des systémes d’évolution de la forme
a—;‘ + 4 a—:: +Ku=f, 0<t<T, 0<x<1, avec conditions aux limites mixtes, nous

considérons des schémas de type saute-mouton. Des choix de discrétisation des conditions aux
limites sont donnés; ils conduisent a des schémas explicites et conditionnellement stables ;
Pordre de précision est étudié.

Soit le probléme modele :

ou Ou
§+§=f 0<x<1,0<t<T

u(0, x) = uy(x) O<x<1
u,0)=0 O<t<T
et cherchons a approcher sa solution par le schéma saute-mouton

1 n n-— 1 n n n 3
Z_'At(ui+1—ui 1)+m(ui+1—ui—1):fi 1<i<I 1<n<N

Les u} étant donnés pour » = 0 et n = 1 il faut, pour pouvoir résoudre ce
schéma des relations supplémentaires permettant 1’élimination des termes ug
et uy,,. Or si en x = 0 la discrétisation de # = 0 permet d’éliminer ug, le
probléme exact ne fournit pas de conditions aux limites en x = 1. Il faut donc
se donner en x = 1 une condition aux limites discrétes qui assure tout a la fois

(1) E.R.A. 215-Université Paris-VI.
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32 J. M. THOMAS

la consistance et la stabilité du schéma. Richtmyer et Morton [5] montrent
que le choix oy =l
conduit 4 un schéma instable, tandis que le choix
2ty =uptt upt
donne un schéma conditionnellement stable.
On se propose de généraliser ce résultat a un systéme de la forme

ou ou
~— + A(x) = + K(x)u =
o+ AC) 5 + Keu = f

Le schéma sera explicite, conditionnellement stable; pour une solution
réguliére I’erreur en norme L2-discréte est démontrée étre en 0(k!/2) au moins
et les essais numériques semblent donner une erreur en 0(%).

Moyennant quelques hypothéses supplémentaires sur les coefficients du
probléme — hypothéses qui sont satisfaites dés que la matrice A est soit définie
positive soit définie négative — on donnera un deuxiéme schéma explicite,
conditionnellement stable. L’erreur en norme L2-discréte sera démontrée
étre en 0(h3/2) au moins et les essais numériques semblent donner une erreur

en 0(h2).
1. POSITION DU PROBLEME

On cherche 4 résoudre le probléme suivant : étant donné f et u, trouver
u = u(t, x) a valeurs dans R? solution de

ou ou
) a—t+A(x)—a-J—c+K(x)u=f O0<x<1,0<t<T
) u(0, x) = uy(x) 0<x<l1

(3) u(t, x) € Ker [B(x) — M(x)] x=0etx=1,0<t<T

Les paramétres du probléme 4, K et M sont des matrices p X p et on a posé :
) B)=+A(1) et B(0)=— A®©)

Nous supposerons toujours (i) et (ii)
(i) — la matrice A(x) est symétrique pour 0 < x < 1;
— les coefficients de A(x) sont de classe C!(0, 1);
— les coefficients de K(x) sont de classe C°(0, 1).
(ii) — la matrice (M -+ M*)(x) est semi-définie positive, x = O et x = 1;
— Ker (B— M)(x) + Ker (B + M)(x) = Rp, x=0etx=1.
Par notations, L* désigne la matrice transposée de la matrice réelle L; et
Ker L={X|LX=0}.
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CONDITIONS AUX LIMITES DANS LES SCHEMAS SAUTE-MOUTON 33

Définition : Une fonction u de L*(Q) avec Q@ =10, T[ X ]0, 1[ est dite
solution faible du probléme (1) (2) (3), si pour toute fonction v de classe C!?
dans Q, vérifiant la condition finale v(T, x) = 0 et les conditions aux limites
adjointes v(?, x) € Ker (B + M*)(x)enx =0Oetx = 1,0ona

o 0
6 |u—— )+ K| =(f g + o 1O,
ot ox L2%©Q)

Théoréme 1 : Pour f donné dans L%(Q) et u, donné dans L*(0, 1) on a
existence et unicité de la solution faible. De plus
u€eL (0, T; L*0, 1)).

Pour la démonstration, cf. Friedrichs (1) et Lax-Phillips (4).
Le probléme approché :

A Dentier /, destiné a tendre vers 4+ 0o, on associe le maillage de pas & =%
défini par :
. 113 1 1
xi=zh l——i;ia’i,...,l——isl-*—i

Les points x_, ,, et Xy, ,, sont donc extérieurs a (0, 1).

On désigne par V,, (respectivement 17,,) I’espace des suites finies 4 valeurs
dans R? :

v, = (v)i2§1/4? (respectivement v, = (v,)iZ 1} /4.

L’espace ¥V, est muni du produit scalaire

~

-1/2
©h, Wiy = hv; -+ w;
i=+1/2

ou v; - w; désigne le produit scalaire de RP; la norme associée & ce produit
scalaire est notée v

On définit ’approximation centrée A4, € £( f/,,, V,) de A(.) % par

©® Vuyce I;h (Ayy); = 2_2 (s 17250 — ) + Aimq)2(0; — u;-4))
avec 4; = A(jh).
On définit I’approximation K, € £(V,, V;) de K(.) par
) Vu, € Il}h (Kyup); = Ku;
avec K; = K(jh).

n° juil. 1972, R-2.



34 J. M. THOMAS

" Pour la discrétisation en temps, on associe A I’entier N le pas de temps

T . qs .
k= N On considére alors le schéma saute-mouton :

Etant donné u, et »; dans V,, étant donné les f7 dans ¥}, pour n =1, ...,
N — 1, trouver les u, dans ¥V, n = 2, ..., N solutions du schéma :

(8) (u"+l _uh 1) + Ahuh + Khuh f: n = 1, ceey N‘_" 1-

Le probléme est ainsi mal posé et il faut se donner des conditions aux limites
discrétes. Le terme en »”,,, n’intervenant dans (8) que par A(0)u”,,,, le choix
le plus simple de conditions aux limites discrétes consistant a

[4(0) + M(0)] u(z, 0) = 0
et permettant d’éliminer 4(0)u”,,, semble &tre
AQ)u” )5 + MQ)ui, =0

C’est le choix qui est fait par Lascaux (3) pour résoudre le probiéme par un
schéma implicite du type Crank-Nicolson. Mais pour le schéma saute-mouton
ce choix conduit 4 un schéma généralement instable.

Les majorations d’énergie vont nous suggérer quels choix faire.

Les corollaires du résultat préliminaire suivant seront essentiels dans la
suite.

A Popérateur 4, € £( I>,,, V,) on associe A? € £(V;, V) défini par
)] 2(14;? Uy, Uy = 2(Apuy, v,) + AQ)u_ 172 * V12 — A(Duy, 1/2°* V1+172
Lemme 1. Il existe une constante C indépendante de 4 et de k telle que si
(3 (M"H u;:—l) + Ay + Ky = f,
on ait la majoration :
(10) —( I }'x.+1lh - l uy 1!3) -+ 2(Ahum u:.“)h—2(A;?uZ ! upy +
+ At 12 (u, vz +ui- 1/2) Ay )p - (11'1'721 + u1/2)
< |fild 4 7 + |l + [~ (D

* (C désignera diverses constantes indépendantes de 4 et de k.
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CONDITIONS AUX LIMITES DANS LES SCHEMAS SAUTE-MOUTON 35

Démonstration. Multiplions scalairement dans V), 1’équation (8) par
n+1
+ u}.

1 n Fl - n n—
.IE( l“l.+1l: l lli%) + 2(Ayuy, 1 + uy 1)b= 2(f — Kyuy, uy +1 + uy l)h.
A T’aide d’une intégration par parties discréte on vérifie :
2 Apug, Y 20uh, Ay~ g = 20up, VA )y +
+ ups 1/2° A(I)U;:i/z + u;-—l/z . A(l)u;:i/z
—uyp s A —uly )y - A(O)u'l'}_zl
ou P'opérateur VA, est défini par
1 .
VAwy); = A (Ais12— Ai-12)0: i=1/2,..,1—1/2,
Les hypothéses de régularité faites en (i) conduisent ainsi & la majoration :

k( l h+1]h — luh—llh) + 2(Ayup, Wyt ) — 2(4u "t u), +
+ U4 172 ° A(l)u?:i/z + u7—1/z . A(l)";;i/z - u;/z « A 1/2
—ul 172 ° A(O)uuz < 'f;:l;? + C(lu,','“lf + [ulﬂ: + Iu:—ll:)-

Majoration qui n’est autre que celle donnée dans (10) lorsque l’on fait
intervenir ’opérateur 42 défini par (9).

Corollaire 1. Soient (up ~*, uj, up* ') vérifiant

2k( "H— 1)+Ahuh + Ky = fi

11
(an 2A(Muf 4y, = MGl + uiZls)

— 24(0)u’ 1/2 = M(O)(u'llle + “1/2)

On a alors la majoration

(12) "( l "+1'h — 'uh 1|2) + 2(Ahuh> uh+1)h 2(/1}?”;: 1, Uy <
< |fle 4+ Cw g + |y + |u ™5

Démonstration : M 1+ M* est semi-défini positif par hypothése.
n° juil. 1972, R-2.



36 3. M. THOMAS

Plus généralement, on a le
Corollaire 2. Soient (4!, uf, ul*') vérifiant

2% W  —u 1) + A, + Ky, = f3
2A(1)uz. 12 = M(l)(u?fi,z + u?:}/z) + h(Plf;—uz

13 P. n 2 n
(13) + Qur_1/2 *;R1(u1t}/2 uy” 1/2))
—2A4(0)u” 172 = 1‘4(0)(1‘;'721 + u’l‘/_zl)

n n 2 n n—
| + h(POfl/Z + Qotty)p — % Ro(ulfzI - u1,21)>

ou les matrices P, Py, Q, et Q, sont quelconques et les matrices R, et R, sont
symétriques; on a la majoration suivante avec C; dépendant de. P, et P, et C,
dépendant de Q, et Q, :

1 n n
14 z( |”h+1|1?—hR1u;ti/2 . ult}/z —hR0u1/2 . u1/ )
1 n— n-— n- n— n-
—Z( Iuh llf —‘hR1u1—}/2 . uz—i/z — hRouuz1 . ux/zl)
+ 2(Ahuh9 uh+1)h — 2(*4;?”;: ! s Uph
< Cy | Sl + Gl ™2 + |wd + |u ™' [D)

Dans le paragraphe suivant nous étudierons le schéma saute-mouton relatif
a (11). De la majoration (12) nous obtiendrons une condition suffisante de
stabilité du schéma. Le schéma ainsi obtenu sera peu précis; nous améliorerons
la précision avec un schéma du type (13).

REMARQUE. A opérateur 4, € £(f/,,, ¥,) on associe Ay € L(V;, V;) défini
par

(9 bis) 2(Albnluha vy) = 2(Apuy, vy) + (M(l)ul—llz — A(l)u1+1/2) *Vp-1/2
+ (MO)uyy + AQ)u_y)5) - 042

La majoration analogue 2 (10) faisant intervenir ’opérateur A est :

(10 bis) k( Jun™ 5 — ™" |2) + 2(A;. upy )y — 204U, ),
+ (AMuty 1, — M(Dug-q)2) - U;ti/z
+ (A(Duf 412 + M*(Duj—q)2) - u;:i/z
+ (— 4(0)u ), — M(O)uy)5) u;'/+21
+ (— A0 12+ M*(O)u;/z) . u’l’/_zl
< | fuli + CCluals + a7+ |4~ D
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CONDITIONS AUX LIMITES DANS LES SCHEMAS SAUTE-MOUTON 37

Le choix
(11 bis) Aups = M(Duz-y, et — AQuL,,, = MOy,

conduit si les matrices M(1) et M(0) sont antisymétriques a
(12 bis) k( l";’:“‘h - I h—llz) + 2(141- s, uh+1)h - 2(Ah uy u;:)h
< AR + CClw™ 8 + Jual + =YD

On peut alors démontrer que le schéma saute-mouton avec les conditions
aux limites discrétes (11 bis) est conditionnellement stable.

3. SCHEMA SAUTE-MOUTON 1
On désigne par SM1 le schéma défini par :
( B+1 n-1)+Ahu;:+Khu;:=f: n= 1, esey N"_l

1 2A(Mut sy = M(l)(u?fi/z + “;:}/2)
— 2400, = M(o)(u'fle + uip 9]

REMARQUE : Le schéma SM1 est explicite.

L’élimination des points extérieurs conduit en effet aux équations :
1 k n 1 k n— 1 n n
% (I + 2 M(O))qul % (1_271 Iu(()))“l/z1 + b7 A(h)(u3,2 — u1/2)
1 n h n n
+ o7 AO)uj, + K 5 |42 = JSi)2-

1 n ,,-. 1 n n n
2k( T 1) + 5}‘114;+1/2(“i+1 —uy) + A;—x/z(u ui-y) + K = f;

3
pour i = ""’I—i

le
Nlm

1 k e 1 k _
T (I + 3 M(l))ur—x/z % (1 % AM(I))"'l 12

1 n n 1 n
+ % A1 — h)(uz- 172 — uz—s/z) 3 A(l)ur-uz

h\ . .
+ K(l '—“2')“1—1/2 = f1-112

n° juil. 1972, R-2.



38 J. M. THOMAS
s . k s . .
Il n’y a que les deux matrices | I +5}—1M 3 inverser, ce qui est possible
puisque (M + M*) est semi-définie positive.

Théoréme 2

Sous la condition de stabilité
(13) k4o < VI—n >0

le schéma SM1 est stable dans L,, c’est-a-dire qu’il existe une constante C
indépendante de 4 et de k telle que

n—1
(16) lup|2 < € { |u|? + |un|?2 + ;k|f;|f}, n=2.,N

Cette condition (15) sera supposée satisfaite dans toute la suite.
Démonstration. Posant
Q" = uzls + [ % + k(4™ up)s

la majoration (12) du Corollaire 1 s’écrit :
7@ — @) < | A1l + CCla ™ [+ [l 4l ™)
d’ou par sommation sur I’indice # (... et C désignant toute constante)
n n+1
(17) QO 4 Y k|f3|E A+ Ch Y |ul?
s=1 s=0

Grace a la condition de stabilité (15) on a :
Q" > v |up)?
O <2 |wlF + 2 |ulh
donc la majoration (17) implique
A ol < 2 |l 2 il kIl + k'Y Ll

11 reste 4 appliquer le lemme de Gronwall discret pour obtenir la stabi-
lité (16).

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONDITIONS AUX LIMITES DANS LES SCHEMAS SAUTE-MOUTON 39

Désignant par g,uj la fonction étagée dans (0,1) valant u} dans] (i — %)h,

(i + %)h [ et par g, (u;) la fonction étagée dans Q valant g,u; dans
Ink, (n + Dk [x]0, 1[
on a [cf. Lascaux (3) ou Katsanis (2)] Ie :

Théoréme 3 : Si g,,(f7) converge vers f dans L2(Q) faible et si g,uy et q,u;
convergent vers u, dans L2(0, 1) faible, alors g,, () converge dans L2(Q) faible
vers u, la solution faible du probléme exact.

Passons a I’étude de I’ordre de convergence. La solution # du probléme exact
est supposée de classe C?; on cherche 2 évaluer V’erreur €.

ep=u,—u,, avec  u; = u(nk, ih) et uj solution de SM1
Le second membre étant continu, nous supposons pour alléger D’écriture
fi= fuk, ih)
Proposition 1 : Sous les hypothéses précédentes, on a
19) lels < C(len|s + lenls + h)
Démonstration. Par linéarité, ¢ est solution du schéma

1 . 1 k o
(1+ M(O)) 1721 - i-]—c‘ (1—" 2—- M(O))el/Zl

1 n h\ , n
+ EA(h)(es/z 91/2) + A(o)eI/Z + K( )91/2 = &1/2

avec

1 i 1 k -
812= fli2 — (1+ M(O)) 1/+z1 + % (I M(O)) 1/21

1 ~n ~ A\np
% A(h)(u3,2 — u1/2) A(O)uuz K(E) Uy

ey I_E

le

une équation analogue pour €7} /2 €t pour § =

1 n i 1 n n n n n
:')__]E(e"ﬂ —& )+ ﬁlAi+1/2(ei+1 — &) + 2_'hAi—1/2(ei —€i-1) + Kief = g;
avec

n n "'n ~n— 1 ~n ~
g =fi— 2k( i —UY; 1)—ﬂAi+1/2(ui+1—u:‘.)

1 ~n  ~nm ~
Y Ay — u;j-) — K"

n° juil. 1972, R-2.



40 J. M. THOMAS
La majoration de stabilité (16) s’écrit :
n—1
(20) |ehli < C{lelli + lerli + Lk lili }
Par développement de Taylor, on vérifie
» 1 ou
812 = 5 (4(0) — M(0)) 5 (nk, 0) + O(h)
@1 g} < cr? i=>.,1—5
" 1 ou
81-12 = 7 (A1) + M(D) 5 (nk, 1) + 0(h)
d’ou
lglZ<ch n=1,..,N—1
et en reportant cette estimation dans (20) on obtient le résultat annoncé.

REMARQUE. On peut interpréter le choix des conditions aux limites discrétes
du SM1 comme une discrétisation de la condition aux limites

h du g
(B—Mu+ 5B+ M)5 =0

Dus Du
La solution exacte vérifiant 1’équation 4 %c =f— % + Ku, on peut cher-

cher un schéma plus précis correspondant a une discrétisation de la condition
aux limites

(B—M)u—{—g(B—}-M)%——g-(I—l— MB“)(f—%—Ku) =0.

La discrétisation sera faite de sorte que I’on puisse appliquer le corollaire 2
du lemme 1.

4. SCHEMA SAUTE-MOUTON 2

Les hypothéses i) et ii) sont complétées par
Hypothéses iii)
- la matrice B(x) est inversible, x = Qet x = 1.
- la matrice B(x)M(x) est symétrique, x = O et x = 1.
ReMARQUE. Ces hypothéses sont satisfaites dans le cas ou A(x) est définie
pour x = O et x = 1 puisqu’alors M = |A[ et BM = + A? est symétrique.
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On désigne par SM2 le schéma défini par :
2k( Y 4 K= fr n=1,.,N—1

24(Duj 4 172 = M(l)(u;ti/z up_ 1/2)

22 . . " Pis — ik
@2 + h(I + M)A 1(1))(1"1—1/2 — Ky—1p2u1-1)2 —uz—ﬁ)

—24(0)u” 12 = M (0)(14,1'721 + uUzl)

-1 n n u'1‘721 - 1"'1'721
+ h(I — M(0)4™"(0)) f1/2 — K1/2u1/2 - 2k

REMARQUE : Le schéma SM2 est explicite :
Posant pour x = Oet x = 1

@3) F(x) = 3 (G — MG)B™()

les équations aux points intérieurs sont

k

(F(O) + 57 M(O)) '1'721 - (F(O) M(O))uuz

+ %A(h)(";/z ul/l) + A(O)ul/z + F(O)K(—)u1/2 = F(o)fx/z

n+1

n— 1 n " 1 n n Lid n
2k( —U; 1) + ﬁAH‘ 1/2(ui+1 —u) + ﬁAi—I/Z(ui —u;_y) + Kui = f5

pour i = .,I——

E,‘” 2

k

(F(l) + 57 M(l)) Tri/z (F(l) M(l))u, 1/2

+ ﬁz A1 — h)(u;—l/z - u?—s/z)

1 n h n n
ﬁA(l)ul—I/Z + F(I)K(l —§)u1—1/2 = F(l)fl—-llz

Il n’y a que 2 matrices a inverser, comme pour le SM1; le lemme suivant

assure la non-singularité des F 4- % M.

Lemme 2. La matrice F définie par, (23) est symétrique et (2F—1I) est une
matrice semi-définie positive.

n° juil. 1972, R-2.



42 J. M. THOMAS

Démonstration : La matrice B étant symétrique, la symétrie de F équivaut
a celle de la matrice BM. La démonstration de (2F—I) semi-définie positive se
raméne a montrer :

VveR? B(M—Bj-v<0
Soit donc v quelconque dans RP. Grice 2 ii) on peut écrire
vV=0{ +0, , avec v, € Ker (B— M) et v, €Ker (B + M)
d’olu
B(M — B)v+-v= (M — B)v, *(Bv; + Bv,)
= 2M1)2 . (le — Mvz)
S 2Mvz d le

Puisque v, est dans Ker (B + M)on a
My, Mvy = — By, - Mvy = — v, - BMv,
Puisque v, est dans Ker (B— M)ona
Mv, « My, = Mv, « Bv, = + BMv, v,
Avec la symétrie de la matrice (BM) on déduit de ces 2 égalités
My, My, =90

ce qui démontre B(M — Bp-v < 0

On ne peut espérer plus car si B est défini négatif, alors M = -+ B soit
2F = L

On désigne par F; ’endomorphisme de V, défini par

(24) (Fuon); = Fo; avec Fyp = F(O)
. 3 3
Fi=1 l—'i’...,l—-—-z—

F1—1/2 = F(l)

D’aprés le lemme 2, &, est inversible et
1/2
(25) th]*h = (Fivm Uh)h/

définit sur ¥, une norme uniformément en / équivalente a la norme |v, ],
Si L €LV, Vi), | Lllcwn,q) désignera la norme subordonnée :

(26) ”L"SL(W:,*) = Sup

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONDITIONS AUX LIMITES DANS LES SCHEMAS SAUTE-MOUTON 43

Théoréme 4 :

Sous la condition de stabilité
(27) k "“Fh_lAg“C(Vn,*) <V1 | n> 0

le schéma SM2 est stable dans L,, c’est-a-dire qu’il existe une constante C
indépendante de 4 et de k telle que

n—1
8 gl < cflli+ i+ TRIAEY =2
=
Démonstration : Posant

O = |up|2, + |up |2 + 2k (AR ),

la majoration (14) du corollaire 2 s’écrit :
1 n n n -
W =) < Ol + R+ R+ TR

Sous la condition de stabilité (27), on a :
" =y lu;:lih
$1 < 2 [w] 5+ 2 ]
d’olu
n ntl 2
g2 < 2 JuR| 3+ 2 | |2 + CZ1 k|filx + Ck Zo |u43]-
s= s=
Grice a I’équivalence uniforme en A des deux normes |-|,et || #,, onen
déduit :
n +1
2 < o { e+ [l + 3 k1A + & D, Lul? |
L’application du lemme de Gronwall discret permet de conclure comme pour

le théoréme 1.

L’intérét de ce schéma va résulter de la proposition suivante. Comme pour
Pétude faite pour le SM1 nous supposons la solution u de classe C3. le second
membre discrétisé exactement : f = f(nk, ih) et on pose

e, = uy—u, avec u; = u(nk,ih), uj solution du SM2

La condition de stabilité (27) est supposée satisfaite.
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Proposition 2 : Sous les hypothéses précédentes, on a
(29) lexls < C(lepls + lenls + A

Démonstration analogue a celle de la proposition 1.
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