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PROGRAMME
EN NOMBRES ENTIERS SANS CONTRAINTES
GENERATION DES OPTIMUMS LOCAUX
DANS LE CAS QUADRATIQUE

par Michel GONDRAN (1)

Résumé. — On donne ici une génération des optimums locaux d’un programme quadra-
tique entier en utilisant une transformation non unimodulaire.

La discontinuité des fonctions a variables entiéres permet d’utiliser efficace-
ment la pénalisation (cf. Hammer et Rudéanu [6] et Gondran [5]).

On obtient alors un programme en nombres entiers sans contraintes. La
définition et la caractérisation d’optimnmq locanx se font alors naturellement

(cf. Coquet [1]). Dans le cas quadratique ces optimums locaux seront les points
entiers intérieurs a un parallélotope. A 1’aide d’une transformation non uni-
modulaire nous donnons ici une génération de ces points plus légére que celle
donnée par Fiorot dans [2].

Considérons le programme entier sans contraintes
Minimiser f(x)

pour x € Z"

1. MINIMUMS LOCAUX
On appellera voisinage d’un point entier x les 2n points entiers dont la
distance (dans L?(Z")avec 0 < p < + o0) a xest égale a 1.

On dira alors qu’un point x est un minimum local si f(X) est le minimum de f
dans le voisinage de x.

(1) E.D.F., Direction des Etudes et Recherches, Service I.M.A.
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En posant :
AT FX) = 1y coey X 15 X5+ 1, Xig 1y eees Xp) — S(X15 ey Xi s Xp)
A7) =f(X15 coes Xy 15 X — 1, Xyt 15 cvey Xp) — S(X 15 ceey Xy ey X;)

pouridelan

et Af =AY f,A7f)
une CNS pour que x soit un minimum local est que :
1) Af = 0.

REMARQUE 1 : L’inéquation (1) est un CN d’optimalité pour le pro-
gramme (P).

2. GENERATION DES MINIMUMS LOCAUX
POUR UNE FONCTION QUADRATIQUE

Considérons maintenant la fonction quadratique
f(x) = x'0x + 2p'x

ou Q est une nxn matrice définie positive a coefficients entiers et p un n-vecteur a
coefficients entiers.

La condition d’optimalité s’écrit ici :

)] 2!‘Qix +Pi| < 9
Effectuons le changement de variables :

3 Yi=0x +p;

Dans la transformation inverse les x; seront entiers si et seulement si les y;
vérifient une équation linéaire dans un groupe fini G d’ordre A = |det Q|
(cf. [3] et [4]).

Théoréme : Les minimums locaux de (P) sont obtenus par (3) & partir des
solutions du systéme.

Z gyi=g (@
(8 Bak

yez, |yl < [%]

H qii

REMARQUE 2 : Le nombre approximatif des solutions est %—

ne juil. 1972, R-2.



82 M. GONDRAN

REMARQUE 3 : Le minimum de (P) est le minimum local minimisant y'Q~ 'y,
cad la norme Q~! du gradient.

La résolution du systéme (Q) peut alors se faire par une exploration exhaus-
tive de deux facons différentes :

a) Faire varier les y; de — [%] a+ [%q] >idelan.

— Calculer chaque fois R = ) g'y; — g° en remarquant que
i=1

R(yl’ wes Vi + 1, ceey y”) = R(yl’ cees Vis sens y") + gl.

— Chaque fois que R = 0, on a un minimum local et on calcule y'Q ™ 'y.

b) Si I’équation linéaire dans le groupe fini G peut s’écrire :

)] N = Z; hiyi + n°

— On fait varier les y; de — [%] a4+ [%] » ide2an.

— On calcule chaque fois y, par (4) en remarquant que

Y12 s Vi + L ¥0) = 2102, o0y YVis eos Yu )+ 1

e -

— Chaque fois qu’un représentant de y, est plus petit que l%J » 0N a un

minimal local et on calcule y'Q™'y.

EXEMPLE
® Min f(x) = 13x3 — 8x,x, + 5x2 — 18x, + 12x,
P
x€Z?
Le changement de variable sera :
1 of
yl - 5 axl _ 13x1 "'"‘4X2—9
1 of
yz—i‘ axz ———4x1 —[—5x2+6

Les minimums locaux vérifient alors le systéme :
y1 + 40y, = 35 (mod 49)
@ ,
yeZs, [v1] <6, [¥2] <2
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Pour résoudre (Q) utilisons I’exploration b) : faisons donc varier y, de
—23a + 2,

D’ol 2 minimums locaux :

y=(—5,1) avec y'Q ly=2
y=042) avee  y'Q 'y=4

Le minimum du programme (P) correspond donc a y = (— 5, 1), d’ot1 1a
solution optimale x = (0, — 1).
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