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UNE NOUVELLE METHODE DE CALCUL
DE LA TRANSFORMEE INVERSE

D'UNE FONCTION AU SENS DE LAPLACE
ET DE LA DECONVOLUTION

DE DEUX FONCTIONS,

par Françoise VEILLON (l)

Résumé. — Présentation d'une amélioration de la méthode de Dubner et Abate publiée
dans le journal de VACM (janvier 1968, vol. 15, n° 1) et d'une application au problème de
déconvolution numérique de deux fonctions.

Méthode [DA]

Soit une fonction à valeurs réelles ƒ(*), définie sur ]— oo, + oo[, nulle sur
]— oo, 0[, que l'on veut calculer connaissant sa transformée de Laplace F(p).
On suppose que F(p) n'a pas de pôles à droite de l'origine (un changement de
variable sur p peut toujours nous ramener à ce cas).

On définit la suite de fonctions gn(t) telle quegn(O soit définie sur]— oo, + oo[,
périodique, de période 2T, coïncide avec e~atf(t)sur le segment [nTfyt + l)T]et
soit symétrique par rapport à la droite des ordonnées passant par le point
d'abscisse nT.

La définition de la suite gn (t) permet d'écrire :

£ zat8n(t) = £ e*'e-«<2nT+f)/(2«r+ 0 + £ G
at

0 0 X
£

n=0 n=0

En isolant le terme correspondant à n = 0, il vient :

£ eatgn(t) - f(t) + £ e-2aTn[f(2nT + t) + ^f{2nT- t)}
n^O n = l

(1) Mathématiques Appliquées, Informatique, Université de Grenoble.
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92 F. VEILLON

En identifiant cette expression avec son développement en série de Fourier

at , x 2 QQt [ l „ _, . V r> J
c o s

il vient ;

e"2ûTn /(2«r + 0 + c2atf(2nT — t)

Si f tend vers r, Err est de l'ordre de f(T), ce qui n'est pas acceptable.
Dubner et Abate ont montré que si fmax est la valeur maximum pour laquelle

T
on veut calculer ƒ(£), et si tmax = — , Err peut être rendu aussi petit que possible
en jouant sur a. En effet, puisque F(p) n'a pas de singularités à droite de l'origine
alors f(t) est bornée à l'infini par une fonction de la forme Ctm (C constante et
m entier). Dans ce cas Err est de l'ordre de :

C(l,5T)m e"a r ou C çTat si m = 0

expressions qui sont décroissantes en fonction de a.
Si m = Oet aT = 10, Err ^ C X 10"5.

Dubner et Abate préconisent d'utiliser leur méthode avec aT constant
valant de 8 à 15, et de prendre 500 à 1 000 termes pour calculer la somme selon
les cas.

Raffinements de calcul

1° Calcul de la somme infinie

Pour mieux calculer la somme infinie, nous avons utilisé l'e-algorithme qui
est une méthode d'accélération de la convergence de la série associée à la
somme [BR],

2° Rapport entre T et t

II n'est pas justifié de lier T à rmax. Cela signifie que pour calculer/(r) pour
t = l par exemple, T sera différent selon que l'on tabule f(t) jusqu'à t — 10
ou t = 20. Il nous a paru préférable de lier Tk t de la façon suivante :

T
— = Xx et Xx ^ 2
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Cette convention a été confirmée par l'étude de la fonction f(t) = 1. En effet
il vient en isolant les termes négligés dans la sommation

2efl 1 kit
-cos

VT2a

VjfcV

kn
cos "

En prenant N assez grand, la deuxième somme peut être rendue petite et le
terme négligé dans son ensemble peut rester petit en jouant sur a et Xt. De plus,
le terme négligé est constant.

3° Optimisation de Xt

Avec une même valeur de aTct un même N, des essais sur diverses valeurs
de Xt et diverses fonctions ont montré que Xj = 8 était la meilleure solution.

4° Influence du nombre N auquel on arrête la sommation

T» TT « rJ ikn\ [kn
Posons Uk = ReFl a + — I cos I —

Si Uk et Ul sont égaux modulo 16, alors ils font intervenir le même cosinus.

Des essais où seul N variait ont montré que N = 36 modulo (16) (qui cor-
respond à un cosinus nul) donnait de meilleurs résultats que N = 30 modulo (16)

kn

N = 32 modulo (16) est encore plus défavorable (cosinus égal à 1).

5° Blocage des termes de la somme

Nous avons préféré bloquer 8 par S (m X Xx avec m ^ 1 en général) les
termes de la somme.

Soit Vk = t Ma + %
z=i \ J

Au lieu d'appliquer l'e-algorithme sur N termes Vx ... VN, nous l'avons
appliqué sur M termes :

fJVm ... WM = X
m = l

Si M = N, nous avons une plus grande précision pour un même volume de
calculs car nous avons utilisé 8 fois plus de termes de la suite d'origine.

nojuil. 1972, R-2.
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Si M = iV/8, nous avons un même résultat pour environ 32 fois moins de
N(N 4- 1)calculs (il y a v - termes à calculer dans l'e-algorithme activé sur N

termes). Le fait que Wk fasse intervenir chacun des 8 cosinus différents concernés
a pour effet de faire de la suite Wk une suite plus « stable » que la suite Vk*

6° Optimisation du paramètre a

La valeur approchée de f(t) est théoriquement indépendante de a. Elle en est
en fait dépendante à cause de :

à) Terreur de principe que l'on néglige,
b) le calcul numérique, donc approché, de f(t).

Nous pouvons donc l'écrire ƒ(*, a) et le problème est de chercher a tel que
f(t9 à) dépende le moins de a.

Pour t fixé, nous calculons f(t, at) pour un ensemble de valeurs at de a.
La valeur aopt retenue est soit la plus petite (car elle minimise Err) des valeurs
de a pour laquelle la dérivée de la spline fonction d'ordre deux passant par les
points (f(t, a£), a() s'annule ou à défaut la valeur de a où cette dérivée est la
plus petite en valeur absolue.

Résultats

1° Tous les exemples ont été calculés avec M = 8.
2° De nombreux essais ont permis de mettre au point l'ensemble de a

suivant :
at = 1,15 a2 = 1,20 a3 = 1,25 a4 = 1,30 as = 1,35

et tous les résultats sont calculés avec cet ensemble mais le nombre et la valeur
des at sont des paramètres de la procédure de calcul.

3° Le temps de calcul est de l'ordre de 1 seconde par valeur de t.

Application à la déconvolution

Étant donné l'équation de convolution :

Jo

qui s'écrit après transformation de Laplace

S(p) - T(p) x E(p).

où S, r, E sont les transformées respectives de s, 75 et e, on veut calculer TS
connaissant s et e.
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Fonction

Je-°'2'sin,

Intervalle

1.906 10-2

<t <
1.220 10- l

Erreur relative
méthode de

Papoulis [PA]

mm

6 10-5

max

1,7

Erreur relative
méthode de

Gaver Stehfest [GA]

min

0,25 10-4

max

1,4

Erreur relative
méthode de Dubner

Abate améliorée

min

< 1,6 10-5

max

5 10-2

Fonction

f 1 + sin(7rO
fit) = | si 0 < t < 2

[ 0 si / > 2

Intervalle

0 < / < 2

Erreur relative
méthode de

régularisation [RI]

min

7,5 10-3

max

1,8

Erreur relative
méthode de

Gaver Stehfest

min

1,2 10-3

max

5,8

Erreur relative
méthode de Dubner

Abate améliorée

min

1,2 10-7

max

5,2 10-1

Fonction

f(t) = e~'/2

Intervalle

4,14 < t < 0,016

Erreur relative
méthode de

Bellmann [BKL]

min

0,7 10-4

max

4,5 10-2

Erreur relative
méthode de

Gaver Stehfest

min

< 3 10-6

max

2,5 10-3

Erreur relative
méthode de Dubner

Abate améliorée

min

< 10" 6

max,

7 10- 6



Fonction

1

- C - Ln(O
C - 0,5772157

6

e~'

L3(t)
6

L3 = - f3 + 9r2 - 18/ + 6

e"fv7 + r(l—e"')

1

Intervalle

0 < t < 100

0 < t < 100

0 < t < 100

0 < t < 10

0 < t < 100

0 < t < 100

0 < t < 100

Erreur relative
pour la méthode de

Gaver Stehfest

min

1,24 10-6

4 10- 6

6 10-:i

2,5 10-4

1,2 10-3

1,2 10-5

5 10-7

max

1,24 10-6

4 10-5

6 10-3

> 1

2,1 10-!

5 10-4

5 10-7

Erreur relative
pour la méthode de

Dubner Abate améliorée

min

1,12 ÎO-6

1,5 10-8

2,3 10-5

5 10-6

1,1 10-6

7 10-9

1,5 10-u

max

1,29 10-6

2 10-6

2,3 10-5

10-2

7,5 10-4

1,7 10-6

4,8 10-14

Erreur relative pour
la méthode de Dubner
Abate non améliorée

min

2,7 ÎO-6

4,8 10-6

8,4 10-5

4,5 10-3

10-4

1,1 10-5

5 10-2

max

3,3

2,7 10-1

2,8 10-!

15

1,4 10-»

1,5 10-2

148
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Sachant calculer lS(t) à partir de Re[T(p)]y il suffit donc de calculer Re[T(p)].

Or, cette fonction est égale à

avec S(p) = Sr(p) + iS

E(p) = Er(p) + Œ&p)
Or Sr, Su En Et sont des transformées de Fourier de s et e que l'on calcule

par le procédé de Cooley et Tukey [CT\.

Résultats

Fonction

t3

6

cos t—
8

t = | et
Jo

Jo

a— 0,5

t2 r
+ - T - = T(l -f / — T)dTL Jo

DOS3* r .

Jo

Intervalle

0,25 < ? < 3

«

«

«

Erreur relative

Min

10-8

1.4 10-8

1.07 10-5

1.96 10-4

Max

10-8

1.3 10-7

1.7 10-4

7.35 10-2

N.B. Une procédure d'inversion et une procédure de déconvolution en
algoî se trouvent à la référence [VE].
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