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R.A.I.R.O.
(6e année, décembre 1972, R-3, p. 3-21)

APPLICATIONS ENTREE-SORTIE
SUR UN CORPS FINI

par Valeriu PREPELITA (*)

Résumé. — On étudie les systèmes linéaires discrets décrits par une application entrée-
sortie, par une fonction de transfert ou par des équations d'état et de sortie, sur un corps fini.
Cette étude est justifiée par ses applications dans la théorie des codes.

On obtient la caractérisation de toutes les applications entrée-sortie ƒ, à Vaide de certains
invariants q, T et a,.

On donne une relation directe entre la forme de Vapplication entrée-sortie, sa fonction
de transfert et une réalisation. Dans le cas ou Vespace des entrées ou des sorties est unidi-
mensionnel, une réalisation minimale est obtenue directement à Vaide des invariants de ƒ.

Quand les espaces des entrées et des sorties sont multidimensionnels, la réalisation obtenue
avec les invariants de Vapplication n'est pas minimale ; on donne un algorithme pour la déter-
mination d'une réalisation minimale. Avec une modification non importante, cet algorithme
peut être utilisé même dans le cas des corps commutatifs quelconques.

1. Introduction

Nous allons utiliser certaines notions introduites par R. Kalman dans
PI 141 [5].

a) Description externe des systèmes linéaires.

Soient K un corps commutatif, U = Km l'espace des entrées, Y — Kp

l'espace des sorties, Q, — Km[z] l'ensemble des séquences d'entrée.

On appelle application entrée-sortie un ^-homomorphisme ƒ : O -> Y.
Donc, la sortie au moment t = 1, y(ï) = f(u) correspond par ƒ à la séquence
des entrées terminée au moment t = 0, (w( — v), u{—v + 1), ..., M(0))5 écrite
comme un polynôme u — J ] w(— s)zs.

s-Q

b) Description interne

Un système linéaire est un triplet S = (F, G, H) de matrices sur K de type
n x n, n X m, p X n respectivement.

(1) Institutul Politehmic Bucaresti, Facultatea Transporturi.
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4 V. FREPEUTA

Les équations du système sont :

y(t) = Hx(t)

où x(t) € X = Kn (l'espace des états),

Si la séquence des entrées est u(—v), u(—v + 1), ..., a(0), la sortie au
y

moment t = 1 sera y(l) = ]>] HFSGU{— s); donc, l'application f£9 définie

par f £ I 2_j «(— <y)̂ s = 2 J HFSGU{— .y) correspond naturellement au système
V-o / 5=o

S, associant la sortie à une entrée donnée.
Le système S est une réalisation de l'application ƒ si ƒ —/^

c) Fonction de transfert
Q est un Àfz] — module libre pour la loi de composition externe

«lOO

«mOO

un système de générateurs est

01

= Kp[[z~ ]] est un K(z) — module, avec la loi de composition externe

v 1 v

(donc le produit d'un polynôme avec une série formelle, suivi par l'écart des
puissances non-négatives de z).

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI

L'application ƒ détermine un K[z]— homomorphisme

Considérons le diagramme commutatif

Q- f

^ Q/Kerf f

Le module quotient Xf = QfKQTj est l'ensemble des états de l'application ƒ.
Donc ƒ a une réalisation de dimension finie o dimx Xf est finie o Ker/ = (0).

Dans ce cas, Xf est un module de torsion; soit (n(z)) son annulateur.

Alors
*to • 7 (*i) = fW?) • ci) - +[TC(^?(«I)] = 0 € T.

donc
M?) f fa) = 8f(z) € J P H degré 6f < degré TU.

La fonction de transfert du système est la matrice

z =
où ƒ (^) = 8|(z)/7c(z)f développée en série formelle e n r 1 .

On vérifie aisément que Z = ^T(z/— F)~1G, si S = (F, G, H) est une réa-
lisation de l'application ƒ.

Dans ce qui suit, nous considérons £ un corps fini et les applications ƒ
avec la propriété : Ker? ^ (0), Ker ƒ # Q.

2. Applications entrée-sortie ƒ : K [z] —• JKT

Théorème 1

Siwï ƒ : K[z] -> AT w«£ application entrée-sortie linéaire.

a) Alors 3q ^ 0, T > 0; a5 çK, s = 0, 1, ..., T + ^ — 1 telles que

f ( Z V* ) = 'E ^Ot + S ï «ir+.+f^+,, V X V* € *fz]. (1)
\s>0 / s=0 I>0s=0 s>0'

b) La fonction de transfert correspondante est la fraction irréductible
définie par

n° décembre 1972, R-3.



6 V. PREPEUTÀ

c) Une réalisation minimale de l'application ƒ est

S = (F, G, H), avec

1
0

G =
22\

(n + q) X 1, H = [aoaj ... a ^ - J ,

ou
00 ...
10 ...
01 ...

00 ...

00
00
00

10

Z s , =

00 ... 0—ft>
10 ... 0 — ^
01 ... 0—p2 n X n

00 ... 01
00 ... 00

00 00

00 1 -P. .J

n X q, 0t matrice nulle q X w,

Pi € *: e7a«/ d^n& Ja/w (2).

Observation. Dans le cas q = 0 ( r = 0), nous prenons 2] = 0 j YJ = 0 )

et nous considérons absentes (vides) les matrices ayant une dimension q (T).

Démonstration
y

Pour u = 5 ] tfsz
s€lT[z], nous allons écrire u = ^ asz

s où as = 0 V tf > v.
5=0 S=0

(1) ATer/ est un idéal de K[z\ donc est engendré par un polynôme unitaire
n(z).

Soit TT(Z) = zM^X W*),*) = 1.
Si a(z) = 1, alors Aer? = (z«) donc/(z«+s) = 0 V j ^ 0,

donc ƒ 2 , <V* = L <*s*s et T = 0.
\s>0 / s=0

K est un corps fini, donc il existe T ^ 1, tel que <i(z) | zT — 1(7" est l'expo-
sant du <r(z), [1], [6]).

Si

donc
z9 e Kerf

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR U N CORPS FINI

donc

?(*r+f) = ?(*•),
donc

yiy+f+.} =f(zîq+% s - 0, 1,..., r - 1; / ̂  0.
Alors

E
af(zs) + 1 1

J>Os=O

s=0 I>0s=0

OÙ

Si q = 0,/(z'r+s) =/(zs), 5 = 0, 1,..., r— 1, / > 0

donc

ƒ Z
\s>0

(2) La fonction de transfert est

Z = ƒ(!) = 0(Z)/TC(Z) fraction irréductible, degré 6 < degré 7t.

Si ?r(z) = zq, alors f(zq'x) ^ 0 et f(zq+s) = 0, V j ^ 0 donc

Si ci(z)

Ua1

af 1 + a f+1 - ^ + ..

Mais - H—^-y + ... + ^ - j + ... est le développement en série formelle

de la fraction —
zT

n° décembre 1972, R-3.



8 V. PREPELITA

Donc, la fonction de transfert est la fraction irréductible obtenue dans (2)
par la simplification de

~n 1

_ « 0 -

(3) Les applications ƒ et fs étant des Â-homomorphismes, on a ƒ = fE si
et seulement si f(zs) = ƒ,(**) = HFS G9V s > 0.

I) Dans le cas TT(Z) = z9 ( r = 0, donc n = 0), la réalisation est

H =

00
10
01

.00

En effet si s < q,

8
8

8 
•

... 10.

G =

1
0
0

.0.

00. . .0 . . .0

00.. .0. . .0
10...0w..0
01.. .0. . .0

00... 1...0

et

donc

= as = f(zs), s< q

II) Supposons maintenant q = 0; soit

1t(z) a Z" + %-^~l + ... + PiZ + Po, Po ̂  0.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUK UN CORPS FINI

Alors

F =

00 ... 0—po

10 ... 0—px

01 ... 0— p2

00... 1-fc.J
7c (z) est le polynôme caractéristique de la matrice F9 donc (théorème de

Hamilton-Cayley)

F y" 3 — \F "4*...

Nous devons considérer deux cas :

i) n = T, donc n(z) = zT — 1,

00 ...01
10... 00
01 ...00

= 0.

00... 10

Alors

= HFlT+sG = HFSG - [a0 ... ocr_ t]

ii) n < T.

La relation (2) devient (q = 0) :

+ ... + a r-2^ + ar_j n - l
To

zT- 1

De l'égalité
zn + ^-iZ"-1 + ... + M +

.- + Po) =

n° décembre 1972, R-3.



10 V. PREPELITA

nous obtenons :

0, 0 $ H r — n — 1
(5)

-fc- l = Y n - k - i

a*-iP«-i —ak 0 < fc ^ « — L

De (4) et (5) il en résulte que :

Ml) = HG = a0

~ lG — ... —

— Pn- lan+fc- 1 •»

0 < Jk < T—n — l

— Poar»«+k = «JL' 0 ^ k

0 ^ /fc < T—n — l.

Nous avons donc montré que

/*(*r+0 = A(zs) = «s, * = o, i,..., r - 1 .

Supposons que / r (z ( | - 1 ) T + S ) = fE(zs) = «,, 5 = 0, 1,..., J — 1.

Alors / £ ( 2 ' r ) = ,ffF'rG = fff('-')r^-».

- %G —... -

= — P«- i a r -1 — ••• — Pi«r-n+1 — Poar-« = «o-

On obtient successivement

js(z
lT+k) = HFil

0 ^ k < T—n—l

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 11

et

= - ft.-
0 < k ^ T—n~l.

Nous avons démontré par induction que

MJT+S) =/&*) = *s =AJ), s = o, i,..., r— i ; / > o.

III) Soit maintenant q > 0, « > 0.

Considérons l'application / J £ asz
s ) = £ X! ö / r+s^ + s

\s>0 / />0 s=0

Nous avons démontré qu'elle admet la fonction de transfert

5 = 0

et la réalisation S 2 = (F22, G2, /T2)5

JF22 étant la matrice donnée dans l'énoncé,

1
5 = 0

ïf X 1, i / 2 = [<xq ... 0C+,-!], donc

f2(z
iT+s) = H2F22

lT+sG2 = « 4 + J ) s = 0, 1,..., r — 1; / > 0.

Si F, G, H sont les matrices de (3),

••• «,-iJ» O2 = x 1, on a

Fs =
0,

s> 1.
[ 22 J

n° décembre 1972, R-3.



12 V. PREPELITA

Alors :

M» = HG = a0

= HF*G = r
[G2i

= HFlT+sFqG =

02]_
G2\-

H»F2

= « f

IT + *
**«+«

= 0 , I , . . . , r — ! ; / > 0

Xy = Q/(TZ{Z)) et degré 71(2) = q + n, donc dimK Xf = q + n9 donc une réali-
sation minimale aura la dimension q+n (Kalman [4]).

Mais dim 2 = ordre F = q +n9 donc S est une réalisation minimale de
l'application/, q.e.d.

Conséquence. Détermination de l'application entrée-sortie/s d'un système
S = (F, G, H), où G et H' sont des matrices « X 1 :

1. On détermine le polynôme minimal

7u(z) = zq<j(z) de la matrice F.

2. Si a = 1, ou pose T = 0;
Si degré cr > 0, on détermine l'exposant T de 7i(z)

r = min {k : n(z) \zk—\ }

3. On détermine OLS = HFSG, s = 0, 1,..,, Z + ? — 1

4. On écrit fJ £ asz
s) - £ asa, + ]T £

\ s>0 / s=0 I>0 s=0

3. Applications entrée-sortie ƒ : Km[z] -> K

Théorème 2

Soit f : Km[z]~+ K une application entrée-sortie linéaire.

a) ^/ors 3 ^ ^ 0, Tt 7? 0, asi ÇK, s = 0, 1, ..., ^ + Tt — 1; 1 = 1, ..., m
telles que

i>0 s=0
(6)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 13

OU

u= Z ( Z asiz
s)ehasi = 0

i^l \s>0 /

S >

b) La fonction de transfert de Vapplication ƒ est Z = [ZXZ2 ... Zm], rô
la fraction irréductible définie par

Ti-l

n « - 1

Z
s=O

« - 1

Z Y.
O

lz" zni + l
c) Une réalisation est S = (F, G, i?),

GjO ... 0
0G2 ... 0

00 Gm

i0 ... 0
0F2 ... 0

0 0 Fm

où (Fh Gi9 Ht) est la réalisation donnée dans (3) pour l'application
fi : K[z] -> K définie par

(
s > 0

\ qi-l Ti-

Vsi2]^ Z asi*si+L Z
/ s>0 Z>0 s=

Nous considérons les K[z] — homomorphismes

gt :K[z]^ I I Ml
k où Mi = { 0 } si fc ̂  i et M| =

(7)

H=[HxH2...Hml (8)

(9)

définie par : gi(y(z)) = T(Z). et V T(Z)
Alors l'application ft =fogi : K[z] -> ^est K-linéaire. En vertu du Th 1,

3<7i, ri5 asi, s = 0s ls..., r , + fc — 1, telles que ƒ , « ) = asi et ƒ a la forme (9).
La relation (6) est une conséquence de

s > 0 > 0

n° décembre 1972, R-3.



14 Y. PREPELITA

La fonction de transfert sera Z = [ Z ^ ... Zm] où Zh la fonction de transfert
de l'application ƒ; = ƒ o giy donnée par (2), est celle de (7).

Soit (Fh Gif Ht), la réalisation donnée dans (3) pour l'application fi9 donc:

Mais

donc fz^

Soit ^ c =

Corollaire

= [HtH2 ...

q.e.d.

a«

ï O ... O

OÖFi

00 ... FL

- HXF\GU

, donc M = ^ ] y4s2
s, avec .45 = 0 V s > max v;.

application K-lméaire.

Alors 3 q ^ 0, T > 0, Ms des matrices 1 x m, s = 0, 1,..., T + ^ — 1»

f(u) - X
s = 0

Ms+qAlT+s+q. (10)

Le corollaire résulte de (6), en prenant

q = max #;, 71 = p.p.c.m

La réalisation du théorème 2 n'est pas généralement minimale (complète-
ment contrôlable et complètement observable).

Nous pouvons obtenir :

Théorème 3

Si Vapplication ƒ est donnée par (6) une réalisation minimale est

S = (F, G, H),

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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F =

0
0

0
- P o -

1
0

0
- P i

0
1

0
- p 2

... 0
0

... 1

- - P . - 1

G =

a01a02

a n a 1 2

1— 1 5 m

a « 2 ». aM

fl=[10...0]lx n,
où TT(Z) = z" + P„- xZn~x + ... + p tz +
des polynômes

fe plus petit commun multiple

Soit n(z) =

De la démonstration du théorème 1 il résulte que
F' , JFT, (Ge£)' = [aOiaii ... a„J est une réalisation de l'application ƒ o g£, c'est-à-
dire

f(zset) = / o gi(zs) = (Ge^T'H' = #FGe£

(la dernière égalité est une conséquence du fait que f(zset) est un scalaire).

Le polynôme caractéristique de F est n(z), qui est le plus petit dénominateur
commun de Zi9 donc S = (F, G, H) est une réalisation minimale de ƒ, q.e.d.

4. Application entrée-sortie ƒ : 7£[z] —* Kp

Considérons les projections

hj=prj:K> — K

ï i

Alors ƒ =

fP\

9 oixfj = Ay o ƒ : - > JK, donc

n° décembre 1972, R-3.
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16 V. PREPELITA

On peut formuler aisément un théorème analogue au théorème 2. Nous
nous bornons à donner une réalisation minimale pour l'application ƒ :

00 ... 0—po
10 ... 0—pi
01 ... 0—p 2

00 ... 1 — £„_!

H =

apl

où Ker ƒ, = (TU/Z)) et TC(Z) = zn + pn_ ̂ "* + ... + p tz + p0 est le plus petit
commun multiple de n^z),..., 7cp(z).

5. Le cas général

Théorème

Soit ƒ : Km[z] —• ^ p

1) Alors 3tfy > 0,
application entrée-sortie linéaire.

> 0, o,y€A; ^ - 0 , 1, ...,îy + T y —1;

i = 1,..., m; y = 1, ...,/>

que

ht Of(u)

jpo/(t/)

(H)

+ Y
où« = *«,€*"[*].

ii) La fonction de transfert de l'application ƒ est

\Zlt ... Zlm\

z =
[Zpi ... ZpmJ

où Zji est la fonction de transfert donnée par (2) pour

l'application hjOfogt.

c) Une réalisation est S = (F, G, H),

F =

Ft0 ... 0]
0 F2 ... 0

0 0 ... F„

G = H =

Hx 0 ... 0
0 H2 ... 0

0 0 ... Hr

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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où Zj = (Fjt GJt Hj) est me réalisation de Vapplication hjOf:Km[z]-+ K
(donnée par théorème 2 ou théorème 3).

Démonstration. On peut appliquer le théorème 2 à l'application

pour obtenir (11).

La fonction de transfert est Z =

Mais

... f(em)].

s > 0
s + 1

donc Z = [Z,,]

1 < i < m.

i < y < i»

Enfin, ƒ = / ^ parce que

f) = HF'Ge, =
H1F\Gtet hi of(z\)

K of(z\)
q.e.d.

CoroUaire

Soit f : Km[z]-+Kp me application entrée-sortie.
Alors 3 q ^ 0,4 T > '0, Ms <feï matrices p x m, s = 09 1,..., T + ^ — 1

5 = 0
-II

Z—l l—i
I>0 s=0

(12)

pour M = 2^
s>0

Démonstration

Cf. cot. théorème 2

s = 0

Soit r̂ = max qt T = p.p.c.m. (r t , . . . ,

n*1 décembre11972, R-3.



18 V. PREPELITA

Notons

M _ \Mf*\ _ f a - i i - a « i | o

[Msp\ [*siP » asmp]

On obtient immédiatement (12).

g((z
s).

REMARQUE. L'algorithme pour la détermination de l'application fs d'un
système S = (F, G, H) indiqué après le théorème 1 est valable et dans le cas
général.

6. Algorithme pour la construction d'une réalisation minimale

Une réalisation minimale est donnée par l'algorithme suivant (où nous
utilisons une méthode duale à celle de [2]).

1. On détermine n^z) = 2*"<ry telles que
Ker hjofogi = (TCO(Z)) et ensuite l'exposant

= [a.J, 5 = 0, 1,..., 3T + * — I.

M,

Tu de TCV, q = max?y, T = p.p.c.m ( r y )
KKm

2. On calcule Ms = [^ o ƒ o gi(z
s)]

3. On considère la réalisation de l'application ƒ

matrice bloc d'ordre q + T, G =
0flp0p...0p...I,
op ip... op

H = [IpOp ... Cy matrice bloc 1 X (q + T).

Le système S = (F, G, / /) est complètement observable.

4. On écrit la matrice

M = [GFG...FT+q+iG]

Soit n = rang M.

5. Avec n colonnes linéairement indépendantes de la matrice M on écrit
la matrice T.

6. Avec n lignes linéairement indépendantes iu ..., iB de la matrice T on
forme la matrice R.

7. On calcule la matrice R"1.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 19

8. On écrit la matrice S ayant les colonnes ij égale à la colonnes ,ƒ de la
matrice R~x et les autres colonnes nulles.

La matrice S sera Pinverse à gauche de la matrice T : ST = /m.

9. On détermine la réalisation minimale

F = SFT, G= SG, H= HT,

Démonstration

Évidemment, HFS - [0p ... 0p Ip % ... OJ s = 0, 1,..., T + g — 1

et J* + r = j *

Alors i7FsG = Ms s = 0, 1,..., r̂ — 1

HFlT+q+sG = /^F«+SG = M4+s, / ^ 0, j = 0, 1, ..., T— 1.

Il en résulte :

)s = 0 ,1, . . . q— 1; i = I, 2,..., m.

/ ^ 0 ; 5 = 0, 1,..., r — 1; i = 1, 2,... w.

Donc ƒ = / r et 2 = (i% G, H) est une réalisation de ƒ.

Soit x G KT+q arbitraire et vecteur x défini par x' = JC'(/— 7S). I matrice
unité d'ordre q + T.

Alors 5c'r= jc'(r— rer) = x'ÇT— T) = 0, donc 3c'M = 0 parce que
les colonnes de la matrice M sont linéairement dépendantes de celles de la
matrice T.

En particulier x'G = 0, xfFsG = 0 J = 0, 1, ... T + q — 1 et avec
FT+q = Fq il en résulte x'FsG = 0 V s ^ 0.

Le vecteur x étant arbitraire, de x'G = 0 il s'ensuit que x' (I— TS)ù == 0
donc G = TSG (13).

D'une manière analogue

x'F*G = 0 implique î sG - 7SF$G, V j ^ 0 (14)

Par (13) o n a F ( ? = HTSG = #G et par (14)

HFG - J77STO - HTSFTSG -

Démontrons par induction la relation

Pour j = 1 ,FG - 5F7^G = SFG [par (13)].

n° décembre 1972, R-3.



2 0 V. PREPELÏTA

Soit (15) vraie pour s — 1.

Alors par (14)

FSG = FFS' XG = FSFS~ lG = SF(TSFS~ *G) = SF • F

II en résulte que

^F s& = (HT)SFSG = H(TSFSG) = //FSG V

Donc S est une réalisation de l'application/, parce que

/s = A - ƒ•
Considérons les matrices

= SFSG

Évidemment, rang T < n et rang O ^ n.

Mais

HFG ... HF7**'1 G

HF2G ... HFT+q G

-xG HFT+ÙG ...

Mx M2 ... Mo = M

Alors « = rang M = rang O'T < min (rang T, rang 0) et rang T
= rang O = n ; le système S est complètement contrôlable et complètement
observable, donc minimal.

Observation

L'algorithme peut être utilisé pour la détermination d'une réalisation
minimale même si K est un corps commutatif quelconque. Dans ce cas, les
instructions 1, 2, 3 sont remplacées par 1', 2 \

1' On détermine r tel que
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2. On considère la réalisation : (voir [5])

21

F =

0p 19 0p ... 0p

0p 0p lp ... 0 p

0 p 0 p 0 p ... lp

r-l*p

Mo

r - 1
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