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PREFERMETURE SUR UN ENSEMBLE ORDONNE

par Y. LADEGAILLERIE (1)

Résumé. — On deﬁmt une famille d'appltcatwns, (« préfermetures »), d’un ensemble
ordonné dans lui-méme qui généralise la notion de fermeture. Si E est un treillis complet
cela conduit @ une représentation des treillis complets extraits de E. On donne deux représen-
tations des « préfermetures » sur un treillis complet. On peut alors montrer que I’ensemble de
ces applications est aussi un treillis complet.

INTRODUCTION

Dans toute la suite nous considérons un ensemble ordonné E; nous noterons
sup (x, »), (resp. : inf (x, y)), la borne supérieure (resp. inférieure), de deux
éléments x et y de E (lorsqu’elle existe). Pour une partie 4 et un élément x de E
nous noterons :

Inf (x) : le plus grand des minorants de x dans 4.
4
Sup (x) : le plus petit des majorants de x dans 4.

(Lorsqu’ils existent.)
Nous donnerons le nom de fermeture 3 toute application « de E dans
lui-méme, isotone et vérifiant 1’axiome de connectivité :
Vx, (x€E), 3s s=sup(x,ax),3i i=inf(x, alx)) et a«fs) = a(i).
REMARQUE : ces hypothéses entralnent I’idempotence de « ainsi que
a(x) = a(s) = afi).
Nous appellerons fermeture supérieure toute fermeture « vérifiant de plus :

V x, (x€E), a(x) > x. La notion de fermeture inférieure est obtenue par
dualité sur E.

(1) Département de Mathématiques, Université des Sciences et Techniques du
Languedoc, Montpellier, France.
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36 Y. LADEGAILLERIE

Nous appellerons réseau toute partie R de E qui est I’ensemble des invariants
d’une fermeture «. C’est aussi I’image de E par «; R est dit supérieur (resp.
inférieur), lorsque « est une fermeture supérieure (resp. inférieure).

On connait les propriétés de ces applications, cf. [1], [2], et notamment :

— 2 tout réseau supérieur est associée une et une seule fermeture supérieure
dont il est ’image;

— par dualité sur E, on démontre la propriété analogue pour un réseau
inférieur;

— l’application qui a tout x, élément de E, associe sup (x, «(x), (resp. inf
(x, x(x)), est une fermeture supérieure « (resp. inférieure «),etona:

A A A
oA =00ox=a et «(E) = (E) N «(E).

Tout réseau est donc l’intersection d’un réseau supérieur et d’un réseau
inférieur (réciproque fausse en général).

On connait aussi les deux résultats suivants cf. [2], [3] :

Théoréme

« Pour une partie R d’un treillis complet E, il y a équivalence entre :

1° R est un réseau supérieur.

2° R est un sous-inf demi treillis complet contenant 1’élément universel
de E.»
Théoréme

« Pour une partie R d’un treillis complet E, il y a équivalence entre :

1° R est un treillis complet pour 1’ordre induit.

2° R est I’image d’une application de E dans E isotone et idempotente. »

En particulier ce dernier théoréme donne une représentation des treillis
complets de E par I’image d’un certain type d’applications. On peut en fait,
imposer a ces applications des propriétés plus fortes.

PROPRIETES ELEMENTAIRES DES PREFERMETURES
Nous introduisons la notion plus générale de préfermeture :
Définition 1
« Etant un ensemble ordonné on appelle préfermeture sur E toute application

o« de E dans E isotone et idempotente. De plus « est dite supérieure si elle
vérifie :

Vx,(xe€E),Is s=sup(x,a(x)) et ofs)= a(x).
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PREFERMETURE SUR UN ENSEMBLE ORDONNE 37

Par dualité on obtient la notion de préfermeture inférieure. Une préferme-
ture 2 Ja fois supérieure et inférieure est une fermeture (cf. ci-dessus). L’image
d’une préfermeture est appelée un préréseau. »

Comme pour les fermetures, on démontre sans peine :

Proposition 1

« Soit o une préfermeture supérieure sur E, alors ’application & qui a
tout x, (x € E), associe sup (x, «(x)) est une fermeture supérieure. On a :

«(E) C &(E)
WE)={x,x€E et a(x)<x)}
(«(E) est nu réseau supérieur).
Enfin : X ,
oo = ot = &, »
Proposition 2
«« étant une préfermeture supérieure, «(E) est un réseau inférieur de

’ensemble ordonné x(E).

(On a : V x, (x € E), a(x) = inf a(x)).»
a(E)
Dans le cas d’un treillis, on peut démontrer une réciproque :

Théoréme 1
« Soit E un treillis, R une partie de E, il y a équivalence entre :
1) R est un préréseau supérieur.
2) 1l existe un réseau supérieur R de E dont R est un réseaun inférieur. »
Démonstration

Vu la proposition 2, il suffit de montrer que 2) entraine 1). Soit « la ferme-
ture supérieure associée A R et p la fermeture inférieure de R associée & R. Soit
a = pa, ¢’est une application isotone de E dans R, idempotente et d’image R
(immédiat). 11 faut montrer :

Vx,(x€E),3s, s=sup(x,a(x)) et als)= a(x);
s existe car E est un treillis.
On a: s> x, donc a(s) > a(x).

n° avril 1973, R-1.



38 Y. LADEGAILLERIE
Mais #(x) > x et a(x) > p(a(x)) = a(x)(x étant supérieure et p infé-
rieure).
Donc : a(x) = sup (x, a(x)) : a(x) = s
par suite :
afx) = a(a(x)) = afs) et o(s) = ax) c.q.f.d.

On démontre aussi :

Proposition 3

« L’image R d’un treillis E par une préfermeture « est un treillis. Si E est
complet, R aussi ».

Démonstration

Pour la borne supérieure : soit (x;);; une famille d’éléments de R ayant
une borne supérieure sup (x;) dans E. Alors, montrons que :
E

« (sgp (x)) = sup ()
En effet :
Vi (el,sup(x;) > x;
E
donc :
Vi, (ieD,a(sup(x)) > alx) = x;
E

a (sup (x;)) est donc un majorant, (dans R), de la famille.
E

Soitr, (reR)tel que: Vi, (iel),r> x;
alors : r > sup (x;)
E
et r = a(r) > « (sup (x;)), ce qui montre que « (sup (x;)) est le plus petit des
E E
majorants de (x;);¢; dans R.
La démonstration s’achéve par dualité pour la borne inférieure.

PREFERMETURES SUR UN TREILLIS COMPLET

A. Représentation des préréseaux
Théoréme 2

« Soit E un treillis complet et R une partie de E, il y a équivalence entre :
1) R est un treillis complet pour 1’ordre induit,

2) R est ’image d’une préfermeture supérieure,

3) R est ’'image d’une préfermeture inférieure. »

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PREFERMETURE SUR UN ENSEMBLE ORDONNE 39

Démonstration

2) entraine 1) : cela résulte de la proposition 3. Nous démontrons que 1)
entraine 2). L’équivalence avec le 3) se déduit par dualité.

Soit donc R un treillis complet de E et x élément de E. On note
Sp(x) ={y,y€ER et y>x}
et on définit une application « de E dans E en posant «(x) = inf Sg(x). (Cette
borne inférieure existe car R est iun treillis complet.) )

* o est idempotente car si x est élément de R, a(x) = x (il est clair que
a(E) = R).

* o est isotone car : x < y = Si(x) D Sg(y) = alx) < «(p).
* Enfin, soit x et soit s = sup (x, «(x)). Alors :
s = x = as) > alx).
Mais : Si(x) C Si(s) (car si y est élément de Rety > x,ona:
y=aoy) = a(x) et y =)

Donc : a(x) > a(s); par suite : a(x) = afs).

B. Premiére représentation des préfermetures supérieures

Définition 2 (Notations)

« Soit E un treillis complet et R une partie de E qui est un treillis complet
pour ’ordre induit. On considére L,(R) :

L(R={x,x€E et 3y(y =1Infx)}
R

R est alors un réseaun inférieur de L,(R), on note p la fermeture inférieure
de L,(R) associée. Soit A une partie de E, R € 4 C L,(R); on note pour
xélémentde ES (x) = {y,y€dety > x}.

On définit alors une application « , de E dans R en posant pour tout x
xy(x) = irR}f P(Sa(x)). »
Proposition 4

« a4 est une préfermeture supérieure de E d’image R. Avec les notations
précédentes, et si B est une autre partic de E, (RC BC L,(R)) alors
ACB=a, > ag.»

n° avril 1973, R-1.
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Démonstration

— Si x € R alors « 4(x) = x car :

X €ER = x €8 4(x) = x €p(S4(x))
et :
VY y,y € o(S4(x) = y > x (immédiat), donc

x = inf p(S4(x)).
R

Ceci montre I'idempotence de «.
— o, est isotone car :

X <y = 8,0 CSx) = oS Cp(S4(x) = ax) < ay(y)
— enfin soit x, x € E, et soit s = sup (x, «(x)), alors :

82 x = ay(s) > ayx).

D’autre part, soit y, y € S (), alors : y > x, donc :
oy) =y = a(x), par suite : y > sety € S (s).
Nous avons donc ’inclusion : S ,(x) © S (), ce qui entraine « (x) > « (s)
et par suite 1’égalité o ,(x) = o ,(s).
— La démonstration de o, > oy est immédiate.

Théoréme 3

« Soit E un treillis complet, « une préfermeture supérieure d’image R, alors :
1) 1l existe au moins une partie 4 de £ (R C 4 C L,(R)) telle que o = o,
(plus précisément on peut prendre 4 = a(E)).
2)SiE,={A4, AeF(E), RCEACL|(R),u, =0 o0na:
wWE)y= U 4.»

A€Eq
Démonstration

Le 1) se déduira facilement de la proposition 2. Pour démontrer le 2), on
remarque que &(E) est élément de E, et que tout élément 4 de E, est contenu
dans %(E). Cette représentation des préfermetures associées 2 un préréseau
permet de démontrer :

Théoréme 4

« Si E est un treillis complet, I’ensemble § (R) des préfermetures supérieures
d’image R est un treillis complet. (x; en est I’élément universel et o, g, 1’élément
nul) »
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Démonstration

— Borne inférieure :

Soit («;);¢; une partie de J,(R), alors il existe une famille de parties (4,);¢;>
(V i, RC 4; C L,(R))telle que pour tout i, «; = a,, (Th. 3). Soit B = |J 4,,
i€l
alors ap < «,, (pour tout i). De plus, soit « une préfermeture supérieure
de F,(R) vérifiant : Via < «;,

. A A
alors : Vi a € o

et :
Via(E) Da(E)D4; (Th.3)
donc :
«(E)D B
par suite :

& = &4g) S %p,

<e qui montre que a«p est la borne inférieure des «;.

— Borne supéricure :

Soit 4 = n &,(E), alots Vi o, > a; = sy De plus, soit o une préfer-
i€I

meture supérieure de T(R) vérifiant

Via> a,
on en déduit :
x>
(E) C x,(E)
«donc :

WE)C A et a=opg > oy
ce qui montre que o , est la borne supérieure des «;.

REMARQUE : Cette représentation se généralise et permet de donner une
nouvelle démonstration du théoréme connu: « Sur un treillis complet, 1’en-
semble des fermetures supérieures est un treillis complet » (voir Morgado, [4]).

C. Représentation en produit des préfermetures supérieures

Proposition 5

« E étant un treillis, ¢ une fermeture supérieure sur E et ¢ une fermeture
inférieure, 1’application ¢ o ¢ est une préfermeture supérieure ».

ne avril 1973, R-1.
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La démonstration de cette propriété est simple : elle se déduit de celle du
théoréme 1. Lorsque E est un treillis complet, on peut démontrer une réci-
proque:

Théoréme 5

« Soit E un treillis complet, « une application de E dans E, il y a équivalence
entre :

1) o est une préfermeture supérieure sur E.
2) 11 existe une fermeture supérieure ¢ et une fermeture inférieure ¢ de E
telles que « = Y 0 @. »

De plus R = ¢(E) N ¢(E).
Démonstration
Etant donné la proposition 5, il suffit de démontrer que 1) entraine 2).

Pour ¢ nous prendrons «. Soit R = «(E), R est un treillis complet (Prop. 3),
mais ce n’est pas, A priori, un sous sup-demi treillis complet de E. Soit R
I’ensemble obtenu en rajoutant 3 R 1’élément nul de E et tout élément y de E
qui est borne supérieure dans E d’une partie de R. (En fait, Oy est borne
supérieure de la partie vide de R.)

Lemme
«RN&E)=R.»

Eneffet, on 2 R C RN «(F). Réciproquement, soit x élément de R N o(E).
Si x € Rc’est terminé. Supposons donc x € R— R. Alors: x € @(E) = > «(x) < x,,
mais x = sup (7;)ie; OU (r;);¢r €t une partie de R.
Donc :
Vi x=2r

Donc :

a(x) = sup ()i = X
et :

a(x) = x,
par suite x est I’élément de R, ce qui achéve la démonstration du lemme.

R est un réseau inférieur (c’est un sous sup-demi- treillis complet contenant
Op). Soit { la fermeture associée, montrons : « = § o 4.

On a
a(x) = Inf &(x) (Prop. 2)
R
et
$ o ¢ = Inf a(x).
R
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1l suffira donc de montrer que pour tout élément y de (E) ona Infy = Inf y.
Soit donc y € (E), t = IRnf y = sup Iz(y) (ou I’on a posé Ix(») =R{ z, 2 ERR et
z< y Pt = Igfy = sup Ix(y) (out I'on a posé Ix(y) = {z,z€ Retz < y }).

11 est clair que I(y) € Ix(y) et par suite ¢ < ¢". Nous allons montrer que pour
tout z élément de Iz(y) ona t > z, cela entrainera ¢t > sup Iz(y) = t' et t = 1.
Soit donc

z,z €Izx(y):

Size€Ralorsz < yentraine ze Ig(y) etz < ¢.

Si z € R — R, alors z = sup (r);¢p» (71)ie; étant une partie de R.

Donc :
\ &) r,<y
Vi rielx(y)
Vi r, <t
donc :
z =sup (ry)ie < t c.q.fd.
CONCLUSION

Ce nouveau type d’application a permis de donner un résultat plus complet
pour la représentation des treillis extraits d’un treillis complet par 1’image
d’applications. Grace aux diverses représentations des préfermetures on peut
ramener leur étude 4 celle des fermetures, tout au moins en partie.
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