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Bréves commaunications

RESOLUTION NUMERIQUE
D’INEGALITES VARIATIONNELLES

par A. AUSLENDER

Résumé. — On propose ici deux méthodes de résolution d’inégalités variationnelles
avec opérateurs monotones : la premiére généralise les méthodes de sous-gradients en analyse
convexe, la seconde est de type accumulation.

— Soit X un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (., .), C un
convexe fermé de X, 4 une multi-application de X dans X, bornée sur C et
telle qu’il existe « > O tel que 1’on ait pour tout u, v € C, tout ¢ € A(u), tout
de A) :

(c—du—v) > o|u—v|? 0

Soit M I’ensemble des points u* € C tels qu’il existe c¢* € A(u*) vérifiant :
(Y, u—u*)>0 VYueC 2

La condition (1) entraine que M, s’il n’est pas vide, est réduit & un point u*.
Nous supposerons désormais que M n’est pas vide (pour des conditions
suffisantes assurant cette hypothése, on pourra se reporter & Browder [3], [4])
et nous nous proposons de donner deux méthodes permettant de calculer u*.

1) Méthodes a petits pas

— On remarquera que I’inégalité variationnelle (2) recouvre en particulier
les problémes d’analyses convexe non différentiable. Ainsi :

By

a) si A = 9f(x), f € I'o(X) continue & valeurs réelles alors M est formé
des points qui minimisent f sur C ;

b)siX=X, X X,, C=C; X C,, A= 0f(x;, x,) ol f est une fonction
concave convexe continue a valeurs réelles alors M esi formé des cols de f
par rapport 2 C; X C,.

(1) Département de Mathématiques Appliquées, Université de Clermont-Ferrand.
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68 A. AUSLENDER

— Pour calculer »* on propose la méthode suivante : soit p, une suite de
réels > 0. A partir d’un point arbitraire ©; € C on construit de fagon récur-
rente une suite {u, } par la relation :

Unsy = Pc(u, — P ”—ZW) cy € Alt) 3)

¢, est un élément quelconque de A(u,) (si ¢, = 0, alors u, = u* et 1’algorithme
s’arréte) ; de plus Pq(u) indique la projection de u sur C. On peut faire cer-
taines remarques sur cet algorithme.

a) En analyse convexe non différentiable, dans le cas des exemples cités
ci-dessus, lorsque p, est une série divergente de type% on obtient des méthodes
de sous-gradients (cf. Polyack [6], Auslender [1]) classiques.

b) Lorsque A est un opérateur monotone ne relevant pas de ces exemples,
alors & notre connaissance il n’existe qu’un algorithme de ce type (cf. Sibony
Brezis [2]) dont la convergence n’est assurée que si A est univoque ; le choix
de p, est alors : p, = p |c,|. On montre alors qu’il existe p, tel que si p €]0,
pol l’algorithme converge. Malheureusement, on n’a aucune idée de ce p.
Le choix suivant de p, permet, entre autres, de pallier 2 ce manque.

Théoréme : Soit p, une suite de réels vérifiant :
0 [eod
Pn>05 2Pf<+w,zpn=+w (4)
j=1 n=1

alors la suite { %, } construite & partir des relations (3) et (4) converge forte-
ment vers u¥.

Démonstration :

a) Montrons d’abord qu’il existe une sous-suite de {u,} convergeant
vers la solution u*. D’aprés les propriétés de projection, on a :

s — ¥ < [ty — |2 —an(ﬁ’ ”"‘"*) T @

et a cause de (2) on a alors :

Vet s — ¥ <ty — ¥ — 2P0 (e, — c*, w4y — u*) + p?

]

et donc a cause de la forte monotonie de 4 sur C :

2
s —w*[? < fug— w2 — 5 ey — | + ] (B)

llea]
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RESOLUTION NUMERIQUE D’INEGALITES VARIATIONNELLES 69

Posons b, = [lu, —u*||?,d, = o
el
On a alors :
bn+1 —bn < P: —zpndn (C)
Et en sommant :
bn+1<b1+ZP?—ZZdej (D)
i=1 j=t
Puisque b,,, > O cela entraine :
Z‘i pid; < + © (E)
j=

La relation (D) entraine alors que la suite {u, } est bornée ; comme A4
est bornée sur C il existe une constante K > 0 tel que :

1 ok Vn (F)

lleal

La relation (E) entraine alors que :
z; pib; < + o ()
j=

Il existe donc une sous-suite { b;, } convergeant vers 0. En effet dans le
cas contraire, il existerait ¢ > 0, j, tel que :
0
JZjo=bize=> D, pi< 4+ ®

j=1

b) Soit ¢ > 0. Il existe alors un indice k, tel que :

I’inégalité (C) entraine alors :
N 2
0S< by sm<b,+ D p2<2 Vm>0
=k,

et, par conséquent, la suite { b; } converge vers 0.

n° aoidt 1973, R-2.



70 A. AUSLENDER

2) Méthodes d’accumulation
On suppose maintenant que X = R", C est compact et que 4 est univoque
et hemicontinu sur C.

La méthode proposée est alors une généralisation de la méthode de
Zuhovickii, Polyack, Primak [7] établie pour la résolution des jeux a n per-
sonnes.

L’algorithme consiste a4 construire a partir d’un point x; € C arbitraire
une suite { x, } de la fagon suivante :

Xy Xg ooy Xy = Xpiq par la relation :

Xn+1 € C: Hn = q’n(xn+ 1) = max (‘Pn(x)lx € C) (5)
avece ©
<Pn(x) = ]_:—.n],in (A(xt), Xy — X) (6)

S’il existe j €[l ...n] tel que x,,; = x; 1’algorithme s’arréte.

Théoréme : Si l’algorithme s’arréte a 1’étape » alors il existe i €]1 ... 7]
tel que x; = u* sinon il existe une sous-suite { x; } convergeant vers u*.

Démonstration

1) D’aprés un résultat classique de la théorie des inégalités variationnelles
avec opérateurs monotones on a 1’équivalence :

u* e M < u*eC, (A@), v —u*) > 0 YveC.

Par conséquent si ’on pose @(u) = inf ((4(v), v — u) ] v € C) comme on
a:
ou*) =0, oou)<0 si uzu*, ueC

on a alors I’équivalence :
weM<u*eC, ou*)=max(p()|ueC) (@)
2) On a pour i €[1, 2... n] grice aux inégalités (1) et (2) :
o [, — w¥||2 < (ACx;) — A@W*), x; — u*) < (A(x), x; — u¥)
Soit alors x; défini par :
s —wt] = inf o — |
On a alors la relation :

a"xin_ “*”2 < inf (A(xy), x;—u*) < g, ®)
i=1l..n
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RESOLUTION NUMERIQUE D’INEGALITES VARIATIONNELLES 71
3) De part les définitions on a les relations vraies pour tout x :
PaX) Z Ppit(®) = ... = @(x)

De sorte que :

A\

BnZ Pos1 2 . 20 ©

S’il existe j €[1...n] tel que x,,, = x; on a alors par la définition de

(Pn(xn-'-l) :
pu <0

et la relation (b) montre qu’il existe alors un indice 7, €[1 ... n} tel que x; = u*.

4) D’aprés la relation (c) il existe u > 0 tel que w == lim p,. Soit x un point
n—*
limite d’une sous-suite { x,,; } .es- Puisque C est un compact un tel point
existe toujours et appartient a3 C. Comme :

sy € (AC), Xy —Xyp1) Vam—1eS m<n

On voit puisque 4 est borné et que p, > 0 que :

lim g, =0
n—w
nes

mais alors on a :
limp,=0
n— o

et la relation (b) permet d’achever la démonstration du théoréme.

REMARQUE 1 : Le calcul de x,,, est un probléme de programmation
convexe, et méme lorsque C est un polyédre convexe un probléme de program-
mation linéaire de sorte que la méthode précédente consiste a résoudre une
suite de problémes d’optimisation convexe.

REMARQUE 2 : La relation (a) permet d’appliquer les méthodes de type
inf sup de Lemaire [5]. Ainsi pour la plus simple il suffit alors de modifier
I’algorithme en remplagant dans (5) x,,; par X, et on obtient x,,, a4 partir
de X, par la relation :

Xn+1 € C’ (A(xu+1)’ Xp+1 in) = int ((A(X), x'—“fn)lx € C)

Les conditions de convergence données dans [5] sont remplies mais le calcul
précédent en général n’est pas faisable. Signalons néanmoins un cas ou 'on
peut P’appliquer avec succés c’est celui des inégalités variationnelles avec opé-
rateurs linéaires non symétrique et coercifs.
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