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ELEMENTS FINIS
ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES

par M. Crouzeix (*) et J. M. THoMas (1)

Communiqué par P.-A. RAVIART

Résumé. — Nous décrivons ici une théorie générale de I’approximation, par la méthode
des éléments finis, des problémes elliptiques dégénérés sur un intervalle borné de R. Nous
donnons des estimations de erreur dans des espaces de Sobolev avec poids. Notre méthode
permet d’obtenir des schémas de haute précision.

I. INTRODUCTION

Considérons le probléme modéle

(1.1 —% (x" g——;) + b(x)u(x) = f(x) , 0<x<

muni par exemple des conditions aux limites de Dirichlet :
1.2) wl)=0 , et u0 =0 si o<1

Ce probléme présente une singularité au point x = 0si ¢ > 0. L’approxima-
tion numérique de ce probléme a d’abord été étudiée par Parter [7] et Jamet [4]
au moyen d’une méthode de différences finies; le schéma ainsi obtenu peut
en fait étre retrouvé au moyen d’une méthode d’éléments finis en utilisant
un espace de fonctions affines par morceaux.

Ciarlet, Natterer et Varga [1] ont montré I’intérét que 1’on avait 4 remplacer
P’espace de fonctions affines par un espace adapté i la nature du probléme.
Leurs résultats ont été généralisés par Dayley et Pierce [3] 4 des problémes
auto-adjoints d’ordre 2 m.

(1) Analyse Numérique, T. 55, Université de Paris VI,
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78 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

Notons alors que tous les résultats précédents sont obtenus sous la condition
restrictive 0 € ¢ < 1 dans le cas du probléme modéle; or il existe de nombreux
cas pratiques ou cette condition n’est pas vérifiée. C’est le cas en particulier
des problémes elliptiques d’ordre 2 dans R" qui, lorsqu’ils possédent une
symétrie sphérique, se raménent au probléme modéle (1.1) avec ¢ = n— 1.

Le but de cet article est de donner une méthode générale d’approximation
par des €léments finis d’une classe de problémes elliptiques dégénérés contenant
le probléme modéle quelque soit ¢ appartenant 3 R.

Dans le paragraphe 2, nous définissons dans un cadre général le probléme
d’ordre 2 m considéré et la méthode d’approximation utilisée; le paragraphe 3
étudie 1’erreur qui en résulte. Nous décrivons au paragraphe 4 une application
de notre méthode a des problémes dégénérés d’ordre 2, et au paragraphe 5
une application & la résolution des problémes d’ordre 4 en symétrie sphérique.

Nous nous sommes volontairement limités dans cet article 4 ’étude des
problémes linéaires. En fait notre méthode permet également de traiter des
termes non linéaires du type de ceux considérés par [1] et [3].

II. POSITION DU PROBLEME

a) Notations

Soit Q un intervalle ouvert borné de R. Toutes les fonctions considérées
ici seront définies dans Q et & valeurs réelles. On considére (m - 1) opérateurs
différentiels { 4; };-o,...,m de la forme

j
@.1) 4;=> 0,05 , 0<j<m,
k=0
k

ol p* désigne I’opérateur de dérivation —, et ou les fonctions 6, satisfont
les hypothéses (2.2), (2.3) et (2.4) : dx

(22) D6, €Ll (Q) , pour tout entier i avec 0K i< k< j< m.
(23) 0,0€CQ) et Byo(x) >0  pour tout x de Q
24 60,.,.(x)>0 pour tout x de Q

Pour les estimations d’erreurs, nous serons amenés a faire une hypothése
supplémentaire ((2.16)).

Pour tout ouvert @ C Q et pour toute fonction v € L3 (9), I’hypothése
(2.2) permet de définir 4;v, 0 < j < m, comme la distribution sur O satis-
faisant :

(2.5) VeeDO) < dp,o>= fovA? ¢ dx
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ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 79
ou
J
Afe = 2, (— DD'Oue)
On définit 1’espace W(O) par :
26) WO)={v|veLi0) ; Apel’0),0<j<m}

A TPaide des hypothéses (2.2) et (2.3), on vérifie que W(0O) est un espace
de Hilbert pour la norme

; m ; 1/2
@7 [ollo = (Z l4]?, )
j=0 L*(O)
Ona D(9) C W(O); on note
2.8) Wo(O) = adhérence de D(Q) dans W(O).
Nous utiliserons les semi-normes
m—=1 1/2
2.9) [vlo = ( > ll40]? )
i=0 LX)
(2.10) [ello = || 4.
LX0)

La norme dans W(0) s’écrit ainsi :
lolo = AwNd + [18)"?

b) Le probléme variationnel

Soit ¥ un sous-espace fermé de W(Q) avec
(2.11) Wo(Q) C ¥V C Q)

Soit u, v I a(u, v) une forme bilinéaire continue sur ¥ X Vet V-elliptique;
i.e. on suppose qu’il existe deux constantes M et E > 0 telles que :

2.12) YuveV |awv)| < M|ulalv]a
(2.13) YoeV a(v,v)> E|v]a

On désigne par V' le dual de ¥ et note <, > la dualité entre ¥ et V',
Etant donné f € ¥/, on étudie le probléme

Trouver u € V vérifiant
09

VoeV auv)= <f,v>.

n°® décembre 1973, R-3.



80 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (P) admet une solution
et une seule. Nous nous intéressons ici a I’approximation numérique de cette
solution.

c) Le probléme approché

Soit Xy < ¥; < ... < X; < ... < Xy4, une subdivision de Q = Ixy, Xy+4[.
On note Qi = ]xi, xi+1[; hi == xi+1 - xi et h = MaX hi’
i=0,.,N
Pour tout entier i, 0 < i < N, on se donne un sous-espace I, de fonctions
définies sur Q; et de dimension finie p;. On considére I’espace

(2.14) Vi={v,|vneV ; A*4°eT, , 0K<i< N}

ol 1{” désigne la restriction a Q; de la fonction v, définie sur Q. Les hypothéses
(2.2) et (2.4) entrainent que F} est un sous-espace de ¥V de dimension finie

N
< 2mN + Z pi) - Nous prenons pour probléme approché de (P) le probléme
i=0

trouver u, € V), vérifiant
Py

Yo, € V,a(u, ,v) = < f, 0,>

Ce probléme (P,) admet une solution u, et une seule; on a la majoration
classique d’erreur dans ¥V :
(2.15) ly — ]a < = Inf u—o,]q.
E VREV

Au paragraphe suivant, nous évaluerons les erreurs I] Uy, — ui]n et [u, — ulg-
Pour cela on suppose que les opérateurs { 4; } vérifient, outre les hypothéses
(2.1) 4 (2.4), I’hypothése fondamentale suivante :

(2.16) constante C(Q2;) > 0 telle que :

{ Pour tout ouvert Q;, 0 < i < N, il existe une
VoeDQ) [l < CQ) o,

Cette hypothése (2.16) exprime que sur Wy(€2), [[ Jlo, €st une norme équiva-
lente 2 || ||q,. Insistons sur le fait que I’hypothése (2.16) doit étre vérifiée sur
tout ouvert €; de la subdivision mais non sur ) tout entier. Dans les exemples,
nous majorerons C(Q,) en fonction de 4;, longueur de Q;.

. MAJORATION D’ERREUR

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on ne distinguera plus la fonction u
définie sur Q de sa restriction #® 4 Q;.
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ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 81

a) Définition de r,u

Lemme 1 : Soit u € V, il existe une fonction r,u € V), et une seule vérifiant
dans tout Q;,,0 < i< N:

u—ru € Wo(Q))
@3.1) {

([ — rlo, = Inf [( — willa,
{Whlu—=wr€Wo(L24) ; Am Amwr €T}

Démonstration : D’aprés I’hypothése (2.16), v > [[v]ln, est une norme sur
Wo(€2;). Nous notons [[u, v]]g, le produit scalaire associé & cette norme. Soit :

Wou(€2:) = { v, l v € Wo(2;) 5 AnAd,v, €5}

A la fonction u € ¥ nous pouvons associer u; € Wo(£2;) (resp. u;, € W, ()
projection orthogonale de u dans W (Q,) (resp. dans W, () :

(3.3) [[u —u;,v]lg,=0 , pour tout v € Wy(Q)).
B34 ([ — wy, v3)lg, =0 , pour tout v, € Wo,(€2)
Définissons la fonction r,u dans tout Q;, 0 < i < N, par :

rnu=u—u; +u,; , dansQ,

Dans tout Q;, ona u — r,u € Wy(£2,), d’ot1 par recollement u — r,u € Wy(Q2),
donc ru € V. D’autre part (3.3) implique AXA4,(v—u;) = 0, au sens des
distributions sur Q;, d’ol 4*4,,(r,u)? = A*4,u,, €T, pour touti,0 < i < N.
La fonction r,u ainsi construite appartient donc 2 ’espace V. Elle vérifie pour
tout v € W(2,)

[[u — iy, v]lo, = [u; — uy, vllo,
donc pour tout v, € W,,(Q)), en utilisant (3.3) et (3.4)
(3.5) ([ — ryu, vyllg, = O.
La propriété (3.5) équivaut a :
[l —rullg, < [[lu—ru +vllg, » pour tout v, € W (Q,).

Ainsi la fonction #,u satisfait (3.1). D’autre part ’unicité de r,u est évidente
d’aprés (2.16).

Lemme 2 : Soit u € V et soit ryu la fonction de ¥, définie par le lemme 1.
Onadanstout Q, 0 < i< N:

(3.6) [[w — ryulla, = Inf [[u—vlla,

VAEVA

n° décembre 1973, R-3.



82 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS
Démonstration : Comme ru € V,, la propriété (3.6) équivaut a
(3.7 [lu — ryu, v]la, =0 , pour tout v, de V.

A v, élément quelconque de ¥}, nous pouvons associer v;, projection ortho-
gonale de v, dans Wy(Q;) pour le produit scalaire [[.,.]]o, :

(3.8) [[Uh - Upi» v]]Q‘ =0 , pour toutv € WO(Qi)~
On a A¥A,v,; = AXA,v, € T;, d’0h vy,; € Wy, (Q)).
On peut donc prendre dans (3.5) : v, = v, d’ols

(3.9) [[u — ry, vylla, = 0

D’autre part comme u—ru € Wy(Q), on peut prendre dans (3.8)
v = u-—ryu, d’out

(3.10) [[u — ryu, v, — Vullg, = 0
(3.7) résulte de (3.9) et (3.10).
On désigne par W~ 1(Q,) le dual de W(Q)).

Lemme 3 : Soit X; un espace de Banach pour la norme | « ||x,; on suppose

3.11) X; CW~YQ) avec injection continue.

Soit u € V; soit ryu la fonction de V}, définie par le lemme 1. Si 4344 € X;,
on a la majoration :

(3.12) [u—rulla, < Ly, Inf | A4%4,u—pl|x,
pieTinX;
ou
Viqi
(3.13) Ly, = Sup _Mello:

(o|vEW0(Q1) ;0% 0; Am AmvEX e} “ A:Amvll Qi

Démonstration : L’hypotheése (3.11) assure Ly, < -+ 0. Soit p une fonction
quelconque de 1’espace vectoriel §; N X,. D’aprés (2.16) et (3.11), il existe
une fonction v,(unique) telle que :

Uu—uv, € Wo(Q)
{ VweWoQ) [, wla= fn pw dx
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ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 83

Cette fonction v, vérifie AyA,v, = p € T,. En appliquant le lemme 1 avec
Wy, = U, on obtient
[[u — rydlg, < [l —2,llo,

D’otl par définition de Ly, :
[ — rulla, < Lx, “ And(u—v,) ” Xs
Soit pour tout p € F; N X;
[[u — ryulla, < Ly, ”Am*Amu —'P”m
ce qui démontre le lemme 3.

Théorédme 1

Soit u la solution de (P); soit u, la solution de (P,). On suppose que la
solution u vérifie :
A*4,uPeX, O0<i<N

ol les X, sont des espaces de Banach satisfaisant (3.11). Alors on a

G149 u—ula<®d Max {1+ CQ)Ly}RE X9

i=0,...,N
avee

N 1/2
(3.15) R(u, X, T) = ( Y. Inf ||AX4u— p||§,)

i=0 peTinxy

Démonstration
D’aprés (2.15), on a

M
s —ula < F lu—rula

D’aprés I’hypothése (2.16), on a
N
Ju—raé < 2. (4 + CHQI— rla,
D’aprés le lemme 3, on obtient ainsi :
2 M2 & 2 2 * 2
ln—ulld < =5 2, 1+ CYQ)L5, Inf | 4%4.u—p|},
E“i=o peFinXs

d’ou le résultat (3.14).

n° décembre 1973, R-3.



84 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

¢) Un critére de convergence
Soit { 8, } une suite de subdivisionde Q : Q = |J Q,, avec

Qi€Sy
h = Max (diam (Q2,)).
QESH
On note
¢, = Max C(Q;)

0€8;,

Théoréme 2

Soit VU = { v|vevV; A*A,,,v €L} (Q) } On suppose que :

’ 6
(3.16) U est dense dans V.
On suppose d’autre part que :
(3.17) lim ¢, = 0.
h—0

Alors si u est la solution de (P) et u, la solution de (P), ona :
(3.18) limu,=u  dans V (fort).

h—0
Démonstration

D’aprés I’hypothése (3.16), il suffit d’établir la convergence du u, vers u
pour u € U. Soit donc u € V. Posons pour tout §, i =0, ..., N :

Xi={v

o ver@)
60 0

(3.19)
1

—— |l
9,0

lollx =
Quel que soit le choix des espaces I;,onap =0€§; N X;; d’ou
1

—— A¥A u
6o 0

L)

R(u, X, 9) <

LA
Evaluons, pour le choix (3.19), la constante Ly, : si v € Wy(Q;) avec

—I—A*A,,, € L*(Q,), ona
6OO

[[WN3, = f A, vA,vdx
Qs

=— | vd¥d,vdx
Qi

1
80,0

[[v]]Qf ” 60 Ov” L) A:'::Amv

LX)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 85
Comme

(100,00l 20 < [la, < CQII]g,

On en déduit que pour tout v € Wy(Q;) avec e—l—A,*,,A,,,v € L*(Q), on a
0,0

1
[[U]]n‘ < C(Ql)” m A:Amv @0

Pour le choix (3.19), on a donc :
(3.20) L, < C(Q).

D’aprés le théoréme 1, on en déduit pour u € U

1
—— AXA4,u
80,0

M
— < = 1 .
”u,, u”n (1 + ¢ o

ce qui démontre le théoréme 2, sous I’hypothése (3.17).
b) Erreur [u,—ul,

Dans ce paragraphe, nous faisons I’hypothése supplémentaire suivante :
a(u, v) peut se mettre sous la forme :

(3.21) a(u, v) = f a(x)A,uA,v dx + b(u, v)
Q
avec
(3.22) aX)eW' Q) , e a(x) €L®Q) et % (*) € L™(Q)
et
(3.23) |6Ge, v)| < My[ulg|v]q, pour tout u et v de V.

La forme a(u, v) est alors évidemment continue sur ¥ X ¥. Nous la suppo-
serons encore V-elliptique : pour toutv € V'

(3.24) a(v, v) > E |v] 3
Lemme 4
Soit u la solution de (P); soit u, la solution de (P,).
Ona:

(325)  E|uy—rulq < My[u—rulq +’21 | Da| 1= [l — ryullq.

n° décembre 1973, R-3.



86 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

Démonstration

On écrit, pour tout v, € V3,

a(u, — ryu, v,) = a(u — ru, v,)

N
= Z J‘ a(x)A,(u — rywA,v, dx + b(u— ryu, v,)
i=oJa

14

D’aprés le lemme 2, on a :
~ h i "
| at At — ravuax < 3| Dal = olln — riladiolo
4
d’ou par application de P’inégalité de Cauchy-Schwarz et de (3.23) :

h
a(u, — ry, v,) < 3 “ Daﬂ L“’(Q)[[" — rlgllvalla + Mifu— nulg " Uh”n
Prenons v, = u, — r,u; d’aprés la V-ellipticité, on a
h
E |, — ri}& < 5 | Dal] y= oplle — riall3 + My[u— rla [l — ritfo.

Théoréme 3

On suppose que la forme a(u, v) vérifie les hypothéses (3.21), ..., (3.24).
Soit u la solution de (P); soit 1, la solution de (P,). On suppose que la solution u
vérifie

A*4,u€X;, O0<i<N

ou les X; sont des espaces de Banach satisfaisant (3.11). Alors il existe une
constante C, qui ne dépend que de M, et de E, telle que

(3.26) [, —ulp < C _1\;1axN { (& | Dal| = y:+ CQ))Ly, } R(u, X, T)
avec R(u, X, ) donné par (3.15).

Démonstration

De P’inégalité triangulaire :
[ — ) < [u—nulg + [, — nulg

on déduit, d’aprés le lemme 4 :

M h
il < {1+ 22— il + 55 Dol ol il

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Or, d’aprés le lemme 3 :

[ — rulla < Max Ly R(u, X, 7),

[u—rulg < Max {C(Q,)Ly,} R X, T),

i=0,..,N
ce qui démontre le théoréme 3.
La méme technique fournit sans difficulté la généralisation suivante :

Théoréme 3 bis

Soit N* une semi-norme continue sur V. Sous les hypothéses du théoréme
précédent, il existe une constante C telle que :

Ny —u) < N@—ru)+C .I\;IaxN { (7 || Da]| 1=y + CQ))Lx,} R(u, X T),

IV. 1** APPLICATION : PROBLEMES DEGENERES
ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE
a) Résultats généraux
Pour alléger les notations, nous prendrons ici Q = ]0, 1[. Nous ne considé-
rons que des subdivisions de  telles que £ < -;- (ce qui du point de vue pratique

n’est guére restreignant !).
Nous ferons appel au lemme technique suivant :

Lemme 5

Soit ¢ et " deux fonctions continues sur Q vérifiant :
o(x) > 0 et Y(x)>0 ,pourtout xavec0 < x < 1
o(x) ~ Kox™ et W(x) ~Kjx*° , au voisinage de x =0

(%) ~ K;(1 — %)™ et ¥'(x) ~K{(l—x)°‘", au voisinage de x = 1
avecpourv=0,1 «,—2< /< a, et (x,,a)z%2(+1,—1).
Alors il existe une constante C, indépendante de Q; = ]x;, x;4+,[ telle que

83 /o]y pou tout 0 € D@) avee

(4'2) n’\/\FU" Lz(ﬂt) Chi (P(x

Xiv12 =3 (xl + Xi41)

n* décembre 1973, R-3.
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Démonstration

Soit F une primitive de ¥. On a pour toute fonction v € D(Q;)

Xi41 xi4

Y(x)o*(x) dx = —2 f lF(x)v(x)Dv(x) dx;

xi x4

d’ou, d’aprés I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Xi41 FZ(x)
x Y

J\xm Y(x)r*(x)dx < 4 (Dv(x))? dx.

Pour démontrer le lemme 5, il suffit de démontrer qu’une primitive F de ¥
peut €tre choisie de sorte que :

Fz(x) 2 V(X4 1/2)
4.3 Su — g Chy ——2222 R
@3 xt<x<gl+l P(x)¥(x) : P(X;i41/2)
indépendante de Q,.

Pour des raisons de symétrie, nous ne montrons (4.3) que dans le cas ou

Xirq2 € % Comme par hypothése, A; < L on a Q; C]O,%[ . 11 suffit alors

avec C constante

2

de montrer (4.3) pour @(x) = x* et ¥(x) = x*, avec a =, et o’ = af.
Lorsque x; > h,, le résultat est immédiat. Etudions le cas o x; < A et 7% — 1
(on procéde de facon analogue lorsque o' = --1, donc « < 1). En prenant
pour primitive de ¥ la fonction F :

F(x) — 1 xl +a’

14 o

on a, puisque 2 —a + o’ > 0 :
F(x) 1 I
Su = Xir

x.<x<€s+1 (\D(x)\y(x) (1 + 0(.')2 i
22-a+a’ _ ,
N7
3
et comme x;,,, < Eh‘

Fz(x) 2 ¥ (X4 1s2)
Sup e < Ch} — itz
xc<x<€i+1 q’(x)\F(x) q)(xi-l- 1/2)

Soient ¢ et ¥ deux fonctions continues sur Q = ]0,1[ vérifiant les hypo-
théses (4.1); on suppose en outre

44 Do € Lix(Q).
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ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 89

Nous considérons I’espace
4.5 WQ) ={v|veLli(Q) ; VI¥reIl* Q) ; VoDreL¥Q)}
Cet espace est muni de la norme hilbertienne :
lola = (vVPollia + | VoDo] fxa)*
Nous sommes donc dans le cas particulier du cadre donné en II lorsque :
m=1 ; Ay=+¥D° ; A4, =+/9D.
[t]a = ” \/‘T’U” L3(Q) 5 (W]l = ” \/;0" LX)

Soit ¥ un sous-espace fermé de W(Q) avec D(Q) C ¥V C W(Q). Nous
considérons le probléme :

Etant donné f€ V', trouver u € V vérifiant YoveV

P) 1 1
f a(x)p(x) Du(x)Dv(x) dx + L b)Y (x)u(x)v(x) dx = { f, v).

0

On suppose
(2 e W'(Q)
beL®(Q)
(4.6) 3

YoeV J. la(x)q;(x)(Dv(x))z dx + f lb(x)‘F(x)vz(x) dx > E |v||3,
0 o

(E > 0).

Le probléme (P) admet une solution unique qui vérifie formellement
I’équation
— D(a@Du) + bYu = f s dans ]0,1[;

ainsi que des conditions aux limites liées aux choix de V.
Notre probléme approché dans ¥, sous-espace de dimension finie de ¥, est :

Trouver u, € V,, vérifiant : Vo€V,

(Py) ! !

|| aemDuopnee) ax + [ 5T ax = < £

Nous obtiendrons différentes méthodes d’éléments finis suivant le choix

de ’espace ¥, c’est-a-dire suivant le choix des espaces §';. D’aprés le lemme 5,
I’hypothése fondamentale (2.16) est satisfaite avec :

‘F(xi+l/2)
. Q0. = Ch, i+ U2/
4.7) C(;) = Ch, e 1)

n° décembre 1973, R-3.
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Dans les exemples qui suivent, nous utiliserons le résultat classique suivant
(cf. par exemple Ciarlet-Raviart [2]) :

Lemme 6

Soit k un entier > 0; on désigne par P,_, I’espace des polynomes de
degré < (k—1) (P-, = {0 }). Il existe une constante C, qui ne dépend que
de k, telle que pour tout v de 1’espace de Sobolev

HYQ)={v|DveLl*Q), 0<j< k}
on ait

(4.8) Inf [lo—p| 120y < CH; | D] 120
r—1

PEP;

Donnons deux choix caractéristiques d’espaces V}; k est un entier > 0 fixé.

Choix 1 : On prend pour espace V), :

4.9) V,,={v,,]v,,€V : \%I;fb(chv,(,'))EPk_l , osiszv}

Théoréme 4

On suppose que la solution # de (P) vérifie pour un certain entier I,
0<I<k:

1 :

Alors la solution u, de (P,) obtenue avec le choix (4.9) de ¥, vérifie :

Pk%mwﬂ

'Iv?(uh—u)'lL’(Q) < Ch 1+2(1-0)

@.11) L
— 1
VoD@, — w)|| 130y < CH*17° ,D'(—:D Du ”
[V oD, 2 VT (o Du) @
avec
“.12) G = % Max (ag — ag, oy — &f).
Démonstration

Avec les notations de II et II1, le choix (4.9) équivaut a :

1

5= {g 1
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Pour le calcul d’erreur nous prenons ici :

1 .
xi— {e|ggeeri@} . o<i<w

Ielx. = | 1o

On a évidemment §, C X, et :

Inf |4, 4%u— g||x,=
g€TinX4 Pi—1

(4.13)

L%()

L/— D(oDu) —

D’aprés I’hypothése (4.10) et le lemme 6, il existe une constante C (qui ne
dépend que de /) telle que

[%P D(9Du) —p

tlpr( L |
Ru, X, T) < Ch “D ( e D(q:Du))“Lg(m

L‘(m)

Inf

pP€Pr—1

< Ch’llD’( D(e Du))“
L) L2(04)

D’ou

D’autre part, d’aprés le lemme 5, il existe une constante C (indépendante
de Q) telle que :

C(Q) < Ch'™° , O<KigKN
Enfin nous avons montré que pour le choix (4.13) de X, on a (cf. (3.20)) :
CcQ)
L’application des théorémes 1 et 3 fournit alors les majorations (4.11).

Choix 2

On prend pour espace V, :

4.14) V,,={v,,|u,,eV;-‘fq:fu(cpz)v,‘,")e»",‘_1 , 0<i< N}.

-

Théoréme 5

On suppose que la solution u de (P) vérifie pour un certain entier /,
0iI<k:

4.15) ‘/:’ D(eDu) € HYQ).
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Alors la solution u, de P, obtenue avec le choix (4.14) de V, vérifie :

" \/lF(uh —u) " 2 S CH'*? i'D ( D(,oDu))

(4.16) L@
ba |
VoDt — )] 2eqry < Ch’“' (‘/ D(p Du))( ]
| lle2
Démonstration
Le choix (4.14) équivaut 2 :
V¥
T, = ———g€EP,._ , 0<i1<N.
{g‘ P g k-1 } 1
En prenant
[X {g' geLz(Q)} , 0<igN,
“4.17)
le]lx, = 'ﬂg ;
l ? Lk

Nous obtenons d’aprés 1’hypothése (4.15) :
(\/‘P‘ H

Ru, X, T) < Ch'] D(¢Du ))

LA(Q)

D’aprés le lemme S, on peut choisir

Y(xit1/2)
C(Q,) = Ch; |—/—=2=
) CP(xi+1/z)

Les majorations (4.16) du théoréme 5 s’obtiennent alors par application
des théorémes 1 et 3 et du lemme suivant :
Lemme 7

Soit X; I’espace de Banach défini en (4.17). Il existe une constante C indé-
pendante de Q; telle que

4.18 Ly, < Ch, ‘P(xx+1/2)
¢ ) i lI}'(-".n/z)

Démonstration .
: V¥ 2 .
Soit v € W,(Q2;) avec e D(pDv)e L*(Q2;). on a :
Xi41 Xi+1
[ ooy ax = — [ wniepns ax
Xi xi
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D’aprés I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit :

) v/
Vepolzan < (| 52 S 1Vl | L )|

XXX+ 1 IF( )

L2(Q)
xl
” '\/—DU” Lﬂ(fh) Clq;r(( * 1/2)) (Q ) H - D(CPDU) 2
Xi41/2 L%(Q4)
D’ou, d’aprés (4.7)
VDo < oh, [Eiruz) \/ — D(eDv H
" ® u L%() T(x.+1/2) (@ ) L2(Q0)

ce qui démontre (4.18).

b) Exemple
Nous précisons les résultats obtenus sur I’exgmple simple suivant :
Q =101
4.19) P(x) = x* s O0<ax?2
Yx)=1

WO,1)={v|vel?’0,1) , x “*veL’0,1)}.
Pour0 <« < 1,0ona:

w(0,1) C C°[0,1}

Pour 1 < « < 2, les fonctions de W(0,1) sont continues dans ]0,1], mais
non nécessairement bornées au voisinage de x = 0. Les hypothéses (4.1) et
(4.4) sur ¢ et ¥ sont satisfaites. On a :

CQxi, Xi41D) = Chxils,
Soit

(4.20) V = Wy0,1) , adhérence de D(]0,1)) dans W(0,1).
On a la caractérisation suivante de V :

V={vlvew(®]) ; v0)=v(1)=0}, si 0<«
={v|lveWO,1) ; v(1)=0} , si 1<

Soit :

@.21) { ae wW"*(0,1) , ax)>e>0 pourtout 0 < x< 1.

beL®0,1) , b(x)=0 p-p. en x €]0,1[.
n° décembre 1973, R-3.
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On vérifie sans difficulté que les hypothéses (4.6) sur les coefficients du
probléme sont satisfaites.

Soit :
(4.22) € L?*0,1)
Le probléme (P) est : trouver u € V solution de
1 1 1
YveV f a(x)x*Du(x)Dv(x) dx + f b(x)u(x)v(x) dx = f Sx)v(x)dx
1] 0 [}
Ce probléme admet une solution unique. L’interprétation du probléme est
— D(a(x)x*Du(x)) + b(x)u(x) = f(x) , O<x<l1
40 =0 , si0<a<l
u(1)=0
u € W(0, 1).

(4.23)

Le probléme approché est : trouver u, € ¥V}, solution de

1
Yo, eV, Lla(x)x“Du,,(x)Dv,,(x) dx + J; b(x)u,(x)v,(x) dx

1
- fo o) dx

Choix 1 (cf. (4.9)). 1l consiste ici & prendre pour espace ¥V, :

k+1

Vi= { v eV 3 B () =2 +x7" Z Ao,
i=1

OsisN} , siaFEla#k2

K+l
Vi = { o€V 5 0(x) = %o+ Ay, logx + Z N
=2
4.24) 1 !

OsisN} , sia=1

1 k+1 _
Vh — { vh | vh E V ; v’(.i)(x) == Ao.i + Al.l'x- .Z; Aj,ixi 2!
J—_-

0<i<N} , Sla=2
k+1

ol les A; ; sont des scalaires et par convention d’écriture Z =0sik=0.
j=2
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Proposition 1

Si la solution u de (P) vérifie pour un certain entier /, 0 < / < k,
4.25) D(x*Du) € H'(0, 1),
alors la solution u, de (P,) obtenue avec le choix (4.24) de ¥}, satisfait :
s — wel 220,1y < CR™*27% | D16 D) 20,1

”x“/ZD(u;.—“)"Lz(o.n < Cpi*imen "D'“(an“)"Lz(Oxl)

(4.26) {

On a en outre :

(i}:'IaXN |ng—71(uh(xi)—u(xi))l < CH'*27% | D1 (x*Du)| 20,1
o i sl

(4.27) <

VE hl+1 ”Dl+1(xDu)"L2(o'1),

Max |[x§(,(x,) — u(x)] <
i=1,...,N

si a=1,g >0.
Démonstration

Les majorations (4.26) ne sont autres que les majorations (4.11) du théo-
réme 4 dans le cas particulier ici traité. Les majorations (4.27) résultent du
théoréme 3 bis appliqué avec pour semi norme N’ :

N() = Max [x,E;—lv(xi)I , si0a<g2 a1
(4.28) i=1,...,,N
N@)= Max |[xpx) , sia=1 (¢>0)
1=1,...,N

Le lemme 8 prouvera que la semi norme définie en (4.28) est continue sur ¥
On remarquera qu’en cette semi-norme on a

NUu—ru) =0
Ainsi Perreur (4, — ) est du méme ordre que erreur |u, — ul|12(0,1)-

Lemme 8
Soit v € D(J0,1)). On a :

@29) x5 o]0 € i 22D 2 Si o L.
L7 (0,1) '\/ll—:—_“—] L(0,1) ]
1
(4.30) [0 20,0 < 7= |¥"Do] 20,5y (2> O).

V2e
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Démonstration

Soit v € D(]0,1D. Si 0 < & < 1, on écrit :

v(x) = foxDv(t) de

o] < (f:t—‘x d‘)llz(fo"t“(Du(t))zdt\)ll2

xl—a 1/2 of2
o) < [#72Dv] 20,1y

1—a

ce qui démontre (4.29) danslecas 0 < « < 1.

Sil < a< 2 onécrit:

v(x) = — lev(t) dt

-« 1\1/2
o6l < (;:fl) [#72 Do 20,1

1
Va—1

ce qui démontre (4.29) danslecas 1 < o < 2.

o—1
x 2 |o(x)] <

(1 _ xoc—l)l/Z ” ta/ZDU“ L2(0,1)

Lorsque « = 1, on obtiendra de méme :
[o()] < (Logx)'/* [[£/2Dw]| 120,
d’ou (4.30).

Choix 2 (cf. (4.14). 1l consiste ici 4 prendre pour espace ¥V, :

k

+
N

V= { Uy l €V > Ui(zi)(x) = 2o, + 7\1,#‘1-“ + )",ixj:

J

Mg/

J

0<i<N},sia;’:l.
(4.31) ;

k+1

Vy= { Uy | vEV ) v (x) = Ao,i + Ay, Logx + Z 7‘j.i?‘fj,
j=2

0<i<N},Sim=1
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On obtient comme précédemment les résultats suivants :
Proposition 2
Si la solution # de (P) vérifie pour un certainentier , 0 < I/ < %, :
4.32) x~*D(x*Du) € H(0, 1),
alors la solution u, de (P,) obtenue avec le choix (4.31) de V), satisfait :
(4.33) { s — w220, < CH** | D' *D*Du))| 20,1
| x*/2 Dy, — W) 20,1y € CA'™1 | D'(x™*D(x*Du))|| 30,1,

On a en outre :

a—1
Max |x, z (u(x)) — u(x;)| < CH*? || D'(x~*D(x*Du))|| 120.,1ys

i=1,..,

@.34) | si a1

Max | x{(u(x;) — u(x)| < Ly D'(iD(xDu))
=1,...,N

Ve

] si a=1 (> 0).

L2(0,1)s

REMARQUE 1

Pour k =0, les choix (4.24) et (4.31) coincident. Si 0 < «x < 1, ¥V, est
P’espace des fonctions v, continues dans [0,1], vérifiant les conditions aux
limites 2,(0) = v;(1) = 0 et dont la restriction a tout ]x;, x;+,[ est de la forme

oiP(x) = Ng,p + Ag Xt TE

Sil < « < 2, ¥, est I’espace des fonctions v, continues dans [0,1] vérifiant
la condition aux limites 2,(1) = 0 et dont la restriction a tout ]x;, x;4+,[ est
de la forme

v’(:)(x) = )\0’1 + )\l,i LOg X s Si ® = 1
v,(.l)(x) = )\O,i + )\l,i—altl— P’ Si 1 < & S 2
X
avec Ay o = 0. (Cette derniére condition exprime que v, € W(0,1)).

REMARQUE 2

Soit k = 0 et soit ¥, I’espace défini ci-dessus. Sous les hypothéses de régula-
rité (4.21) et (4.22), on a D(x*Du) € L*(0, 1) et :

[ DG* D) 20,0y < C IS 1l 20,0
n° décembre 1973, R-3.
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D’aprés la proposition 1, on a donc :

lln — ul| 20,1y = CH*~* || f]| 120,19

[1%*2 DGy — )| 20,1y < CH* ™2 || f 220,19
ce qui généralise les résultats de Ciarlet, Natterer, Varga [1].
Nous faisons les hypothéses complémentaires suivantes :

(4.21 bis) a€Ww>*(0,1) et Da0)=0
x~*b € L*(0,1).

(4.22 bis) X~ e L0, 1).

Alorson a

x"*D(x*Du) € L>(0,1) et
{ [™*D&*Dw)|| 20,1y < C |47 ] 220,19
D’aprés la proposition 2, on a :
{ s — el 2y < CH* %7 | 20,0y
|%*2D@, — w)|| 2y < Ch %7 || 220,19

REMARQUE 3

On se place dans la situation de la proposition 1; en particulier on suppose
D'"*Y(x*Du) € L*(0, 1). On suppose en outre 0 < o < 1.Ona :

uxalzu("h - u)u %0,y = Ok i+ —a/2)

i O(hl+2—3¢/2)

%™,

d’ol
(4.35) e — r]| = 0,1y = O(R' 31279,
Par application du théoréme 3 bis, avec N°(v) = ||v]|=(0,1)» On obtient :
(4.36) oy, — ]| 1= 0,1y = OCR'F3/27%).
alors qu’aux nceuds x; de la subdivision, on a d’aprés (4.27) :

Max [u(x) — u(x)| = oA 2%,

i=1,.
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Jérome et Pierce [5] ont montré, dans le cas / = 0, que si D(x*Du) € L*(0, 1)
on avait :
"u—"hu” L2(0,1) = 0(r*~%)

On en déduit dans ce cas :

lln — w] L= 0,1y = OCA* ™).

V. 2¢ APPLICATION : PROBLEME DU BIHARMONIQUE
EN SYMETRIE SPHERIQUE

Soit B, la boule unité ouverte de R*, n > 2. On désigne par HZ(B,) I’adhé-
rence de D(B,) dans H3(B,).

Soit :
aeL”B,) , avec a(x) > e>0  p.p. dans B,
G0 beL*(B,) , avec b(x) > 0 p.p. dans B,.

Etant donné f € L2(B,), on considére le probléme (Q) :
Trouver u € H(B,) vérifiant

@
Vo e Hf(B,) f {a(x)Aul v + b(x)uw } dx = f Sodx
Ba Ba
ou
(5.2) Z %5 i dx =dx; ... dx,

Le probléme (Q) admet une solution et une seule. L’interprétation du
probléme (Q) est la suivante :

A(a()Au) + b(xu=f , dans B,

au
28, o

(5.3)

aBn

u

- la dérivée normale (extérieure par
n Ba

exemple). Nous nous intéressons ici au cas ol le probléme (Q) est & symétrie
sphérique : on suppose que les fonctions a, b et f ne dépendent que de la

n 1/2 _
seule variable r = (z x,z) . Soit v € H3(B,) N C*(B,) une fonction de la

i=1

ol1 0B, est la frontiére de B, et

n* décembre 1973, R-3,
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seule variable r; d’aprés les conditions aux limites on a : v(1) = %:3 ()=0c¢et

en vertu de la régularité de v, on a %’ (0) = 0. D’aprés (Q) la solution u vérifie

avec une telle fonction v :

1 1
f {a(Aulo + b(r)uv } r"~ ' dr = f Sfor"~tdr
) 0

ou

Nous sommes ainsi conduits A utiliser les résultats généraux de II et III
avec le cas particulier suivant :

Q=101 ; m=2.

n—1
Agw=rz0v
Alv=0

n=1 1 n—1
Ay =rz2 Av= — D" "Dv)

r2

\ WO,1)={v|velt0,1) ; rzveL’0,1) ; rz AveL¥0,1)}

o] = |75 ol 0.t
el = 7% Aolo.n
o] = (@1 + []») "2
Soit V' = {v [v e W(0,1) NCX[0,1) ; (1) =Du(1)=0 ; Du(0) =0}
(5.5 V = adhérence de U dans W/(0,1)

(5.6) a(u, v) = fl { a(Aubo + b(r)uv } r"~* dr

En symétrie sphérique la solution du probléme (Q) est la solution du
probléme (P) :
Trouver u€ V' vérifiant
P) 1
YveV a(uv)= f Sor""tdr.
0
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Soit0 = re<r<..<rn<.<ryg= I;Ql =]ri’ri+1[;hi =rip1— P
et h = Max h, Nous n’étudions ici que ’approximation la plus simple du
i=0,..
probléme (P) : On choisit pour ¥V le sous-espace des fonctions v, € ¥V dont la
restriction 4 tout Q; vérifie : 434,v, = 0. Comme on a :
A3d,0 =r"" 0
I’espace V; est :

57 Vi={wn|v,eV ; AP=0

Le probléme approché est :

Trouver u, € V,, vérifiant

(P 1

Vo, eV, a(u,v) = f Sor"~ldr
]

Ce probléme (P,) admet une solution u, et une seule.

Théoréme 6

On suppose que la solution u de (P) vérifie :
n-1
(5.8) rz AueL*0,1)

Soit u, la solution de (P,).
11 existe une constante C, indépendante de u et de 4, telle que

(5.9) | —u]| < CH® ”r > A 2ul| 20,1

REMARQUE 4

Considérant u et u, comme fonctions de x = (x,, ..., X,,), (5.9) s’écrit :

(5.9 bis) et — ul| g2y < CH* [|AZu]l 20

Démonstration

Nous appliquons Ie théoréme 1, avec

§;={0} , O<ig<N
={v|r'L;_lveL2(Q,)}
lollx = |7~ K ""L(m)
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N 1/2
R, X, 9) = (z jatl

n—1
.R(u, X, ﬂ‘) = "r 2 Afu" L2(0.1)
D’autre part, on a ici L,, < C(Q;) (cf. (3.20)) et il est immédiat de vérifier :
cCEQ)< CH,

Nous supposons maintenant la régularité suivante du coefficient a(x)

(5.10) aewW*»>0,1) ; Da(0)=0

n—1
Alors I’hypothése r z f(r) € L*(0, 1) implique que la solution u de (P)

-1
vérifie r 2 A%y € L*(0, 1) et il existe une constante C, indépendante de u telle
que

n—1 1:_1_
(5.11) 72~ AZuf i20,1y:< CIr'z | 20,1
Théoréme 7

On suppose la régularité (5.10) du coefficient a. Alors il existe une cons-
tanie C, indépendante de u et de 4, telle quc

(5.12) Iz A,(u,.—u)ll,_z(o n< CH|rz i 20,1y
(5.13) Irz 2y — ]| 20y < CH* |r 7 “f 20,1y
REMARQUE 5
En la variable x, (5.12) et (5.13) s’écrivent respectivement.
(5.12 bis) (At — W) 28y < CH | £ 280
(5.13 bis) llotn — ull 2oy < CH* | 1| 22m
Démonstration

La majoration (5.12) résulte évidemment de (5.9) et de (5.11). Pour la
démonstration de (5.13), nous utilisons la technique classique de dualisation

1
f (u, —wgr"~ ' dr
0

n=1
(5.14)  [[r2 (wy— W 20,1) = Sup

n—1

B 5]
g#0,r 2 g€L%0,1) "" 2 g"zﬁ(o,l)
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n—1
A une fonction g telle que » z g € L?(0, 1), nous associons la solution

¢ € V du probléme :
1

YoeV a( ¢ = J' vgr"~tdr
0
et la solution ¢, € ¥}, du probléme (approché) :

1
Yuv,el, a(vy,, @) = f v,gr" 1 dr.
V]
Par construction de ¢, on a
1
| gt ar = ats— 1 9)
0
Comme ¢, € V,,ona
a(u, @) = a(uy, ¢5)
d’ot

1
fo (4, —uw)gr"™ dr = a(u,—u, ¢ — @)

[ p1 .
| fo i — g dr | < C ] Jou— ol .
En utilisant la majoration (5.12) pour u et pour ¢, on obtient :

1
f (u, —u)gr" ' dr
0

n—1 n—1
S CHrz fllezon 172 gllzo.n

En reportant ce résultat dans la caractérisation (5.14) on démontre (5.13).
EXEMPLE n = 2
On a les caractérisations suivantes :
V={v|veWO,1)NC0I] ; Du(0)=0 ; »(1)=Do(l)=0}
Vi=A{uv l BeV ; ) = py g Logr + py; + !‘-3.:"2 Logr + P-4.i"2»
0<i<N}.

L’appartenance de v, a ¥ implique ., o = 0. Les fonctions de base relatives
a cet exemple ont été étudiées par Pardoen [6].

EXEMPIE n =3

On vérifiera ¥ C C°[0,1] N C1)0,1]; si v € ¥, Dv n’est pas nécessairement
borné au voisinage de r = 0. On a seulement :

lim 4/rDo(r) = 0.

r—0

n* décembre 1973, R-3.
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Ona
Vh={”h|”h€V ; 05.‘)(')=u—:‘!+!Lz,¢+!i3,i"+#4.i"2 , OsigN}.

L’appartenance de v, a ¥ implique w; o = 0. Les fonctions de ¥V, sont
C![0,1] et elles vérifient Dp,(0) = 0.
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