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SUR I’ELEMENT DE CLOUGH ET TOCHER

par P. G. CiArLeT (%)

Résumé. — On étudie les propriétés d’unisolvence et d’interpolation de I’élément fini
de Clough et Tocher, utilisé dans la résolution numérique des problémes de plaques.

1. INTRODUCTION

Nous utilisons les notations suivantes :
u| 4 = restriction de la fonction « 3 I’ensemble 4,

P, = espace vectoriel des polyndmes de deux variables, de degré < k,
[a, b] = segment joignant les deux points a et b,

_ op p 2
p = (5;’871)613 h

<., . = produit scalaire dans R2,
A = intérieur de I’ensemble 4,

[0]mg = (L 'dz::m |8%|? dx dy)m.

L’objet de cet article est d’étudier 1’élément fini de Clough et Tocher, intro-
duit en [5]. Cet élément est utilisé dans la résolution numérique des problémes
de plaques; a ce sujet, voir par exemple [1], [2], [7, Chapitre 10].

L’élément fini est un triangle K, qui est lui-méme subdivisé en trois tri-

3
angles K;, 1 < i < 3 (cf. fig. 1), le point g = n K, étant un point seulement
i=1
supposé intérieur au triangle K.

(1) Analyse Numérique, Université de Paris VI.
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20 P. G. CIARLET

On associe a 1’élément K un espace P de fonctions réelles définies sur K,
en posant

(1.1) P={peC'K);p|n€Ps1<i<3}.

Figure 1

Si p est une fonction quelconque de 1’espace P, on lui associe I’ensemble
des degrés de liberté défini par

2 =={r@1<i<3:;2a

, op , op . }
RI<3;5-@)1<i<3;5—0)1< < N
1€i<3 ay(a)l i<3 an(b)l i<3

0 . ‘e L s e
55 (b;) étant la dérivée normale extérieure au milieu b; du c6té [a;, 4, @;+3);

les indices i étant comptés modulo 3, ainsi que dans la suite de cet article.

La dimension de I’espace P; étant 10, il faut 30 équations pour déterminer
les trois fonctions

Pi=0p |1 <i<3.

Il est facile de voir que la donnée de ’ensemble X des degrés de liberté
entraine la donnée de 21 équations, les 9 équations restantes provenant de la
condition « p € CY(K)», que ’on prend en compte en écrivant par exemple
que la valeur des trois fonctions p; ainsi que de leurs dérivées partielles pre-
miéres sont les mémes au point a (6 équations) et que les dérivées normales
sont les mémes aux milieux des c6tés [a, a;] (3 équations). Ce décompte fait,

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SUR L’ELEMENT DE CLOUGH ET TOCHER 21

il reste 3 montrer que la matrice du systéme linéaire obtenu est réguliére,
autrement dit que "ensemble X de (1.2) est « P-unisolvent », suivant la termi-
nologie de [3]. C’est ce que nous faisons au Théoréme 1.

Naturellement 1’espace P vérifie I’inclusion P; C P, mais on ne peut pas
appliquer directement la théorie générale de l'interpolation pour des familles
affines, que nous appellerons dorénavant théorie affine, telle qu’elle a été
développée en [3]. En effet, la théorie affine ne permet pas d’avoir un point a
variable, et par ailleurs, certains degrés de liberté sont des valeurs de dérivées
normales, qui ne sont pas invariantes par transformation affine. Nous mon-
trons au Théoréme 2 comment la théorie affine peut cependant étre adaptée
pour tenir compte des deux difficultés ci-dessus.

2. P-UNISOLVENCE DE L’ENSEMBLE X

L’espace P et ’ensemble X sont définis comme en (1.1) et (1.2), respec-
tivement.

Théoré¢me 1. L’ensemble > des degrés de liberté est P-unisolvent, i.e., les
12 valeurs p(a‘), P (a‘), ( ) (b,), i < 3, définissent une et une seule

fonction p de I’espace P.

Démonstration. La P-unisolvence équivalant a la résolution d’un systéme
linéaire & matrice carrée, il suffit de montrer que si tous les degrés de liberté
sont nuls, alors la fonction correspondante est nécessairement nulle. La démons-
tration va comporter plusieurs étapes.

(i) Préliminaires géométriques. On suppose que a = (0, 0). Soient (x;, ;)
les coordonnées des points a;, 1 < i < 3; les déterminants

o; = dét [xi“ y"“] , 1<i<3.
Xi+2 Yi+2
sont tous différents de 0 puisque le point a n’appartient a aucun des c6tés du

triangle. D’autre part, comme les trois points a; définissent un véritable triangle
si et seulement si la quantité

X1 Xz X3
3
a=dét |y, ¥y, ¥} = Z:l o
1 1 1

est différente de zéro, on peut désormais supposer que

a=1,
sans restreindre la généralité.
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22 P. G. CIARLET

L’équation A;(x, ¥) = 0 du c6té [a;, 1, a;.+,] est déterminée par la condition
2,0, 0) = 1, de sorte que ’équation pi(x, y) = 0, avec p; = Ajy1 — Ajea, €5t
I’équation du c6té [a, a;].

(ii) Considérons I'un des triangles K; (cf. fig. 2), par exemple le triangle K.

g
&
-
Ge0 |
Q
a, [b, b 3.
?\*o
Figure 2

L’ensemble des degrés de liberté défini par
_ P P .o
Z = { PO E 2 en aaasi 26D |

est Pj-unisolvent. En effet, comme card (X,) = dim (P3) = 10, il suffit de
montrer que si tous les degrés de liberté de X, sont nuls, le polyndme du
troisiéme degré correspondant est identiquement nul. Soit p un tel polynéme :
alors le gradient Dp est nul le long du cdté [a,, a3]. Soit ensuite ¢ un point quel-
conque du triangle K;. Comme p(a) = p(b) = 0 et Dp(a) = Dp(b) = 0, il en
résulte que p(c) = 0.

En (iii), nous aurons besoin de ’expression d’un polyndme p € P;, nul
ainsi que ses dérivées partielles premiéres le long du coté [a,, a;]. Elle est
donnée par

1)  p=o}{—20; + 3)p(a
+ 6, { Dp(a), (a; — a) ) + 63 { Dp(a), (as —a) > },

34, G, et o3 étant respectivement les coordonnées barycentriques d’un point
du triangle K, par rapport aux trois sommets a, a, et as, selon le numérotage
de la figure 2.

Pour établir (2.1), on utilise les fonctions de base données dans [4, Théo-
réme 5], et on remplace la valeur de la fonction p au barycentre 8 du triangle
par D’expression (7p(a) + 2 < Dp(a), (by — a) >)/27, vérifiée par la fonction p,
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SUR L’ELEMENT DE CLOUGH ET TOCHER 23

considérée le long du segment [a, b;] comme un polynéme d’une variable de
degré < 3.

(iii)) Considérons une fonction p € P dont tous les degrés de liberté sont
nuls. D’aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que les quatre inconnues

8 = pa), et 3; = ¢; { Dp(a), (a;—a) >, 1 < i< 3,

sont nulles. Observons d’ailleurs que les trois derniéres sont liées par la relation
3
(2'2) z 8,- - 0,
i=1

qui exprime la dérivabilité de la fonction p au point a.

Considérons le triangle K;, par exemple. Utilisant la relation (2.1) et les
relations 6, = Ay, 6, = — a,143, 63 = A3W,, on déduit que

23)  p=AN{(—2 + 3% + Ay — 28 + A3 — 23 },

et naturellement, on obtient des expressions analogues a des permutations
circulaires prés, pour les fonctions p, et p;.

Il nous reste a exprimer la dérivabilité de la fonction p le long des seg-
ments [a, a;]. Les fonctions p; pouvant &tre considérées comme définies dans
tout le plan par I’intermédiaire des expressions (2.3), cela revient & montrer
que les trois fonctions

9iv2 =DPis1—Pi 1 < i< 3,

sont identiquement nulles, ainsi que leurs dérivées partielles premiéres, le long
des segments [q, a;,,]. Examinons par exemple la fonction g3 = p, —p;.
Utilisant ’expression (2.2) et 1’expression analogue pour p,, ainsi que I’iden-

3
tité ). a;A; = 1, on obtient
i=1

{ =200 + 20 +20) + 300 +2) 3 3
(24) gG=0—21y)- - 7\281 - 7\%82 — (7\% + MA; + 7\%)83 »
4 (1 — oy — 22) (A + A3)33/as

ce qui montre que la fonction g5 est nulle le long du cdté [a, a;]. Comme
Dgs3(a) = Dqs(a;) = 0, il suffit d’exprimer par ailleurs que Dgs(as/2) = 0,
par exemple. Compte tenu de I’expression (2.4), cette condition s’écrit

3
@.5) So— D18+ 28,=0
i=1 &

avec j = 3, et on obtiendrait des relations analogues avec j =1 et 2.
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24 P. G. CIARLET

Dans ces conditions, les inconnues 8, = p(a) et §; = «;  Dp(a), (a; — @) >,
1 < i < 3, vérifient le systéme linéaire représenté par les équations (2.2) et (2.5).

Le déterminant de la matrice de ce systéme linéaire valant » on en déduit

K1 Xp%3
que les inconnues sont toutes nulles, ce qui achéve la démonstration.

3. ERREUR D’INTERPOLATION

A toute fonction u suffisamment réguliére définie sur 1’élément K, par
exemple partout dérivable dans K, on associe la fonction d’interpolation Iu qui
est par définition la (seule) fonction de ’espace P dont les degrés de liberté sont

les mémes que ceux delafonction u, i.e., [Tu(a,) = u(a,), ,aalnu (b;3) = —:—: (b3).

A
Soit K un triangle de référence et B un compact contenu dans 12, et soit
par ailleurs (K) une famille d’éléments du type décrit au § 2; on pose

h = diam (X), p = diam (cercle inscrit dans K).

On dit alors que la famille est réguliére si les deux conditions qui suivent
sont simultanément vérifiées.

(a) 11 existe une constante o > O telle que « < p/k pour tous les éléments
de la famille.

(b) Notons F la (seule) transformation affine du plan qui vérifie
F(a,) = a;, 1 < i < 3 (cf. fig. 3). Alors le point @ = F(a) appartient au com-
pact B.

Q= Fcao

Figure 3

Remarquons que la condition (@) ci-dessus est la condition usuelle de régu-
larité des familles affines d’éléments finis; cf. [3]. La condition supplémen-
taire (b) permet en somme de « faire varier » le point a qui, autrement, serait
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SUR L’ELEMENT DE CLOUGH ET TOCHER 25

A° .
assujetti & étre ’image F(4) d’un point a4 € K fixé une fois pour toutes. Natu-
rellement cette condition devient superflue dans certains cas, par exemple si
le point a est toujours le barycentre du triangle K.
On a alors le

Théoréme 2. Etant donné une famille réguliére d’éléments de Clough et
Tocher, il existe une constante C indépendante des éléments de la famille telle que

3.1 |u—u|px < CH* ™ |u|yx  pour m=0,1,2,

pour toute fonction u € H¥K).
Démonstration. On remarque pour commencer que, d’une part, la fonction
d’interpolation ITu est bien définie pour u € HYK) en vertu de I’inclusion
H%K) € C¥K), et que, d’autre part, on ne peut espérer avoir des majora-
tions du type (3.1) pour des valeurs m > 3 puisqu’on a « seulement » 1’in-
-clusion P C H*(K).
La démonstration va comporter trois étapes.

(i) On suppose pour commencer qu’on considére une famille réguliére
pour laquelle le point a est le méme pour tous les éléments de la famille. Etant
donné un élément courant d’une telle famille, nous allons évaluer les semi-
normes |u— A(@u|nx, m=0,1,2, ot A@u= Au est la (seule) fonction
de I’espace P qui vérifie

3.2 Au(a;) = u(a;), DAu(a;) = Du(a)), 1<i<3,
(33)  (DAub),(a—b) > =< Dub),(a—b)) 1<i<3,
Pexistence et 1’unicité d’une telle fonction d’interpolation résultant encore de

la démonstration du Théoréme 1.

De la sorte, la théorie affine peut étre utilisée : compte tenu de ’inclusion
fondamentale P; C P, ’application du Théoréme 5 de [3] & 1’application A(a),
pour m = 0, 1, 2, conduit & des majorations du type

(B4)  |u—A@u|,x < C@, Kh*m |ulsxg  pour m=0,1,2,
pour une constante C(a, K) ne dépendant que du triangle de référence et du

point a

(ii) Pour prenAdre en compte la possibilité d’avoir un point a « variable »
dans le compact B, on utilise le fait que (cf. Lemme 7 de [3]) :

(3-5) C(‘f: IA{) = C(IA() ”I - A(&)IIE(H‘(KA)’ H”'(f()),

ou C(K) est une constante ne dependant que de K I est I’identité et A(a) est
l’apphcatlon qui & toute fonction EH“(K) associe la fonction d’interpo-
lation A(a)u définie par des relations analogues aux relations (3.2)-(3.3).
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26 P. G. CIARLET

Il s’agit donc de montrer que

(3.6) sup || A@)| catedy; mmadyy = CB) < + 0.

A_A
a€B

Avec les notations de la figure 3, la fonction A(a)u s’écrit

W

A@d = w@d)pa, )

-
w
-

2, (D@, (G —d)> dixld; )

i

+ o+
1

T

< by, (2 —b) > (4, ),
les fonctions ﬁ,., &i,k et 7, formant une base de I’espace

A A AL A .
P={peC(K).p|x€Ps1<i<3]}
A
associé a 1’élément K.
A
Sur chacun des triangles K;, I’'une quelconque des fonctions de base définies
ci-dessus est un polynéme du troisiéme degré dont les coefficients sont obtenus
par la résolution d’un systéme linéaire; or les coefficients de ce systéme
linéaire dépendent continiiment du point @, puisque ce sont des polyndmes en les

’, . A e . -
coordonnées du point @ : dans ces conditions, les coefficients des trois poly-

némes définissant une fonction de base sont des fonctions continues du point a
et la majoration (3.6) résulte de cette continuité.

(iii) 11 reste enfin & évaluer les quantités |TTu — Aul,, x pour m =0, 1, 2.
Pour cela, nous utilisons une technique développée par P.-A. Raviart et
Vauteur (cf. [6]) : Compte tenu des propriétés respectives d’interpolation des
fonctions Tlu et Au, on peut écrire leur différence sous la forme

Mu—Au= 3 2w — At < (a— b) > 5

i=1

n; désignant le vecteur unitaire porté par la normale extérieure au point b;,
les polynémes s; étant des fonctions de base de I’espace P, associées a 1’appli-

cation d’interpolation A. L’évaluation de 1’expression % (u — Au)(b;) se fait
C.

alors par I’intermédiaire de la théorie affine; on obtient finalement

(3.7) |TTu — Aul, x < Ch*™™ |u|,x pour m=0,1,2.

L’inégalité (3.1) est alors une conséquence des relations (3.4), (3.5), (3.6)
et 3.7).
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REMARQUE. Utilisant la technique des formules de Taylor a plusieurs
points développée dans [3], on démontrerait de fagon analogue [’existence
d’une constante C, indépendante des éléments d’une famille réguliére, telle que

sup |0%(w—Tw)| < Ch*™™ sup |0%] pour m=0,1.
x€K x€K
|a|=m la|=4
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