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SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG*

par F. Musy (1) et M. CHARNAY (?)

Communiqué par F. ROBERT

Résumé. — On présente une extension du théoréme de Stein-Rosenberg qui I’éclaire
d’un nouveau point de vue : A étant une matrice carrée ¢ éléments => 0, on peut comparer
son rayon spectral avec celui d’un produit Aj, ... A;, de matrices « extraites » de A et de la
matrice unité.

1. INTRODUCTION
Rappelons la formulation classique du :

Théoréme de Stein-Rosenberg [2] [4]

Soit A = L 4+ U une matrice carrée a éléments > 0, de diagonale nulle,
de triangulaire inférieure stricte L, et de triangulaire supérieure U.

Seuls les trois cas suivants (mutuellement exclusifs) sont possibles :

a) 0L p[I—L) ' U< p(L+ )< 1
b) L+ V) =plI—LD)'U]=1
c) 1< oL+ U)< plI— L) 'U]

p désigne la fonction rayon spectral : maximum des modules des valeurs
propres.

On rappelle que ce théoréme régle la comparaison des méthodes de Jacobi
et Gauss Seidel dans le « cas nonnégatif » pour la résolution itérative de sys-
témes linéaires [4].

L’étude de procédés itératifs chaotiques pour la résolution de systémes non
linéaires [3] nous a amenés a élaborer un résultat qui constitue en fait une
extension du théoréme ci-dessus en 1’éclairant d’un nouveau point de vue.

Le but de cet article est de mettre en forme cette extension.

(1) Ecole Centrale de Lyon.
(2) S.A.N.T.L.-U.E.R. de Mathématiques Lyon I.
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96 F. MUSY, M. CHARNAY

Une matrice 4 a éléments > 0 sera dite nonnégative (4 > 0). Un vecteur u
de R™ a composantes > O sera noté # > 0 et # > 0 si toutes ses composantes
sont > 0; un vecteur # nonnégatif et différent de 0 sera noté ;> 0.

Soit 4 une matrice (n, n) nonnégative, et J une partie non vide de
{1, 2, ...,n }. On définit la matrice (nonnégative) A; de la fagon suivante :

pour j € J A; a méme j*™° ligne que 4

pour j ¢ J A; a méme j®™° ligne que la matrice unité (n, n).

ExeMPLE :n =4 J= {2,4} A=(a;. Alors

1 0o o0 o

Qz1 Q33 Q3 4z

=10 o 1 o

Ay Qa2 Q43 Qyq

2. RESULTATS PRELIMINAIRES

La proposition suivante montre comment, dans le théoréme de Stein-
Rosenberg, la matrice (I — L)~ 'U peut étre obtenue 3 partir de 4 = L + U,
comme produit de matrices du type défini ci-dessus.

Proposition 1.

Soit 4 = L + U une matrice (n, n) nonnégative de diagonale nulle, de
triangulaire inférieure stricte L (et de triangulaire supérieure U). Alors
(I —L)"'U sécrit :

(I—— L)—IU = A{"} eee A(Z) . A{”

La démonstration de cette identité, purement algébrique, ne présente
aucune difficulté.

EXEMPLE :
n=3
{0 2 3 0 U
A=504I=[ 0
6 70 L 0
0 2 3 1 0 Oj]1 0 Ofjfjo 2 3
—L)'U=1]0 10 19]=1]0 1 0][5 0 4”0 10
0 82 151 6 7 0J|10 0 1J|0 0 1
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SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 97

Notre but est de montrer que le théoréme de Stein-Rosenberg s’applique en
fait a d’autres produits de matrices Ay que celui qui vient d’étre mis en évidence.

Nous utiliserons pour cela le corollaire « fin » suivant du théoréme clas-
sique de Perron-Frobenius.

Proposition 2 : [1] [2] [3] [5]

Soit 4 = (a;;}) une matrice nonnégative (n, n). Pour u > 0 et v )
dans R”, on pose :

n4() = Min Z a; -2 b ; t4M) = Max Z a,j—i
i=1, ;ZEO nj=t v; i=1,2..n j=1 u;
v§

Alors
S\“P N4) = p(4) = Inf 7 4(u).

020 u>0

(L’intérét de ce corollaire est d’étre vrai que A soit ou non irréductible.)

3. LE RESULTAT PRINCIPAL

Nous 1’énongons dans le :

Théoréme 1 : Soit 4 une matrice nonnégative (», n). Soit J4, J, ... J, une
séquence de parties non vides de {1, 2,..n} dont I'union redonne
{1,2,..n}:

U J;={1,2,..,n}

i=1
(On ne suppose pas nécessairement les J; disjoints deux a deux). On pose

K=AJ,'AJ'_1‘...'AJ

1

Alors seuls les trois cas suivants (mutuellement exclusifs) sont possibles.

a) < p(A)" < p(K) < p(4) < 1
b) p(d) = p(K) = 1
c) 1 < p(4) < p(K) < p(4)

1° Etablissons tout d’abord le point a).
Pour cela, démontrons un premier résultat intermédiaire.

n° aolit 1974, R-2.



98 F. MUSY, M. CHARNAY

Lemme 1 :

Soit 4 une matrice nonnégative (n,n) de rayon spectral p(4) < 1.
Soit # > 0 dans R” tel que 7 4() < 1 (un tel u existe d’aprés la proposition 2).
Soit T = A,,. ... 4;,+ A; o J;, J,, ... J, est une séquence de parties non
vides de {1,2, ... n }. Soient t;; les éléments de T.

Alors

Z ;J\ TA(u) pour iEJl UJz...UJP

Preuve du lemme 1.

Elle se fait par récurrence.
Pour p = 1 et pour { pris dans J;, il vient par définition :

; An].,;’ ;

J

ij ;f < T4W)

POSOnSS:AJp 1 'AJp 2 "'AJI'
Supposons, pour hypothése de récurrence, s;; étant les éléments de S, que :

Z ..;J\TA(u) pour i€J,UJ,..UJ,_,

et montrons que
n u;
)y tijj <7t u) pour ie€J,UJ,..UJ,
ji=1 i

Soit d’abord i € J,. Puisque T= 4;,- S, ona:

S-S aw) =5 (50 )an

Or le produit & gauche par une matrice 4; ne perturbe que les lignes d’in-
dices pris dans J. A I'aide de cette remarque, on démontre aisément que pour
tout indice j pris dans {1, 2, ...,n } et n’appartenant pas a J, UJ, ..U J,_,
la jéme ligne de S est la j*™¢ ligne de la matrice unité.

Donc :

n
U, uj
Z tU Z a” - + Z Slj“— a“
=1 Y 14:’11U12 LVUrp W 1enVn Vi \j=1 %

Grace a I’hypothéese de récurrence, on déduit 1’inégalité :

_Zn: 4 < Z ai,ﬂ + 74() Z ail'ﬂ
=

U ,
Uy wenVi Y, W 1€5,Y45.. V0, Ui
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SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 99

D’ot1 a fortiori, puisque 74(u) < 1

u, u
a; u—l < T4(u)

n
u;
Ui
Yty ¥ ayt
=t %; Vi, Vi Wi 1en Vi, U5, i

Supposons maintenant que

ieUJ,..UJ,_, et i¢J,

Puisque i ¢ J, la i*™ ligne de A4,, est [0..0 1 0...0), par définition

de 4;, et puisque T = 4, - S, il est clair que T'et S ont méme i*™ ligne. Donc :

ce qui achéve la démonstration du lemme 1.

En appliquant ce résultat & la matrice K= 4,,... 4;,+ 4; et puisque
JyUJ,..UJ, = {1,2,..,n}, on obtient, k;; étant les éléments de K :

u

3k <

pour tout # > 0 tel que 7,4(u) < 1 et pour tout i = 1,2

D’ou
te(u) = Max Z k,j—i < 74(0)
i=1,2...,n j= l
D’ou encore
Inf 74(u) < Inf =1x(w) < Inf =)= Iof v, (u)
u>0 u>0 >0 u>0
T4(u)<1 TA(U)<1

c’est-a-dire, d’aprés la proposition 2 :
p(K) < p(4)
Une partie du point a) est démontrée. Le reste de la démonstration est une

conséquence du

n° aoiit 1974, R-2.



100 F. MUSY, M. CHARNAY

Lemme 2 :

Soit 4 une matrice nonnégative (n, n) de rayon spectral p(4) < 1. Soit
® = 0 un secteur propre de A4 attaché a la valeur propre p(4). (Théoréme
de Perron-Frobenius [5]).

Soit T = 4,,. « 4; ou Jy, J, ... J, est une séquence de parties non
vides de {1,2,.

Soit J = {J€{1,2,...,n Ye; #0 3

Alors

Z i=l> o(d) pour i€JNI UJ,..UJ)

Preuve du lemme 2.

2

Elle se fait par une récurrence analogue & la précédente. p = le
Soit i € J N J, supposé non vide (sinon il n’y a rien & démontrer).

Sty = 3 a2 o

On pose a nouveau S = Ay Ay, - Ay
On suppose que

Z si, p(4)P"!  pour ieJN,VUJ,...UJ,_ ),
et on démontre que :
> z,.,%f > o4 pour i€JNJ,UJ,...UJ)
j=1 i

Soit i € J N J, supposé non vide.
11 vient en utilisant le calcul précédent :

n
©; ©
Z tij—l = Z au—l + S, —=|ay
j=1 ~O; 11 Y7,...U0—, w; 1€nV5. Y, \j=1 O
D’ou :
n n
»

Ztu'—l> z all_"l‘ Z * 4y
j=1 O 1:5,YJ;.. . Urp—y ; €N V5. Urp—y) \j=1

Grice a I’hypotheése de récurrence, on a :

& ®; ® ® -
Z tu‘_l = Z a“—'- + Z a”——' p(4)? !
j=1 W w;

1, V7,5 YIp— w; 1€7n(71YJ,...YIp—y)
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SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 101

d’ou
I ; (&) (1) 1
dotyiz > a;— + )y a;, — p(A)?
j=1 O RV, .Vip—, wW; 1€(1LYJ5...Ulp—y) w;
puisque
Wy W,
ay— = aj; —
1€In (3, Y75...Ulp—y) wW; 1€(J1YJ5...U1p—)) w;
Donc

W, -1
; a;— (1 —e(4))
j=1 i =1 w; ( 1€3,U.0p—, i ‘*’i)( e

> o(4) — p(A)(1 — p(4)"™ ") = p(4)"

D’autre part si JN (J; U J, ... UJ,_,) # & et pour
ieJN,UJ,..UJ,_)etig¢J, on a encore :

P

et le lemme 2 est établi. On ’applique a la matrice K, d’ou :

SL

&)

Z 2> oAy > oAy

Z Bl PN > p(4) pour i€J

(.\)

Donc p(A4)" < ng(w) < p(K) et a) est entiérement démontré.

2° On établit de fagon analogue les points b) et ¢) par I’intermédiaire des
deux lemmes suivants.

Lemme 3 :

Soit 4 une matrice nonnégative (n, n) de rayon spectral p(4) = 1
Soient € réel > 0 donné et # > 0 dans R” tel que : 7,(u) < p(4) + ¢ [un
tel u existe d’aprés la proposition 2].

Soit T'= A, ... A;,+ Ay, ou J;, J, ... J, est une séquence de parties non
vides de {1, 2,...,n }. Alors :

2t < G + o

u

pourieJ,UJ,..UJ,

n° aolt 1974, R-2.
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Preuve du lemme 3.
La aussi on méne une récurrence tout a fait semblable aux précédentes.
Notons p = p(4)
p = 1. Le résultat est évident.
On pose
S=4,,  ..4,

2
On suppose que

pourieJ, UJ,..UJ,_,.

Soit i € J,.
n n
U; u Uu;
Z tyot= Z a;—+ Z Zslj'i ay
=1 Y 1:5,V55..Y7, U; 1€enVis. . Yy, \j=1 U
D’ou :
X u u U
i ! -1 1
Z ti.i“{< Z ag—+ (e +¢)f Z a;; —
=1 Y 1:1H Y7, Y0 U; 1€,Y05...Y0p 4 U;
On décompose
Z u u u
Z a;— en Z 2,2+ a;
i=1 u; 15 VJ U u; 1€5,U55. " V1p—y u;
D’ou encore :
n n
u; u u
Dty ant— 2 a;
=1 U =1 u; 1€5,U7, Y1, U;
-1 c U
+ @ +e) Z a; —)
1€3,Y7,...Y0p— U;

a %)[(p +ept—1]

i ( 1€5,Y5,...VJp

tijlf < Z ailz_: + (K;au%:)[(P +ePt—1]

j=1 i =1
n u; n u _
PIFERS (Zau ;f)(1+(p+a)" t—1)
j=1 i I=1 i

= (l; ag %—:_)(9 +eP < e+ +e) =@+ )F
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SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 103

D’autre part si i€ J; UJ,...UJ,_ eti¢J,

IR Zs~ SGE+ ! <e+ey

iy
j=1 =1 Y

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.

Lemme 4 :

Soit 4 une matrice non négative (1, n) de rayon spectral p(4) > 1
Soit » > 0 un vecteur propre de A attaché a la valeur propre p(4).

Soit T = A;,+...+ 4;,+ A; ou Jy, J,, ..., J, est une séquence de parties
non vides de {1 2 ,n}

Soit J={j€{1,2,...,n }ew; #0 }.
Alors

z:ijz)ﬁ >p(d) pour i€JNE UJLU..UJT)

La démonstration de ce lemme s’effectue en utilisant une technique
analogue a celle du lemme 2. C’est pourquoi elle n’est pas détaillée.

En appliquant les lemmes 3 et 4 & la matrice K, on a :

si p(4) > Z Jj p(4) pour i € J grice au lemme 4.
D’ou
e(K) = Sup 1(#) > () = Min > ky oz e =1

i€J j=1

et grice au lemme 3 :

Max Z Yooy

i=1,2,..,n u
pour tout u > 0 tel que 74(u) < p + € (en notant p(4) = p).
D’ou
p(K) = Inf tx(u) < Im; @) < (p + o)
u>

%8>0
tTa(u)<p +e

Ainsi p(K) < (p + o) et ceci pour tout € > 0; c’est-a-dire p(K) < p”. En
résumé : p < p(K) < p” et dans le cas particulier ol p = 1, on obtient p(K) = 1.
La démonstration du théoréme 1 est compléte.

n° aofit 1974, R-2.



104 F. MUSY, M. CHARNAY
EXeMPLE :n =4 Jy={1,2} J={1,3} J;={4}
0,2 0,1 03 0,1
01 0 0,1 0,1

A=
02 03 0,1 02
02 01 0
1 0o o o]fo2 01 03 o1
0 1 0 0 0 0.
K=A4;,-4;,+- 45, = o 1 o]llo2 03 01 02
02 01 04 0 0 1

01 0 01 01 0,10 0 0,10 0,10
0 0,07 0,02 0,19 0,25

02 01 03 01 0,05 002 0,37 0,13
0 0,045 0,012 0,16 0,136

On vérifie que I’on a

o(4)? = 0,215 < o(K) = 0,457 ... < p(4) = 0,599 ... < 1.

La proposition suivante montre doncdans quel casle produit 4, ... 4;, + 4;,
peut s’écrire sous la forme (I — L) " 'U avec 4 = L + U.

Proposition 3 :
Soit 4 une matrice (n, 7) nonnégative.

Soit J;, J,, ..., J, une séquence de parties non vides de {1,2,..,n }
formant une partition de {1,2,...,n }:

JyUJL .. UL ={1,2,.,n}; J;,0J;=F pouri#j.

Soit K= A;,... Ay, - A;,. On peut construire, alors, deux matrices

L>20 e U>0
telles que :
A=L+U

I—LDK=U

et comme p(L) =0, K=({I—L) ' U= 0.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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On va construire L et U par leurs éléments respectifs /;; et u;;.

Soiti € {1,2, ..., n }; il existe j unique dépendant de i tel que i € J; puisque
les J,, s = 1, 2, ..., n forment une partition de {1,2,...,n }.

Posons alors :

pour s€J; UJ;py ... UJ,

Ups = G5

Iis =
pour s¢ J;UJ;y, ... UJ,

uis == 0

lis = Qs

On vérifie que L et U sont nonnégatives et que 4 = L + U. D’autre part,
on remarque que pour tout i € J; :

kis = [A.r, A.rg * A.ﬁ]is = [AJ,_I AJ2 * Ah]is = e = [A.n A12 . Ah]is

Donc toujours pour i € J; :

ki = z ay-[Ay_, . A A5l +a;; pour se€J;UJ, ... UJ,
13V 4...Y,

et

ki = Z ay - [4;_, ... A;,A5)is pour s¢J;UJ,...UJ,
WrYJj41..UJy
Donc pour i € J;
ki = Z aykis+a;, pour seJ;UJ,,..UJ
16:5UT54,..Y0,
et

ky= 2 ayk, pour s¢J;UJ,, ..U,

WIVI14....Y7,

ce qui s’écrit encore d’aprés la définition de L et U :
K=LK+U soit—LK=U
Il est facile de voir que la matrice L construite par ce procédé peut s’écrire
sous la forme L = PSP' ol S est une matrice nonnégative triangulaire infé-

rieure stricte et P une matrice de permutation. Donc p(L) = 0 et L étant non
négative, I — L est une M matrice et K= (/—L)"'U > 0.

n° aodt 1974, R-2.
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ExeMPLE :n=4 J; = {2,4} J,={3} Jy= {1}

1 2 3 4 0 2 3 4 1 0 0 0
5 6 7 8 0 00 O 5 6 7 8
A= L= U=
9 10 11 12 0 10 0 12 9 011 0
13 M15m] L 00 O 13 14 15 16
A=L+U et p(L)=0<1
1 2 3 4]f1 o o o
o0100fjo 1 0 o
K=dp-4s-4n=10 0 1 offo 10 1 12
o000 1}]o
1 0 0 708 752 857 896
5 6 7 7 8
215 228 261 272
13 14 15 16 15 16

On vérifie que ’on a :
= (I — L)~ U avec d’ailleurs (théoréme 1)
1 < p(4) = 36,2 < p(K) = 990,2 < p(4)3 = 47,5 103.
REMARQUE : la proposition 3 reste vraie si 4 est une matrice réelle (n, n)

quelconque. Toutefois les matrices L, Uet (/ — L)~ 'U ne sont plus non-
négatives.

4. CAS PARTICULIER

Soit 4 une matrice nonnégative (u, n). Considérons la partition de
{1,2,..,n} en n parties J;={j} (j=1,2,..,n). Si I'on construit les
matrices L et U de la proposition 3, L est alors la triangulaire inférieure stricte
de A et U la triangulaire supérieure de A.

La proposition 3 redonne la proposition 1 et le théoréme 1 permet d’énon-
cer le

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Théoréme 2 ;: Soit 4 une matrice nonnégative (n, n) de triangulaire
inférieure stricte L et de triangulaire supérieure U. Seuls les trois cas (mutuel-
lement exclusifs) sont possibles.

Q) 0<pL+U<p(—L)y'U)< oL + U)=p(4) < 1
) pd)=p(L+U)=p((I—L)y'U)=1
) l<pd)=pL+U)<p(—L)Y'U)<po(L+ U)

Ce résultat est & rapprocher de la version provenant du théoréme de
« Stein-Rosenberg tronqué » [6]. Notons toutefois que les inégalités intro-
duisant p(4)” sont nouvelles. Notons aussi que dans la proposition 1 et le
théoréme de Stein-Rosenberg classique, la nullité de la diagonale de A4 est
une condition parfaitement anecdotique : elle peut étre purement et simple-
ment supprimée.
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