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SUR L’APPROXIMATION,
PAR ELEMENTS FINIS D°’ORDRE UN,
ET LA RESOLUTION,
PAR PENALISATION-DUALITE,
D’UNE CLASSE DE PROBLEMES
DE DIRICHLET NON LINEAIRES

par R. GLowinski (1) et A. MARroCO (?)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On étudie dans cet article I'approximation par éléments finis et la résolution, par
pénalisation-dualité, du probléme de Dirichlet non linéaire

-V (|Vu|p"Vu)=f dansQ, u=0 sur 0Q
avec 1< p < + .

On montre la possibilité de généraliser les méthodes utilisées a d’autres problémes non linéaires ;
des résultats numériques sont présentés.

1. INTRODUCTION

On étudie (') I'approximation et la résolution numérique de certains
problémes aux limites non linéaires de type monotone; on montre également
que la méthode itérative utilisée pour résoudre les problémes approchés permet
de traiter d’autres problémes non linéaires de la physique et de la mécanique.

REMARQUE 1.1

Parmi les travaux consacrés a I'analyse numérique des problémes non
linéaires monotones on citera Ciarlet-Schultz-Varga [1], Brezis-Sibony [2],
Sibony [3], Lebaud [4] et la bibliographie de ces travaux. On trouvera en
particulier dans [1] un cadre et des résultats généraux pour I’approximation

(1) Université Paris VI, U.E.R. 48, Laboratoire Analyse Numérique, Paris.
(2) LR.I.A., Domaine de Voluceau, Rocquencourt.
(1) Le présent travail constitue un développement de Glowinski-Marroco [5], [6].
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42 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

des problémes non linéaires monotones; il semble cependant que les résultats
des N° 6 et 8 améliorent ceux que ’on obtiendraient en appliquant directement
le théoréme 2.1 de [1, n° 2].

2. LE PROBLEME CONTINU

Soit Q un ouvert borné de RV, de frontiére I' réguliéreet pavec 1 < p < + o0,
On note ¥ I’espace W}-?(Q), Banach réflexif pour la norme

bl = ([ v a)

Soit p’ I’exposant conjugué de p, d,Oﬁ_I; 1_ 1;onnote V'ledual W~17(Q)
de Vet |. |, la norme duale de |.|,.
Soit f € V', on considére le probléme aux limites non linéaire

RV -2 -
(2.1) V- (|VulP2Vu) = f dans Q
u=0 sur T.

On notera dans ce qui suit 4 Popérateur de ¥V — V' défini par

(2.2) Alw) = — V- {|Vo]P~2 Vu);
on remarque que pourp = 2ona 4 = — A.
Soit J : ¥ — R définie par
(2.3) J(v) = -;—f IVolpdx — < f0)
Q

ou, dans (2.3), < ., . > dénote la forme bilinéaire de la dualité entre V' et V;
le gradient J’ de J en v est alors défini par

(2.4) J (@)= A@) —- f

et il en résulte qu’il y a équivalence entre résoudre (2.1) dans V et résoudre le
probléme de minimisation

2.5) <{J(u) <J@) VoeV

ueV.

On a J strictement convexe, différentiable, avec | lim J(v) = + oo,

v|[1— +©
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RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 43

il en résulte (cf. par exemple Lions [7, Ch. 1]) que (2.5) admet une solution
et une seule caractérisée par

J]Vu|”‘2Vu-Vvdx=(ﬁv> YoeV
(2.6) Q
ueV

ce qui est une formulation variationnelle de (2.1).
REMARQUE 2.1

L’opérateur A et une variante (*) du probléme (2.1) interviennent (avec
1 < p < 2) dans certains modéles mathématiques décrivant les déformations
mécaniques de la glace (cf. M. C. Pelissier [8] et la bibliographie de ce travail).

3. LE PROBLEME APPROCHE
3.1. Définition du probléme approché

On suppose () (pour simplifier exposé) que Q est un polygone de R?;
soit G, une triangulation finie de Q vérifiant

(3.1) T<Q VTes, , UT=0Q
TeGn
(3.2) T,T"e6,=TnT =0 ou TetT
) n’ont qu'un sommet commun ou n’ont quun ¢4té commun.

On prend / égal a lalongueur du plus grand c6té des T € B, et on approche V'
par

(3.3) V, = {v, |v,e C°Q), v,|r = 0, v, e P, VT€TB, }

avec P, = espace des polyndmes de degré < 1; on a ¥, < V et on approche
(2.1) (et (2.6)) par le probléme en dimension finie

f |V [P =2 Vu,, - Vo, dx = { f,v,> Vo, e ¥,
(34) Q
u, €V,

REMARQUE 3.1

On s’est limité dans ce travail & une approximation par éléments finis
d’ordre un, dans la mesure ou, pour p # 2, on peut avoir u ¢ V n W??(Q)
méme avec des données trés réguliéres (on renvoie au n° 8.1 ci-aprés pour de
tels exemples); dans ces conditions I'intérét d’utiliser des éléments d’ordre
supérieur a un semble limité.

(2) Faisant intervenir des conditions aux limites plus compliquées.
(3) On adapterait sans peine ce qui suit au cas ou § est un polyédre de R3.

n° aoiit 1975, R-2.



44 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

3.2. Résolubilité du probléme approché

¥, étant un sous-espace fermé de Vonala

Proposition 3.1.
Le probléme approché (3.4) admet une solution et une seule.

4. CONVERGENCE DES SOLUTIONS APPROCHEES

On va démontrer, dans ce numéro, un théoréme de convergence pour les
solutions approchées, les estimations de l’erreur d’approximation feront
I’objet du n° 6 ci-aprés.

L’espace D(Q) étant dense dans ¥ on en déduit le

Théoréme 4.1.

Si les angles de G, sont bornés inférieurement, uniformément en h, par
0, > 0, on a, u étant la solution de (2.1)

4.1) tim u, ~ u], = 0.
Démonstration
On fait v, = u, dans (3.4) d’ou

(4.2) lwnll2=* < 1 fls (= ullz™).

Soit ¢ € D(Q), on note m,¢ I'interpolé « linéaire » de @ sur G, soit

9V,
n,o(P) = ¢(P) VP sommet de G,;
sous les hypothéses sur G, de I’énoncé, il est standard (cf. par exemple
Ciarlet-Raviart [9]) que
|me — @], =0  lorsque h— 0.

Remarquant que (3.4) équivaut a
Jw) < Jv) Vo€V,
u, €V,
on en déduit

(4.3) Jw) < J(mp) Vo eD(Q).
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RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 45

Compte tenu de (4.2) on peut extraire de (1), une sous-suite, encore notée
(uy)p» telle que

4.4) u, — u* dans V faible;
par semi-continuité inférieure faible on en déduit a la limite dans (4.3)
Ju*) < J@) VoeDQ),
d’ou par densité de D(Q) dans V
Ju*) < Jv) VeV
on a donc u* = u et toute la suite u, converge vers u.
La convergence forte résulte de la convergence faible et de
(4.5) lim J(w,) = J(u);

en effet (4.5) implique lim lully = Jlu|l; et V étant uniformément convexe

pour ||. ||;, 1a convergence faible et la convergence de la norme entrainent la
convergence forte.

REMARQUE 4.1

On donnera au n°® 7 une démonstration du théoréme 4.1 utilisant les
relations d’ellipticité et de continuité des n® 5.1 et 5.2.

5. PROPRIETES D’ELLIPTICITE ET DE CONTINUITE
5.1. Résultats d’ellipticite

Soit z = (24, z,) €R%, |z| = vz} + z3;0nale

Lemme 5.1.

Sip>=2o0na
(5.1) (P2 z = |yP~2pz = Y 2 @ |z =y
avec o > 0, indépendant de y et z.

Démonstration

Siy = z, (5.1) est vérifiée pour tout a; de méme si y et/ou z est nul, (5.1) est
vérifiée pour 0 < a < 1. Supposanty # z, y # 0 on va étudier la fonction @,
définie par
(27722 = 9252 = Y

|z — o

(Pl(ys z) =

n® aoiit 1975, R-2.



46 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

La fonction @, étant homogéne (d’ordre zéro), on peut toujours supposer
[ =1 et méme y = (1,0). Remarquant que ! |lim o,(1,z) =1 et que
z|— +o

@,(y,2z) > 0 Vy, z,y # z, il suffit, pour démontrer (5.1), de vérifier que
lim inf @,(y, z) > 0.
z=y

On pose
zy=1+4+pcos® , z,=psind
d’ou

lz=y=p , |z =+v1+2pcos® + p?
P
(|2IP =2z = |y|?"2y,z — Y)ga = 1 + (1 + 2pcos 6 + p*)2
P
— (1 4+ pcosB)(1 + (1 + 2pcos @ + p?)z );

un développement limité a ’ordre 2 montre que siy = (1,0)on a
1+ (p—2)cos?0 + ¢(p, 0
(52) ou(n 9 == A0 1 A

avec lin()) g(p, 0) = 0 uniformément en 0. Il en résulte que si y # 0,
p—

lim @,(y,z) = + cosip > 2 et 1 si p = 2; ceci achéve de démontrer (5.1).
z—y

On en déduit immédiatement la propriété d’ellipticité de la

Proposition 5.1.
OnaVu,veVetsip=?2
(5.3) CAP) — Ao —ud > oo — uff

avec o. > 0, indépendant de u et v.

Lemme 5.2.

Sil<p<2onaVy zeR?

(5.4) (2] + (2P 22 = P20z = Yo 2 w2 = 5P
avec o. > 0 indépendant de y et z.

Démonstration
On pose

(2l + )27 "(2P 22 = 9" "2y, 2 = Yo
|z — y?

(Pz(}’a z) =

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 47

il suffit 12 encore de vérifier que li_{n inf @,(y, z) > 0 pour y = (1, 0). Avec les
notations du lemme précédent or: rr);ontre

(5.5) 9,(»,2) = 227%(1 — (2 — p)cos® 6 + ¢(p, 0))

avec 'I’i_I.I(l) &(p, 8) = 0 uniformément en 0; ceci démontre le lemme puisque

l<p<2
On en déduit la

Proposition 5.2
OnaVu,veVetsil<p<?2
(5.6) (lols + lull )7 < A@) — Au), v — u)> = o |v — ul|?

avec o > 0, indépendant de u et v.

Démonstration
Compte tenu du lemme 5.2 on a p.p.
(5.7) (|Vo| + |Vu| P 2(|Vo|r~2 Vo — [VulP~2 Vu) - V(v — u) 2 o [V(v — u)]?
Yu,veV.
Procédant comme dans Tartar [10, 2¢éme partie] 4 propos d’un probléme

voisin on éléve les deux membres de (5.7) a la puissance g, d’ou aprés inté-

gration
£ e-nk
(5-8) alj V(v — u)|? dx < f(le] + |Vu|) 72
Q Q
)4
((|Vo|P~2 Vo — |VufP~2 Vu) - V(v — u))2dx;

on a

2
(Vo] + [Vu)* 2 e LT5(@)
2

((|Vo]P~2 Vo — |Vul|P~2 Vu) - V(v — u))2e LP(Q),
on déduit donc de (5.8) et de I'inégalité de Holder

P 2 2@-n
a2 v — ulf < CAP) — A@w), v —ud*| [Vo| + [Vu[ [0
soit encore
o = w2 < CAW) — A, v — ud] Vol + V258,
< CAWP) — AW, v — u (o], + fuf)*77
c.q.fd. n

n°® aoiit 1975, R-2.



48 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

5.2. Résultats de continuité
Lemme 5.3

Sip>2onaVy,ze R?

59) =22 = =2y < Bz = 51 (1 + iy
avec B > 0, indépendant de y et z.

Démonstration

On pose
[zl%2 = %]

lz = (2] + [y~

il suffit pour démontrer (5.9) de vérifier que

¢3(y, 2) =

lim sup @4(y,2z) < + © , avec y = (1,0)
z—y

En procédant comme dans les lemmes précédents on démontre

(5.10) 05y, 2) = (1 + (p — 2)cos? 0 + ¢(p, 8))

1
2¢-2

avec liné &(p, 0) = 0 uniformément en 8, d’ou le résultat.
P

Proposition 5.3

Sip>=22onaVu,veV
(5.11) |4@) — A@)|, < B llo — uly (Ju, + [0l ™2

avec B > 0, indépendant de u, v.

Démonstration
On a

l4() — A@)l, = Sup

w#0

K A@) — A@), w)]
Iw]

1

avece

CAv) — Al),w) = J(IVUIP_Z Vo — |Vulr =2 Vu) - Vw dx,
Q

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 49

d’ou, d’aprés successivement la proposition 5.3, I'inégalité de Holder et I’iné-
galité triangulaire

K AW) — A, w| < f |[VelP~2 Vo — [Valr=2 Vil [V| dx <
Q

<8 [ 7o = (sl + [7ul 2 (7w 0 <
0

< Bllo = ufy | Vel + [Vul 258 W], <
< B llo = ully(Jolly + flull )72 [wl],
c.q.fd. =
Lemme 54
Sil<p<22onaVy zeR?
(5.12) Hel"=2z — |yl 2y | < Blz — yIP 7%,
avec P > 0, indépendant de y et z.
Démonstration
On pourrait utiliser les lemmes précédents en posant
= |z|P72z2  dou  z=|Z|F'"2z
avec p’ exposant conjugué de p. On a préféré raisonner directement; on pose
-2, _ -2
g = L2722 = DI
|z — P!

il suffit de montrer que lim sup @,(y, z) < + oo pour y = (1, 0); on a, avec
z=y

(p4(y’

les notations des lemmes précédents,
@4y, 2) = p*7?(1 — (2 — p)cos? 8 + &(p, 0))

avec lirr(; g(p, 6) = 0 uniformément en 6, d’ou le résultat.
b

Proposition 5.4

Sil<p<2onaVu,veV
(5.13) |4@) — A@)l, < B o — uf™"
avec B > 0, indépendant de u, v.

Démonstration

Variante immédiate de celle de la proposition 5.3.

n° aoit 1975, R-2.



50 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

Tous les résultats précédents valent avec les mémes o et B si Q < RV,
N > 2.

6. ESTIMATIONS DE L’ERREUR SI ue Vn WP(Q)

On notera |v||, 1a norme de ¥ dans ¥ n W2?(Q); u et u, étant respective-
ment solutions de (2.6) et (3.4)on ale

Lemme 6.1
loanll s <[] -
Démonstration
On a
CAwy), w, > =< f, u, ) =  A(u), w, »,
d’ou »
lanlls™* < [l 4G,

or

1@ = luf§™
d’ot le résultat.
Relativement a I’erreur d’approximation on a le

Théoréme 6.1

Sous les hypothéses sur G, du théoréme 4.1, on a
L op=2 1
6.1) Jup —uly < Cluls™ Juli A" Vue Vo wre@), p>2
1 2~-p 1

62) fu, —ul, < Clu|37? [u37h°7  VueVaw?rQ),1<p<2

avec C indépendant de h et u.

Démonstration
On a
(6.3) CA@), u, —ud =< fiu, —u)
(6.4) CA@), v, —w, > = fv, — Uy ) Vv, € V.

Par addition on déduit de (6.3), (6.4)
CA(uy) — Au),w, — u) = CAuy), v, —u) —  fiv, — u),
soit encore
CA@wy) — A(u),w, — ud = CA(w,) — A(u),v, - u)
+ < Au) - fiv, —u)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 51

mais A(u) = f, d’ou
(6.5) < A(w,)— A(u),u, —u)y = {A(w,) — A(),v, —u) Vo, e V.
L’ouvert Q étant bidimensionnel borné a fronti¢re I' lipschitzienne, on a
w2r(Q) = C°(Q) Vp > 1
avec injection continue.

Siue V n W??(Q) on peut donc prendre pour v, 'interpolé linéaire m,u
de u sur'G, i.e.

(66) { T €V,

m,u(P) = u(P) VP sommet de G,;

d’apres [9] ou Strang-Fix [11], on a sous les hypothéses sur G, faites ci-dessus
6.7) [ — ully < Coh |luf,
avec C, indépendant de / et u (mais non de 6,).
Si p > 2 on déduit des propositions 5.1, 5.3, du lemme 6.1, de (6.5) et
de (6.7)
o fluy — ullf < | A@) — 4@, | mu — uf,

< BColllully + llunll 172 Nl — uel|y [l 2

< 2772BCo fulf ™ Jlwy — ully oA
d’ou

1 p-2 1 1

b = ok, < (228 0P Ll 07

d’ou le résultat (6.1) en posant

1
C= (2P-2§c0)”“.

Sil < p < 2, on déduit des propositions 5.2, 5.4, du lemme 6.1, de (6.5)
etde (6.7)
o flu, = ull} <2277 ull}77 | A(w,) — A@)], | mu — u],
< 2277BCo [Jull3 7 Jlwy — ullf™ Jluf2h,
d’ou
B 1 2 1 1
m—m<@13¢TMPWWW1

d’oui (6.2) en posant
1

C = (22-ch0>5_‘_". .

n® aofit 1975, R-2.



52 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

7. UNE DEUXIEME DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1
On va compléter la remarque 4.1; on a montré au n° 6 que
CA(wy) — A), w, — u 3 = CAwy) — Au), v, —u) Vo, e W,
Sip>2ona
(7.1) o [l — ull§= < 22728 Jullf 72 [lo, — uf, Yo, e .

Soit ¢ € D(Q), on a ||me ~ ¢||; < Coh |@||; et en posant v, = m,¢ dans
(7.1) on en déduit

(12) alu, - ulz™* <272 Julz-*(Cok ol + o — ul,) Vo eD@);

compte tenu de D(Q) = V, (7.2) implique la convergence forte. On raison-
nerait de méme pour 1 < p < 2.

8. ESTIMATIONS DE L’ERREUR SI ucVnn WsPQ), 1 <s<2
8.1. Motivation de cette étude

On peut avoir u ¢ W??(Q), méme avec des données trés régulieres comme

le montre 'exemple ci-aprés; onprend Q = ]— 1, + I[,{ fiv) =C f v dx,

d’ou le probléme e

+1 p—2 +1
f —gﬂ %%dx=€f vdx YveV
(8.1) -1 1Y -1
ueV.
La solution de (8.1), également solution de
_ 4 (| du ) _
dx \ | dx dx)
w(— 1) =u(1) =0,
est donnée par
p—-1 1 _p_
(82) u(x) = _-p_ Cp"\(l - lep—l);

3445
3

, auquel cas on vérifiera en utilisant la définition

onaueVnW?PQ)sil <p<

3+5
3

, cette propriété de régularité ne
vaut plus si p >

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 53

d’Aronszajn des espaces W*P(Q) pour s quelconque (cf. Necas [12], ch. 2)
que

ueVnnW(Q) pourtout s<1+ 2pp — 11

154

<2 si p=

8.2. Estimations de I’erreur d’approximation

Pour obtenir des estimations de l’erreur d’approximation lorsque
ueVnn W9(Q), 1 < s <2, on va procéder par interpolation non linéaire
en utilisant le théoréme 2 de Tartar [13]; on va d’abord démontrer le

Lemme 8.1

Soit u, we V, quelconques, u,, w, les solutions approchées correspondant
respectivement @ f = A(u) et f = A(w); on a alors

p—2

1 1 p-2
3 o=y < (E T hw - Tl + ) s p 22
64 Iy — wly < Bl = ult=(wl, + Julpr s 1<p<2

Démonstration

On a
<A(uh)’ W, — u, ) = CAu), wy, — u, )
CAwy), uw, — wy, > = CAW), w, — wy, >
d’ou par addition
(8.5) CAwy) — Alwy), wy, — wy > = CAWw) — A(u), wy, — u, ).
Sip = 2 on déduit de (8.5)
_ o fwy — w37 < B(wly + Jull P~ [w — ull,
soit

! p—2 1

B\r-T = L
|m—%msﬁ)<wm+wy*w—wz%

o

Sil < p < 2 on déduit de (8.5)
o [|wy, = wylly < B(Iwlly + Jul )77 [lw — uff™?
d’ou (8.4).
n°® aoiit 1975, R-2.



54 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

Notant |v], la norme de V dans ¥ n W*?(Q), on a les estimations du

Théoréme 8.1

Sous les hypothéses sur G, du théoréme 4.1, on a pour 1 < s < 2
p-2 1 s—1

(8.6) lluy — ul, < Cluf™" |uZh?F  Vue VA WRQ) , p>2

8.7) s — ully < C Juls [ulth” VueVAWHQ) , 1<p<2

avec C indépendant de h et u; dans (8.7) on a

,_@2-p[2 -5+ (s—1fp — 1]

T r - -1)3-0p"

. p-—1 Ve 1\R
F=G—976-p-D8=p ' ¥ - E-

Démonstration

Soitu € V, u,, 1a solution du probléme approché correspondant a f = A4(u);
on définit I"application T : V — V par

(8.8) Tuj=u, — u

Sip = 2, (6.1) équivant &

1 p=2 1
®9) 1T, < Clulf T [wl7TAT Vue v A wEQ);
on a par ailleurs
1 p-2 L p-2
Iw =l = w =i w = wl?™" < Jw = u {7 (wly + fuf)”™
d’ou
. 2-2
(8.10) lw = ully < [w— w77 (Iwly + fuf,)?~

Compte tenu de (8.10), on déduit de (8.3)

p-2

1) |70 - 1) < (1+ (9)_) b = Tl + T

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 55

Par application du théoréme 2 de [13], on déduit de (8.9) et (8.11), par
interpolation non linéaire entre V et V. n W2?(Q) que

p—2 1 s—1

|76y < C a7 fulzh7T Vue ¥V A wor(@Q)
avec C indépendant de 4 et u (et distinct du C de (8.9)); on a donc démontré
(8.6).
Sil < p < 2,(6.2)équivant a

1 2-p 1

812)  |T@)|, < Clul3?|u|3 "  VueVn w2ruQ);

par ailleurs

lw —ull, = w—ullf™ [lw — 372 < w — g7 (W], + [u],)*"*
d’ou
(8.13) lw —ul, < w —ulF72(|w]y + [u])?>.

Compte tenu de (8.13) on déduit de (8.4)

10) 1700 = 7@l < (14 ) b = g0l +

Par interpolation non linéaire entre Vet ¥ n W*?(Q) on déduit de (8.12)
et (8.14)

17|, < Cllu|f |u|Eh"  YueVn wr(Q)
avec C indépendant de h et u et o', B’, v' comme dans I’énoncé du théoréme.

REMARQUE 8.1

On peut mettre o', B’, v’ sous les formes (plus parlantes) suivantes :

-3
L 2=p TGEo -0
3-p, 2-19
(s =1 —-1)3-0p
B = 1 1
TG0, 2-9
G- D - )G - p)
, 1 1
T 2-9)

(s — 1 - 1)3 - p)
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9. UNE METHODE ITERATIVE DE RESOLUTION
DU PROBLEME APPROCHE

9.1. Généralités

Il y a équivalence entre le probléme approché (3.4) et le probléme de
minimisation

©.1) {J (w) < J(v,) Vo,V
u, €V,
avec
(92) J(vh) = —]'-f |Vvhlp dx — < f; v, >
p Q

Les différentes méthodes de surrelaxation non linéaires décrites dans
Glowinski-Marroco [14] sont pratiquement inopérantes (*), appliquées a
la résolution de (9.1), si p < 1.5 et p > 10; de méme la méthode d’opérateur
auxiliaire décrite dans [2] ne fonctionne en toute généralité appliquée a (9.1),
que pour p égal a 2. La méthode de Newton-Raphson ne peut étre appliquée
pour p < 2 puisque dans ce cas I'application v, — J(v,) n’est pas de classe C?;
si p > 2 la matrice hessienne de v, — J(v,) n’est en général que semi-définie
positive, donc, 1a également, la méthode de Newton-Raphson ne peut étre
appliquée. Quant aux méthodes de pas factionnaires ou de direction alternées
(A.D.1.) I’absence de directions de dérivation privilégiées, ou de décompo-
sition particuliere de i'opérateur A, font que ces méthodes semblent non
applicables, directement tout au moins.

Pour pallier ces difficultés on va augmenter le nombre de variables, tout
en simplifiant la structure non linéaire de (9.1), (9.2), en posant

(9.3) z, = Vu,;

on découple ensuite z, et v, par pénalisation et dualisation simultanées de
z, — Vv, = 0 (suivant un principe di & Hestenes [15]). En effet la pénali-
sation utilisée seule conduit & un probléme dont la solution est distincte de
celle du probléme initial, et en est d’autant plus voisine que le paramétre de
pénalisation est petit; cette approche présente un inconvénient majeur qui
est que le probléme pénalisé est d’autant plus mal conditionné — toutes
choses égales par ailleurs — que le paramétre de pénalisation est petit. Par
ailleurs la dualité utilisée seule conduit a un Lagrangien, soit £ dans ce qui
suit (cf. n° 9.2), coercif en z, et linéaire, donc non coercif, en v,; ceci a pour
effet de rendre impossible la résolution de (9.1) par une méthode de type
Uzawa (cf. Arrow-Hurwicz-Uzawa [16]) appliquée a €.

(4) Méme lorsqu’elles sont théoriquement convergentes.
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9.2. Un probléme d’optimisation équivalent. Résultats de point-selle

Remarquant que Vu, est constant sur tout T € G,, on note x, la fonction
caractéristique de T et on définit

(9:4) L, = {z,,lz,, = Y z9p2r eRZ}

TeGxn
puis
J:V x IP(Q) x LP(Q) - R  par
(9.5) jlv, z) = lf lzlPdx — { fv ).
L

Le probléme (9.1) équivaut a

(9.6) Jns 1) < j(vp 23) Yowz)eV, x L, , Vo, —z, =
(up y)€Vi x Ly , Vu, — y, =0

et 4 (9.6) on peut associer le langrangien £ défini par

L, z; W) = j(v, 2) —Ju-(z — Vo) dx
Q

qui est bien du type mentionné au n°® 9.1.
Par pénalisation et dualisation de Vv — z = 0 on est conduit & introduire
(pénalisation)
. |
Je=1J +2—8||z - W|lyg , >0

puis (dualisation) le langrangien £, défini par

o, 23 H) = o, 2) — f be(z — Vo) dx.
Q

On démontre alors (soit directement, soit en utilisant Rockafellar [17,
n® 28]) la

Proposition 9.1

£, admet sur V, x L, x L, un point-selle de la forme (u,, Vu,, A,); u, solution
de (9.1)et A, = |Vu,|?~2 Vu,
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9.3. Description de la méthode itérative

Compte tenu de la proposition 9.1 on va appliquer I’algorithme d’Uzawa
ag,sur ¥, x L, x L,,d’ou

(9.7) Ay € L,, donné
A, connu on détermine u}, y§, A7*! par
0-8) Ll vis M) < L(0w 25 M) Vo zi €Ly up eV, yie Ly,

(9.9) MU= p vk — Vi), p, > 0.

9.4. Convergence de la méthode itérative

On considére la fonctionnelle z —»% j lz|p dx de I7(Q) x L*(Q)— R;
o
cette fonctionnelle est différentiable et son gradient B est défini par
(9.10) B(z) = |z|P~ 2z,

on remarquera que B(z) e LF(Q) x L*(Q), p’ exposant conjugué de p.
On note

(B) — By) z — y) = f (B&) — BOY)- (z — y) dx

Q
p 1
Izlp = ”Z"LP(Q)pr(n) = (j (Zf + Z%)Z dx)p.
Q

On vérifiera les propriétés suivantes
(011) (Bz) = B(yhz—y)=alz—yf si p

©012) (B -Bopz -y >e—Pt"H G 1<p<a

(el + [¥,*77

WV
()

o ayant les mémes valeurs que dans les propositions 5.1 (p > 2) et 5.2
(1<p<2)
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Pour démontrer la convergence de I’algorithme (9.7)-(9.9) on aura besoin
des
Proposition 9.2

Le couple (u,, y,) solution de (9.6) est caractérisé par

1 .
(B(y3), z3) + 'g(yn - Vuy, z, — Vo) = {0, > + (A 2, — Vo)
Vv, eV, , Vz,eL,
Yo — Vu, =0
( yusM) €V, x Ly, x Ly,
(9.13)
Démonstration

Immédiate compte tenu de la proposition 9.1.

Proposition 9.3

Le couple (u;, y}) solution de (9.8) est caractérisé par

1
(B(yﬁ)’ Zh) + E(y;: - V“ﬁ, 2y — Vvh) = < f; Uh> + (X:, 2y — Vvh)
Vo,eV, , Vz,eL,
eV, . Bel,
(9.14)
Démonstration

Immédiate.
Compte tenu de ces résultats on a le

Théoréme 9.1
. 2
Si0<ro<p,<ry <_,o0na lorsquen - + o0 et VA € L,
Uy = Uy
yr = Vu,
Ap = |Vu,|P~2 Va,

u,, étant la solution du probléme (9.1).
Démonstration
Onnote ¥} = yi — y,, @ = tf — Up, A} = Al ~ A,

n° aoiit 1975, R-2.



60 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

Par soustraction entre (9.13) et (9.14) on déduit

(9.15) (B(y2) — B(yah 7) + — |Y" Viz = (A vi — Vii);
par ailleurs y, — Vi, = 0 implique
(9.16) My =My = Py — Vi) Vn
d’ou par soustraction de (9.16) a (9.9)
0.17) =% — p (% — V).
De (9.17) on déduit
(9-18) IX"|2 P‘-Hl 2 = 29:.0‘;;’ n — Vﬁ;) - pf 137: - Vﬁﬂ%

et (9.15), (9.18) impliquent
3 n n =n 2 n n
9-19) M3 — B = 2p4(B(y) — B(yi) 72) + p..(; - p,) v — Viail3.

De (9.19) on déduit que si

(9.20) O<ro<p,<r, <%

la suite [A7|, est décroissante; étant bornée inférieurement par zéro cette suite
est convergente d’ou

(9.21) lim (A3 — A'3) =o.

n—+w

Compte tenu de (9.19), (9.20) et (9.21) impliquent

(922) lim (B() — By} ¥ — ) =0
(923) lim |y — Vg, = 0.

Sip > 2 on a, d’aprés (9.11)
(BR) = B i =y 2ol =l . «>0,

(9.22) implique donc y; — y, et, compte tenu de ce résultat, (9.23) implique
que u, — u,

La convergence de A} résulte alors de celle des suites u, y} et de (9.14).
Sil < p < 2,0na, d’aprés (9.12)

a — vul2
9.24 B(y}) — B(y,), i = P > 0.
(9:24) (B(y3) (V) Vi — Vn) Vil + l)? o
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Compte tenu de (9.22), (9.24) la suite y; est bornée et ces deux relations
impliquent alors que 3} — y,; la convergence de u} vers u, résulte alors de la
convergence de yj et de (9.23).

REMARQUE 9.1

Dans certains cas ’algorithme (9.7)-(9.9) appliqué directement au probléme
continu est convergent.

REMARQUE 9.2

Pour p = 2, la méthode ci-dessus, appliquée a la résolution du pro-
bléme (2.1), a peu d’intérét; ceci étant pour p, = = il y a convergence de u},

en deux itérations, que (9.7)(9.9) soit appliqué au probléme approché ou au
probléme continu; cela va résulter de la

Proposition 9.4

Pour p =2 et p, =% il y a convergence en deux itérations de la suite uj,

définie par l'algorithme (9.7)(9.9).

Démonstration

La démonstration ci-aprés vaut encore si (9.7)-(9.9) est appliquée au pro-
bléme continu.

Puisque p = 2 on a B(z) = z et (9.9), (9.13), (9.14) impliquent pour» > 0

1 an 3 An

9.25) < (Vay — 7, Vo) = — (A, V) Vv, eV,
o | =n an

(9.26) Vo + 2 — Vi) = A5
_ _ 1 _ .

(9.27) At =n _E( h — V).

De (9.25), (9-27) on déduit
(9.28) (A2t Vp)=0 Vu,e¥,n>0.
De (9.25), (9.28) on déduit
(9.29) (V& — 7., Vn) =0 Vo,e¥,Vn>1,
et (9.26), (9.28), (9.29) impliquent
(9.30) O, Vv,) =0 Yo,e W, Vn > 1;
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compte tenu de (9.39), (9.30), on a alors

(9.31) IVﬁ; ‘Vy,dx=0 Vy,eV, , Vn=1,
Q

d’ou en prenant v, = u; dans (9.31), 4 = 0 pourn > 1.

REMARQUE 9.3

A p fixé, £, est strictement convexe en (v, z) et quadratique en v; il en
résulte que le probléme (9.8) peut étre résolu par une variante de type relaxa-
tion en z,, surrelaxation en v,, de la méthode de surrelaxation usuelle du
probléme de Dirichlet linéaire; les résultats de Céa-Glowinski [18] s’ap-
pliquent a cette variante, trés facile & mettre en ceuvre puisqu’a v,, W, donnés
la minimisation en z, de £, se décompose en Card (G,) problémes a deux
variables aisément résolubles; ceci est une des justifications de I’algorithme
(9.7)-(9.9) et on reviendra sur cet aspect au n° 12 relatif aux expériences numé-
riques.

10. REMARQUE SUR LA DUALITE

On va expliciter un probléme dual du probléme de minimisation (2.5)
équivalent a (2.1). On utilise I'approche par le min-max (cf. Ekeland
Temam [19]); compte tenu de I’équivalence entre (2.5) et

VMin [l jﬁ |z|Pdx — (f,v)jl,
P Ja
(z)ePQYx Q) xV , Vv—z=0

(10.1)

on introduit le lagrangien £ défini par
(10.2) t(v,z;u)=%j|z|"dx+fp-(Vv—z)dx—(f,v>.
Q o

Le probléme dual est alors défini par

Max Min £(v, z; p)
(103) B (v2)
pelF(Q) x IF(Q) , (v,2)eV. x IAQ) x L*(Q).

La forme explicite de (10.3) est donnée par
Min-l,- |nf" dx
(10.4) wel P’ )
H={p|pell@x @ , Vou+f=0}
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Soit u la solution de (2.1), on démontrerait aisément la

Proposition 10.1

Le probléme dual (10.4) admet une solution et une seule, soit A, et on a
(10.5) A = |Vulr~2 Vu.

Pour résoudre (10.4) on peut utiliser une méthode d’approximation, de
type éléments finis, par des fonctions vérifiant (de fagon exacte ou approchée)
la condition V - p + f = 0; en particulier il conviendrait de voir dans quelle
mesure les résultats de Crouzeix-Raviart [20] relatifs & V- p = 0 peuvent
étre adaptés a la présente situation. Il convient de remarquer qu’avec de
telles approximations on approchera I’'opérateur non linéaire |p|? =%, gradient

. 1 . » . . . .
de la fonctionnelle Fj [ufP" dx, par un opérateur en dimension fini, non dia-
Q

gonal par rapport aux degrés de liberté définissant I’approximation.

On peut également traiter la contrainte V-p + f = 0 par dualisation
et/ou pénalisation; on fera I’étude sur le cas continu (certaines intégrations,
totalement formelles dans le cas continu, seraient justifiées pour le probléme
approché).

On associe a (10.4) le lagrangien £* : L7 (Q) x L*(Q) x V — R défini
par

(10.6) £*(u, v) =%J WP dx + (o, V-p+ £
Q

on démontre facilement que £* admet comme point-selle unique, sur
I’(Q) x LP(Q) x V, le couple (|Vu|?~? Vu, u), u solution de (2.1).
Un algorithme de dualité associé a £* est alors
(10.7) u° € V, donné
«" donné on détermine A" et u"*! par
(10.8) £*(A", u") < £*(u, ") Vpe LF(Q) x LF(Q), A" e LP(Q) x L7 (Q)

(10.9) W =t 4 p (= ANV A+ f) L p, > 0.
Compte tenu de (10.8) on a A" = [Vu"|P~2 V", d’ou V- A" = — A(u") et
(10.10) Wl =u" — p,(— A HA@W") — f).

L’algorithme (10.7)-(10.10) n’est rien d’autre que la méthode du gradient
avec opérateur auxiliaire, appliquée a la résolution de (2.5). Cet algorithme
étudié et utilisé, entre autres, dans [2], n’est réellement opérationnel,
appliqué a (2.5), que pour p égal a 2 comme on I’a déja signalé.

On peut espérer améliorer la situation en procédant comme au n° 9 par
pénalisation et dualisation simultanées.

n° aoiit 1975, R-2.



64 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

Soit £* : L7 (Q) x LF(Q) x V — R défini par

1 -

(10.11) £ o) = L*( ) + 5 K(=A)H V- + /) V-p+ )]
on montrerait que (|Vu|?~2 Vu, u)est point-selle de £ sur L7 (Q) x L (Q) x V,
d’ou l’algorithme
(10.12) u® € V, donné
u" donné on détermine A" et u"*! par
(10.13) £*A\", u") < LX¥(u, v")  VYpe L7 (Q) x L (Q),\"e L7 (Q) x L7 (Q)
(10.14) Wl =u + p(— AWV A+S), p,>0.

On démontrerait, en procédant comme au n° 9.4, que si

2
0<r°<p,,<r,<z

on a
(10.15) lim [P~ = Vu
(10.16) lim " = u.

n= + o

L’utilisation de (10.12)-(10.14) sera justifiée si le calcul de A" & partir de «",
i.e. la résolution de (10.13), est un probléme simple. Posons G = (— A)™!,

AN 4 almcen cnlawdla Avr smee~tal Jsa ey
A" est alors solution du probidmce non lindaire

(10.17) [P - 2An — %vc-;(v ) =Lver + v

o | -

L’opérateurlinéairep — — VG(V - p)de L*(Q) x L*(Q) - L*(Q) x L*(Q)
a une interprétation trés simple; on a en effet

(10.18) }Q) x [}Q) = L,® L,
avec
(10.19) L, = V(H)\(Q))

(10.20) L,=L; = {p|lpel*(Q) x L*(Q) , V-u=0},

L’opérateur p - — VG(V - p) n’est rien d’autre que le projecteur de
I*(Q) x L*(Q) — L,. Cet opérateur a I'inconvénient d’étre non local comme
le montre ’exemple ci-aprés; si Q = 10, 1[ on a alors

1

(10.21) —VG(V-p)=p— I u(x)dx  VpeL*0,1)

o
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Ce caractére non local de I'opérateur du premier membre de (10.17),
ajouté a la non linéarité, a pour effet de rendre compliquée la détermination
de A", donc la mise en ceuvre de I’algorithme (10.12)-(10.14).

REMARQUE 10.1

Il serait intéressant d’étudier 'application des méthodes d’éléments finis
hybrides, développées, entre autres, par J. M. Thomas [21], aux différents
problémes duals considérés dans ce n° 10.

11. APPLICATION A D’AUTRES PROBLEMES NON LINEAIRES
On peut appliquer la méthode de pénalité-dualité du n°® 9, avec quelques

modifications mineures, aux problémes suivants (en continu ou sur le probléme
approché).

Torsion élasto-plastique d’une barre cylindrique

(11.1) Min l:%f [Vo|2dx — C f v dx:l
vekK Q a

avec

(11.2) K={v|veH}Q) , |Vo|<1pp.}.

Ecoulement d’un fluide visco-plastique dans une conduite cylindrique

(11.3) Min [—;j [Vo]? dx + gf |Vo| dx — ffv dx:l, ve HYQ).
Q Q Q

Surfaces minima
(11.4) Min f V1+|Vodx , v=gsurT.
Q

D’une fagon générale la méthode ci-dessus est trés bien adaptée aux
problémes elliptiques d’ordre 2, non linéaires, lorsque la non-linéarité porte
sur Vv; c’est le cas des problémes précédents et du probléme de ’alternateur
en magnéto-statique traité dans [14] par surrelaxation non linéaire, de ’écou-
lement subsonique d’un fluide parfait compressible autour d’un profil de R?,
etc... L’application de l'algorithme de pénalité-dualité a ces différents pro-
blémes fera I'objet d’un travail ultérieur de Fortin-Glowinski-Marroco [22].
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REMARQUE 11.1

Les considérations de dualité du n® 10 s’appliquent bien entendu aux
problémes ci-dessus.

REMARQUE 11.2

D’un point de vue plus informatique il convient de souligner que tous les
problémes mentionnés ci-dessus peuvent étre résolus par le méme programme
d’ordinateur (pour un méme type d’approximation évidemment).

12. APPLICATIONS NUMERIQUES

12.1. Remarques sur la mise en euvre numérique de I’algorithme (9.7)-(9.9)

Soit p, € L,; le couple (#,, 7,) solution de

(12.1) ol Pns ) < C0p 23 1) VO, €V z,€ L,
ﬁh € I/h’ j}h € Lha

est caractérisé par
jVﬁ,,-Vv,,dx - fﬁ,,'Vv,,dx =el fiv, >
Q Q

—aJp,,-Vv,,dx Vv, €V,
Q
i, eV,

(12.2) )
T J If’hlp_zf’h "z, dx + Py f (9 — Vi) - z, dx
o) Q

= Juh-zh dx Vz,€ L,
Q

L Vn € Ly;

(12.2) n’est rien d’autre qu’un systéme non linéaire en #,, J, écrit sous forme
variationnelle.

A p, et 9, donnés la premiére équation variationnelle (12.2) est un probléme
de Dirichlet, linéaire et homogéne, approché. A p, et u, donnés la seconde
équation (12.2) équivaut a un systéme de 2 Card (TG, ) équations non linéaires,
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mais p,, z,, Vil,, 4, étant constants sur chaque triangle, ce systéme se décompose
en Card (G,) systémes, indépendants les uns des autres, de 2 équations non
linéaires & 2 inconnues, admettant chacun une solution unique dans R?; de
fagon plus précise on détermine y, en résolvant pour tout 7T € G, le systéme

_ 1 1/0a
I‘ITIP quT + =g = _<'—h‘> + W7

€ €
(12.3) ) ) ‘;’fl T
- il
|g7” *a,r + s dr = E(EZ‘)T‘}' Kot

avec gr = (411> 921) Br = (W17> Ma1) — (2,)r désignant de fagon générale la
restriction de la fonction z, & T—. En combinant les 2 équations (12.3) on en
déduit que |g,| est solution de I’équation

1
(124) lar* + 1 lasl -

1 .
‘E(V”h)r +ur| =0,

et |g7| calculé on en déduit facilement g, 1, g,7 & partir de (12.3).

Lafonctiong : R, — R définie par le premier membre de (12.4) est convexe
et croissante si p > 2, concave et croissante si 1 < p < 2. La méthode utilisée
pour résoudre (12.4) est la méthode de Newton & une variable, soit :

(12.5) E°eR,, donné
12.6 mrl =g —M,
(126) : : g'(Em

£0 étant choisi de telle fagon que g(&,)g”(E,) = 0; ce type d’initialisation
a une grande importance, surtout pour les « grandes valeurs » de p et au
voisinage de p = 1.

En ce qui concerne la résolution proprement dite du systéme (12.2) on peut
utiliser des méthodes de type relaxation (cf. [18]); étant donné la structure
de (12.2) on peut envisager les deux méthodes ci-dessous :

Premiére méthode

Partant du couple initial (7, $7) on passe de (27, p) a &"** puis yr+?
en deux étapes :

1 ére étape

Tout ¢élément v, de ¥, étant complétement défini par les valeurs prises sur
les nceuds de G, on calcule @' *! par un seul balayage de type surrelaxation

ponctuelle linéaire des neeuds de G,.

n°® aofit 1975, R-2.
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2éme étape

La fonction 2+ étant déterminée on calcule ensuite 7/"*! par résolution
des Card (TG,) systémes non linéaires du type (12.3).

Par une généralisation facile des méthodes de [18] on démontrerait la
convergence de l’algorithme ci-dessus si le paramétre @ de surrelaxation
vérifie 1 < ® < 2; dans les applications qui suivent on a pris pour ® la valeur
optimale, dans la résolution par surrelaxation ponctuelle linéaire, du probléme
de Dirichlet approché correspondant a la premiére équation (12.2).

Test d’arrét des itérations

Dans la résolution de (12.4) par la méthode de Newton (12.5), (12.6) on
utilise le test d’arrét suivant si E™*! # 0

€m+1 _ gm
12.7 <My
(12.7) ] <7

dans la résolution du systéme (12.2) par la méthode décrite ci-dessus on a
retenu un test d’arrét ne portant que sur la suite (&), soit

3.l () — )

> i )

(12.8) S

oll (M,); est I’ensemble, supposé ordonné, des sommets de la triangulation G,
intérieurs a Q.

Deuxiéme meéthode

On utilise 1a méthode par blocs suivante
(12.9) (@2, $?) donné,

(&, ) connus on calcule ¥ en résolvant le systéme linéaire

.
JV&;”“ - Vo, dx —Jﬂ-Vuhdx
Q Q

(12.10) <
=s<f,v,,>—sfu,,-Vv,,dx Vo, eV,
Q

~rm+ 1
" eV,
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puis $7'* ! en résolvant, comme indiqué précédemment, le systéme non linéaire
‘[ |j~);‘n+1|p—2j;;ln+l ‘2z, dx + lf (j;;.ni-l - Vﬁ:l+1) "z, dx
Q & Q
(12.11) { = J W, z,dx  Vz,eL,
Q
yrtleL,

La convergence de (12.9)-(12.11) peut se démontrer a partir des résultats
de [18].

Le probléme (9.8) étant un cas particulier du probléme (12.1) (avec p,, = A7),
on peut utiliser, pour déterminer (u}, y7), les deux méthodes décrites ci-dessus
(initialisées par (x5!, y;~')); d’un point de vue pratique on a utilisé la
premiére méthode, telle qu’elle a été décrite, et la variante de la deuxiéme
meéthode obtenue en se limitant & une seule itération par blocs du type (12.10),
(12.11) (la convergence globale de la variante de I’algorithme (9.7)-(9.9) ainsi
obtenue reste a étudier).

Comme test d’arrét de ’algorithme (9.7)-(9.9) on a pris
Xl (M) — up(M)|

(12.12) Res (n) = Z i) < N;-

12.2. Triangulations de Q

On a pris pour Q le disque { x |xeR? x} + x} < R} sur lequel on a
utilisé les triangulations des figures 1, 2, 3.

Figure 1 Figure 2 Figure

n° aofit 1975, R-2.
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12.3. Exemple 1. (I) Position du probléme et résultats d’approximation

fonctionder =

(12.13)

On a pris f = C* = C; dans ce cas la solution de (2.1) est donnée, en

Xt + 2, par

p—1

u(x) = -

les calculs ont été effectués avec R = 1.

P
CRY?S
2

On a indiqué sur les figures 4, 5, 6 les variations de diverses erreurs relatives
en fonction de p :

MAXIMUM DE L ERREUR RELATIVE AUX NCEUDS

ERREUR RELATIVE MOYENNE

AUX NCEUDS

ol |

1 triangulot on 1
2 . 2
3 3

.

1 trangulotion 1
2 . 2

3 3

.

Figure 5

coupe de lo sokiton pour p 11
=« 6 1

«~4 pourc 1

«~14 pour ¢ 1
L P

o e
- e
\/. L L L i
° s 10 1s 20 35 P 30
Figure 4
ERREUR RELATIVE MOYENNE AUX € DG
B 1 trangulat on 1
15%4 ': 2 .
i 3 . 3
i
0% I k] 10%
B
. r
s
sul b
| I T r
h_
N
oLl 1 1 I ! L 0
o s 10 15 20 3 P30 1
Figure 6
. 1 c10
A 2 =1
N
7 2 AN
s // \
7/ coupe de la solut an pour p 50
0 . 1 2

1 -3 0

Figure 8

5 1

-5 0

Figure 7
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La figure 4 donne les variations de P’erreur relative maximale aux sommets
de G,, la figure 5 les variations de erreur relative moyenne aux som-
mets de G,, i.e.

1 %

Nh i=1

u(M;) — u(M,-))
uM;)

avec N, = nombre de nceuds de G, intérieurs a Q; la figure 6 donne les varia-
tions de I’erreur relative moyenne calculée au centre des triangles.

On peut faire les remarques suivantes :

REMARQUE 12.1

Les différentes erreurs relatives ci-dessus apparaissent comme étant
indépendantesde C.

REMARQUE 12.2

Les erreurs aux centres des triangles sont beaucoup plus importantes que
les erreurs aux sommets de ces mémes triangles. Un éventuel phénoméne de
de super-convergence aux sommets de G, serait donc a étudier. =

A titre indicatif, on a représenté sur les figures 7 et 8 les solutions exactes
correspondant, respectivement, a p = 1.1 et p = 50.

12.4. Exemple 1. (II) Analyse de la convergence des algorithmes

Les résultats numériques présentés dans cette section sont relatifs a la
triangulation de la figure 2 (256 triangles, 113 nceuds intérieurs). On a repré-
senté sur les figures 9 & 16 la dépendance en & du comportement des
algorithmes décrits au n° 12.1; les expériences numériques correspondantes
ont été effectuées en simple précision (7 chiffres significatifs) sur ordinateur
CII 10070. Détaillons les figures ci-dessous :

NOMBRE DE BALAYAGES Pe1y NOMBRE DE_BALATAGES P=t 1
i 3oof. |
1 P, 'l
! ‘s / i
|
3 | 200f \ l i I
it \ -\& i
i N N\ /N |
[ T / A /! AN |
L t ~ —_— ,,-' 100} \\ | ~J
i - |
! i
T L o ) b . i N
10" 1% w? 2¢ 1 10" 10 07 0 2
Figure 9 Figure 9 bis
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NOMBRE DE BA AYAGES NOMBRE O BALAYAGES P=3
oof 0o}
200,
1
& N
100 S
\\\\\,_‘ /
° 1.0-‘ : - 1lo w? 2¢ um-‘ 1 1ln 1:)‘ 2¢
Figure 10 Figure 11
NOMBRE DE_BALAYAGES P= 350 ITERATIONS P=11
300 t_ i i \ /
\ /
y 1\ /*
100f \ / \\ /
\\ /SN
\ | \
sol \ / > | \ Q"/ @
o N
1‘
0 . L L L L sl .
' 0 100 2¢ 1000 1w0? ad 0% 10 10’ 2e
Figure 12 Figure 13
ITERATIONS P=11 ITERATIONS P=15
150 [ Y 150
;o \ \\
[ . “
100 | | \'-\ 100 2;‘2 \k A\
AN /" WAL\
AN
| AN
*r w | \"\\\" 26
% \\/ ........
n N "
10’ 1w 10° 10-2 2t w0
Figure 13 bis
ITERATIONS -3 ITERATIONS o)
50 ol
-.‘.
100}, 25, 100] \
R 3
N
4
50 sof \ N
N\ ]
\\§~\ = -/
|‘n" 2¢ 1‘0“ ) : . w0 'w.: 2e

Figure 15

Figure 15 bis
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ITERATIONS P= 50
150
1o
o .7
. b
w v
\\ \ // / / 24
/ / ,' b
" \\_ //)é(\ B "‘_/25
or N =K A
102 «l:r1 fl 1‘0"‘ 2¢  w0?
Figure 16

Les courbes 1, 2, 3, 4 correspondent respectivement & C = 0.1, 1, 4, 10.
Les figures 9 a 12 sont relatives au premier algorithme décrit au n® 12.1 et
indiquent le nombre total de balayages (i.e. le nombre total d’itérations de
type relaxation utilisées dans la résolution des problémes (9.8)) nécessaires

a lobtention de la convergence, au sens du test (12.12), lorsque p, = p = .
dans (9.9), m, = 107* dans (12.7), m, = 107° dans (12.8), n3 = 10~°
dans (12.12). Les figures 13 & 16 donnent des résultats de méme nature, pour
la variante de la deuxiéme méthode obtenue en se limitant & une seule itération
par bloc du type (12.10), (12.11); les itérations considérées sont celles
indexées par n et p,, 1,, N, étant choisis comme ci-dessus on a prisn, = 107>
(courbes (a)) et n; = 5 x 10~ ° (courbes (b)) dans (12.12).

REMARQUE 12.3

Au vu des figures 9 a 16 il apparait que pour € « grand » le nombre d’ité-
rations augmente considérablement, ce phénoméne étant d’autant plus sen-
sible que p est voisin de 1 ou grand (disons p > 7). Ceci est lié aux erreurs
d’arrondis, en effet par un calcul en double précision (11 chiffres significatifs)
on obtient — toutes choses égales par ailleurs — les résultats représentés sur
les figures 17 et 18; les courbes ci-dessous montrent que par rapport a la
simple précision, le choix de & n’est pas critique et la remontée du nombre
d’itérations pour € « grand » se produit pour des valeurs considérablement
plus élevées.

3m]BAL.AVAGES P=11 C=01 300 BALAYAGE S P=15 C=01

200 200F

100, 100 | i

0 IS DTS S R | I S | 1 . Aol 0 u Pl B S B | i ' I | al 11 2l A
1wt 0® 1w w? o2 ot 10 10" 10 w? o2 et

Figure 17 Figure 18
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REMARQUE 12.4

Les figures 13 & 16 montrent 'importance du choix de n; pour I'obtention
de la convergence au sens du test (12.12); les phénoménes de non convergence
qui peuvent se produire lorsque n est trop petit sont — la encore — consé-
quence des erreurs d’arrondis.

Pour différentes valeurs de p on a indiqué dans le tableau 12.1 des temps de

1
calcul (en secondes) en simple précision (sur CII 10070) obtenus avec p, = e

€ ayant sa valeur optimale. Les colonnes 7] et 7, sont respectivement relatives
a la premiére méthode et a la variante (@ une itération par blocs) de la
deuxiéme méthode décrite ci-dessus.

p T, T,
1,1 100 110
1,25 75 55
1,5 70 45
1,75 65 27
2 45 7
3 150 30
4 150 40

10 150 80
50 150 210

TABLEAU 12.1

12.5. Autres expériences numériques

Sip > 2, 0na — Q étant bidimensionnel — ¥V = W}?(Q) = C°(Q2) avec
injection continue; il en résulte que Vx, € Q, la mesure de Dirac en x,, §,,),
appartienta V.

On a représenté sur la figure 19 les équipotentielles de la solution du
probléme approché (3.4), calculée sur la triangulation de la figure 3 pour
p=23etf =238,,— 8,,avecx, =(0,0)etx,=(0, - 0.875).

TUSSES DE DIRAC P=3

VALEUR RINIAUN DE LA FONCTION  -0.250£00
PAS EWTRE 2 EQUIPOTENTIELLES 0308601

Figure 19
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REMARQUE 12.5

Si Q est le disque de rayon Retsi f = C3 ), la solution de (2.1) est alors
donnée par

p — 2 \21

_<
2T

o R e
(12.14) u(r)=p———<—)p_1(R""—r"") si p>1, p#2

(12.15) u(r) = Log% si p=2.

11 résulte de (12.14), (12.15) que u ¢ W§P(Q) si p < 2; ceci étant, 1'utili-
sation des méthodes d’approximation et de résolution précédentes, conduit
pour p < 2 & des résultats trés convenables — sauf au voisinage de I’origine —
puisque, par exemple, pour p = 2, sur la triangulation de la figure 3, l'erreur
relative moyenne aux nceuds est 3.7 x 1073, »

On trouvera dans Glowinski-Marroco [23] des compléments sur la
partie numérique de cet article.
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