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SUR L'APPROXIMATION
D'UNE INEQUATION VARIATIONNELLE ELLIPTIQUE
DE TYPE BINGHAM

par R. GrLowinski (1)

Communiqué par P.-G. CIARLET

Résumé. — On érudie I'approximation par éléments finis d’ordre | d’une inéquation
variationnelle elliptique, comportant un terme non différentiable, et modélisant des écoule-
ments de fluides non newtoniens dans des conduites cylindriques

1. INTRODUCTION

Cet article est consacré a ’approximation, par éléments finis d’ordre 1,
de I’inéquation variationnelle elliptique

uJ‘ Vu.V(v—u)dx+gJ- IVvidx—gJ IVuidng fv—u)dx,
Q Q 0 Q

Voe HL(Q),
ueHy(Q).

(P)

Aprés avoir rappelé briévement un certain nombre de résultats classiques
sur (P) et son approximation on montre que I’estimation « presque évidente »,
en \/}—1, de I’erreur d’approximation dans H{} (Q), établie dans Glowinski-
Lions-Trémoliéres [12] (chap. 5) n’est pas optimale puisqu’au paragraphe 5
on montre que dans certains cas importants dans les applications une estima-
tion en 4/ —log h peut étre obtenue.

2. LE PROBLEME CONTINU. MOTIVATION PHYSIQUE
2.1. Le probléme continu

On va reprendre succintement dans ce numéro un certain nombre de notions
considérées et développées par ailleurs (par exemple dans Lions [13] (chap. 1),
Cea-Glowinski [ 5], Duvaut-Lions [8] (chap. 6), Ekeland-Temam [9] (chap. 4),
Glowinski-Lions-Trémoliéres [12] (chap. 1 et 5); cela permettra de fixer les
notations et de rappeler certains résultats utiles dans la suite.

(*) Université Pierre-et-Marie-Curie, Laboratoire d’Analyse Numérique, Paris.
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14 R. GLOWINSKI

Soit Q un ouvert borné de R?, de frontiére " réguliére; on note ¥ ’espace
d’Hilbert, de type Sobolev, H} (), soit

H},(Q)={v|veL2(Q) Py el’(Q),i=1,2,v=0 sur I"} 2.1

On considére ensuite sur V les formes et fonctionnelles a, j, L définies par

a(u, v)=j Vu.Vodx. 2.2)
Q
j(v)=J. |Vo|dx, (2.3
o
L) =<4, v), [feV'=H '(Q). (2.4)

Les quantités p et g étant deux constantes positives on considére I’inéquation
variationnelle elliptique

(P) na(u, v—u)+gjw)—gju) 2 L(v—u), Vvel,
uel.

REMARQUE 2.1 : Si on fait g = 0 dans (P) on retrouve la formulation varia-
tionnelle du probléme de Dirichlet

—pAu =f dans Q, u=0 sur[. m

L’ouvert Q étant borné, la semi-norme ( |V [2 dx \Y/? définit sur V
Q

une norme — notée || v ||, dans la suite — équivalente a celle induite par H' (Q);
il en résulte que a est bilinéaire, continue et V-elliptique (a est également symé-
trique). Par ailleurs j est convexe et continue sur V et [inégalité de Schwarz

dans L?(Q)] :
j(v—u)§dM(!2)“u—u||y (2.5)
en posant, dans (2.5), M (Q) = aire de Q.

La forme L étant continue sur V il résulte des propriétés de V, a, j que (P)
admet une solution et une seule (on renvoie a 1’'un quelconque des travaux
précités pour la démonstration de ce résultat). m

On démontre par ailleurs dans H. Brézis [1] que si

L(v) =j fvdx, fe*(Q),
93
on a alors wue Vn H?(Q), avec, si Q est convexe,

Q),
1 ullb2 @ y—(*)||f||12(m (2.6)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPROXIMATION D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE 15
2.2. Motivation physique

Si L(v) = C| vdx(C > 0 par exemple), on démontre dans [8], (chap. 6)

Q

que (P) modélise 1’écoulement laminaire stationnaire d’un fluide de Bingham
dans une conduite cylindrique de section droite Q, u (x) étant la vitesse de
I’écoulement au point x € Q (on renvoie & Prager [18], Germain [11] et
[8] (chap. 6)] pour la définition des fluides de Bingham). La constante C repré-
sente la chute linéique de pression et p et g désignent, respectivement, 1a viscosité
et le seuil de plasticité du fluide.

Le matériau ci-dessus se comporte comme un fluide visqueux (de viscosité )
dans

Q" ={x|xeQ, |Vu(x)| >0}
et comme un matériau rigide dans (%) :
Q% ={x|xel, Vu(x)=0};

on renvoie 3 Mossolov-Miasnikov ([14, 15, 16]) pour, entre autres, une étude
détaillée des propriétés de Q* et Q°.

3. EXISTENCE DE MULTIPLICATEURS

Soit
A={q|qel @) x }(Q), |q(x)| < 1p.p.}

avec g (x) | = \/qf (x)+¢2 (x); on a alors le

THEOREME 3.1 : La solution u de (P) est caractérisée par Pexistence de p
tel que

palu, v)+gJ- p.Vvdx = {f, v), Vvel,
Q

(3.1
ueV,
p.Vu=|Vu|p.p.,} (3.2)
peA.

Démonstration : On trouvera dans [5], [9] (chap. 4), [12] (chap. 1) des
démonstrations du théoréme ci-dessus basées sur le théoréme de Hahn-Banach
ou sur des théorémes de min-max; dans ce qui suit on va reprendre une
démonstration « plus constructive », donnée dans [12] (chap. 5), et basée sur
un procédé de régularisation. m

La démonstration du fait que { u, p } solution de (3.1) et (3.2) implique u
solution de (P) est & peu prés immédiate. =

(?) On notera le caractere de probléme a frontiére libre de (P).

décembre 1976.



16 R. GLOWINSKI

Faisant v = 0 et v = 2 u dans (P) on en déduit par addition

Ha(u, w)+gjw)=<,fu). = (3.3
Soit € > 0, on régularise j par j, définie par
jo(0) =J JE+| Vo[t dx;
Q
la fonctionnelle j, étant convexe et continue sur ¥ le probléme régularisé
‘ p'a(ue’ U_uc)-i—gi:(u)_gjt(ua)gL(v_us)5 VUGV,
(o) u.eV

admet une solution et une seule.

On va montrer que lim u, = u dans V fort; on a d’aprés (P) et.(P,) :

e—~0
pa (ua ue._u)+gi(ue)—gj(u) g L(uz— u)s
ua(uea u_ue)+gie(u)_gie(u¢) g L(u_u:)!
d’ol1 par addition :

ha (ue—u’ u.— u)+g(lr (uz)_j (ua)) é g(lc (u) _’ (u)) (3 . 4)

Par ailleurs
2

— €
0<P+e—|t|=—F=— <5,
\/ £ —| l \/t2+82+|1i_8

VteR
implique

05/ ()—j@)ZeM(Q), VeV
d’ou, avec (3.4),

ua(u:_u, uc—u) é gsl‘d(Q)a
soit encore

g 1/2
ilurullyé\/M(Q)(pE) (3.5)
On a donc démontré
limu,=u dans V fort. = (3.6)
£t-+0

La fonctionnelle j, étant différentiable sur V, (P) équivaut a I’équation
variationnelle non linéaire

na(u,, v)+g{Jj; (u), )= L(v),  Vvel, } (3.7
u.el,

Revue Frangaise d’Automatiqtie, ;?nformatique et Recherche Opérationnelle



APPROXIMATION D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE

avec
Yw.Vov
<j;_(w),v>=J — —dx, Vo, weV,
o fe?+|Vul?
on pose
P, = Vu,
: \/a2+|Vu€|2'
On a alors

D.EA,
et, compte tenu de (3.7)-(3.9),

ua(ua,u)-{—gj p.-Vvdx = L(v), VveV,
Q

u.eV.

17

(3 8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Le convexe A étant borné et fermé dans L? (Q)x L? (Q) on peut extraire

de (p.), une sous-suite, encore notée (p,),, telle que
limp, =p dans I*(Q)x [*(Q) faible (3), )
£—>0
peA. 5

A la limite dans (3.11) on a, compte tenu de (3.6) et (3.12),

pa(u, v)—i—gJ p.Vodx = L(v), voel,
Q
uel,
soit (3.1). =
Pour démontrer complétement le théoréme il reste & montrer
p.Vu=|Vu|p.p;

on prend v = u dans (3.13), d’ou par comparaison avec (3.3) :

J ‘Vu]dx—f p.Vudx:J (|Vul=p.Vu)ix =0.
Q Q Q
On a p e A, d’ol1 (inégalité de Schwarz dans R?) :
p.Vu<|Vu|p.p.
ce qui, avec (3.15), implique (3.14). =m

(®) On a, en fait p, » p dans L® (Q) x L= (Q) faible *.

décembre 1976.
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18 R. GLOWINSKI

REMARQUE 3.1 : La fonction pe A qui vient d’étre mise en évidence au
théoréme 3.1 n’est pas unique en général comme le montre le contre-exemple
donné en [12] (chap. 5).

REMARQUE 3.2 : On montrerait facilement que le couple { u, p } solution
de (3.1) et (3.2) est point-selle sur V' x A de la fonctionnelle % définie par

Z (v, q)=HJ |Vu|2dx+gj q.Vudx—<{J, v>.
2/)a Q

REMARQUE 3.3 : On peut déduire de l’existence de {u, p}, solution de
(3.1) et (3.2), des méthodes itératives (de type Uzawa, cf. [12], chap. 2)
permettant de résoudre efficacement et simplement le probléme (P) par réduc-
tion a une suite de problémes de Dirichlet homogénes pour —A; on renvoie
a [5], [12] (chap. 5), Fortin [10] et Bristeau [3] pour I’étude et des exemples
d’application de ces méthodes a la résolution numérique de (P).

4. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS D’ORDRE 1

Dans ce numéro on suit [12] (chap. S5); par ailleurs, pour simplifier ’exposé
on supposera que Q est un domaine polygonal de RZ.

4.1. Définition du probléme approché

Soit 7, une triangulation finie de Q vérifiant

TcQVTcos,, |\ T=0 (.1)
TeTh
TAnT =g, VT,T eI, T+T, 4.2)

T,TeT,, T#T'>TnT =0,

y s 4.3
ou Tet T'n’ont qu’un sommet commun ou ont tout un cdté commun. .3

On prend 4 égal 4 1a longueur du plus grand c6té des T € J,, et on approche V
par
V= {v,|0,€C°(Q), v, =0 sur T, v,|;eP,,VTeT,} (4.4)

avec P; = espace des polygdnes de degré < 1; on a ¥V, = ¥V, ce qui permet
d’approcher — formellement pour l’instant — (P) par le probléme en
dimension finie.

®,) { pa(uy, v,—uy)+gi ) —gj(uy) = {f, vy—uy ), Vo,eVy,
u,ev,.

V, étant un sous-espace fermé de V,on a la

PROPOSITION 4.1 : Le probleme approché (P,) admet une solution et une seule.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPROXIMATION D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE 19

REMARQUE 4.1 : On s’est limité dans ce travail a une approximation par
éléments finis d’ordre 1, cela étant justifié par ’existence d’un sewil de régularité
pour les solutions de (P), qui fait qu’en général, et méme avec des données
trés réguliéres on a u ¢ ¥V n H> (Q) (cf. ’exemple du paragraphe 5). Cela étant
on trouvera dans [10], [3], [12] (chap. 5), Bristeau-Glowinski [4] des travaux
sur [’approximation de (P) par des éléments finis d’ordre 2, droits et isopara-
métriques, qui semblent montrer qu’d nombre de degrés de liberté égaux
les précisions obtenues avec les éléments finis d’ordre 1 et 2 sont comparables
mais que les éléments d’ordre 2 sont beaucoup plus coiiteux a mettre en ceuvre
(occupation mémoire, temps de calcul, etc.). Notons également que dans la

mise en ceuvre des €éléments d’ordre 1, le calcul de | Vv | dx peut se faire

exactement alors que les éléments d’ordre 2 nécessitent 1 emplm 4 une méthode
d’intégration numérique.

REMARQUE 4.2 : Le seuil de régularité mentionné ci-dessus semble étre un
phénoméne assez général pour les problémes non linéaires.

4.2. Convergence des solutions approchées (cas général)
On ale

THEOREME 4.1 : Si, lorsque h — 0, les angles de T, sont bornés inférieurement,
uniformément en h, par 6, > 0, on a

lim | u,—u [}, =0, 4.5)
h=0

u et u, étant les solutions respectives de (P) et (P,).

Démonstration : On suit [12] (chap. 5); faisant v, = 0 dans (P,) on en déduit :

lluhllvéﬁlifli*, Vh, (4.6)
avec
ufn*—sup '<“f H>'

On a par ailleurs
ha(uy, v—up)+gj(0)—gj (u) 2 {fyv—u,>, V0,V
_ua(u, uh—u)+gj(uh)—gj(u) g(f! uh—u>:
d’ol par addition

ra(uy—u, uy—u) < gj () —gj (W) +na(uy, vy—u)—<{f, v—u

Yy, eV, @-7)

décembre 1976.



20 R. GLOWINSKI
Compte tenu de (2.5) et (4.6) on déduit de (4.7) :

g |2 :;(g\/M(Q)+2]|fH*)Hv,,—ui|y, ineV,  (4.8)

Soit ¢ € 2 (Q), on note r, ¢ linterpolé « linéaire » de ¢ sur I, soit

reev,,
r, o (P) = @(P), V P sommet de 7 ,.

Sous les hypothéses faites sur 7, dans 1I’énoncé du théoréme 4.1, on a
(cf., par exemple, Strang-Fix [19], Ciarlet-Raviart [6]) :

Hrh(p—(p”Vé‘Y“(pHWLw(Q)h! Voe2 (Q) “.9)

avec y indépendant de % et o.
De (4.8), (4.9) et de I’inégalité du triangle on déduit

1 S
”uh—” “;2/ = I:l(g\/M (52)+2]lf|l*)(]|(l)_“ ||V+Y H (PHWZ-w @ )

Voe2 (),
ce qui, avec la densité de 2 (Q) dans V, implique (4.5). =

(4.10)

4.3. Convergence des solutions approchées f e L2 (Q)

Comme déja signalé au paragraphe 2.1 il résulte de [1] que si la frontiére I
est assez réguliére, alors fe L2 (Q) implique ue V' n H?(Q) avec, si Q est
convexe,

H““m(m§yoﬁg)!|f|]u(m- (4.11)

Les résultats ci-dessus sont donc, en particulier, vrais si Q est un polygone
convexe, ce que 1’on supposera dans ce qui suit; dans ces conditions on a le

THEOREME 4.2 : Les hypothéses sur 7, étant celles du théoréme 4.1 on a,
si fe L2 (Q) :

|up—ully = 0(/h). (4.12)

Démonstration : La relation (4.7), I’inégalité de Schwarz dans V et
ue H (Q)n H 2 (Q) impliquent successivement, V v, € ¥V},

“”uh_u ”l?’ = P-a(“h—”’ Uh_u)+gj(vh—u)+p'a(“’ le_u)—J f(l)h—ll)db‘,
Q

g ”uh—u”5 < ;l”v,,—u ]i5+gj(vh—u)+pj Vu.V(v,,—u)dx—Jﬂf(u,,—u)d,\‘,
Q

IIA

glivh—unmgﬂvh—unj (=1 A1) (0p ) i,
Q

Revue Francaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opdérationnelle



APPROXIMATION D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE 21
d’ou
K 2 M
C z |'2 ;
2 “ Up—u |‘V = 2 ” Vy— U j|y+8J (v, —u)

+( ]| Au |z @+ ||z @) | o= 1 2 o
Vo,eV,.

(4.13)

L’application v — || Av ||;2 , définissant sur ¥V n H?(Q) une norme
équivalente a celle induite par H? (Q), on déduit de (2.5), (4.11) et (4.13) :
B L Pwp—g ;
5llw—u|ly < Sllow—u [[3+8v/M @] v,—uljy

+(1+7y,(2)) Hf”L2 @ “ Op—u ”u (@)
Yo,eV,.

(4.14)

On a Q = R? avec T polygonal, donc lipschitzien; cela impliqug (cf. Necas
[17]) que H? (Q) = C°(Q) avec injection continue.

La solution u de (P) vérifiant u € H* (Q) on peut alors définir interpolé
linéaire r, u de u, soit

r,ueV,,
rou(P)y=u(P) pour tout sommet P de J,;

sous les hypothéses faites sur 7, on a (¢f. [19] et [6]) :
[[rau—ully  Zvihilulln o (4.15)
Irnu—ullc2 @ < v2h? [[u|]u2 @ (4.16)

avec, dans (4.15) et (4.16), v, et v, indépendants de u et A.
Faisant alors v, = r,u dans (4.14) on déduit de (4.11), (4.15) et (4.16) :

gllur‘u i|3/ < Yo ”f”LZ(n)

Y1y _
x[( : 0 +(1+vo)y2)|]f]|um, h+g/M(Q)7, h:l (4.17)

en posant Yo = Y, (Q). La relation (4.17) démontre — et précise — (4.12). =

REMARQUE 4.3 : L’estimation (4.12) n’est pas nécessairement optimale
comme on le verra au paragraphe 5.

REMARQUE 4.4 : On pourrait déduire (4.12) plus rapidement en utilisant la
relation (4.8), mais (4.17) précise (4.12), et en particulier redonne, pour
g =0, le O () du cas linéaire.

décembre 1976.



22 R. GLOWINSKI

5. CAS DU DOMAINE CIRCULAIRE AVEC f = Cte. GENERALISATION

Dans ce numéro on particularise (P) au cas ou

Q= {x|xeR? /x}+x} <R}, (5.1

L(v)=CJ vdx, C>0. (5.2

Q
5.1. Solution exacte, propriétés de régularité

Sous les conditions (5.1) et (5.2) la solution de (P) est connue exactement
et est donnée, en posant r = \/xf‘“xg , par

u(x)=0 si g_Z_%IE, (5.3)
et si g < CR/2 par
C 2
) = (RP=)—S(R=1) si S <rsR,
4u H C
C 2 2 2 (5.4)
u(x)=— rR-28 si ogrg_g.
4 C C

On supposera dans ce qui suit que g < CR/2; il résulte alors de (5.4) que

ueVna W2 = (Q),
udV H? (Q), (5.3
ce qui compléte la remarque 4.1.
5.2. Approximation par éléments finis d’ordre 1
Soit 7, une triangulation finie de Q vérifiant (4.2), (4.3) et
VTeT,, T<Q; (5.6)
. /3\ . .
soit Q, = () TetD}, = 0Q, ona alors Q, = Q et dans ce qui suit on suppo-
TeIn
sera que I', vérifie :
tous les sommets de I', sont situés sur I 5.7

On approche alors V par
V, = {vhlv,,eco(a,,), v, =0 sur [, v,{re P,V TedT,};

V, peut étre considéré comme un sous-espace de ¥V, obtenu en prolongeant

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPROXIMATION D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE 23

v, € V,, par zéro dans Q—Q,. Dans ces conditions il est licite d’approcher (P)
par

pa(u,, vp—u,)+gj (v,)—gj(uy) = CJ (vp—uy) dx, Vo€V,
o

u,eVy,

(Py)

probléme en dimension finie qui admet une solution et une seule.

5.3. Une estimation de D’erreur d’approximation en 4 _/ — Logh

L’estimation de I’erreur ci-aprés va résulter essentiellement des trois lemmes
ci-dessous :

-

LeMME 5.1 : Soit p, ge R?, p et g # 0, alors

5 il 5o
2l 13| |21+]4]

Démonstration : On a

Qt+an( L - )= G-ae( Lil5- £13),

5|l 4] 2l 13
or
- | - 2 N . N N -
lai 5 1513 =p*+q’=2p.q=|p—q[’,
121" |4l
d’ol
dpl+lah| 2 -4 |=2]p—4q|. =
|14

C.Q.F. D.

REMARQUE 5.1 : Dans (5.8), 2 est la meilleure constante possible (prendre
P = —4q); par ailleurs (5.8) vaut également dans RN, N > 3.

LeMME 5.2 : Soit u et u, les solutions respectives de (P) et (P,) et p vérifiant
(3.1) et (3.2); on a alors

pa(u,—u. u,—u) < pa(u,—u, vh—u)+gj (Pr—p)-V (v, —u)dx, (5.9)
pour tout p,eA. tel que p,.Vuv, = IV”h| p.P. Vo,eV,.

Démonstration : On va démontrer (5.9) dans le cas général i. e. avec fe V'.
On part de (4.7) soit

pa(u,—u, uy,—u) < pa(uy,, v,—u)+gjv) —gj W) —{f, vy—u ), Vo,eV,;

décembre 1976.



24 R. GLOWINSKI

on en déduit

wa(u,—u, u,—u) < pa(u,—u, v,—u)
+gj(v;.)—gj(u)+l»la(“, U;_.—‘u)—<f, vh—u>: VthVh’

d’ol1, compte tenu de (3.1),
pa(u,—u, u,—u) < pa(u,—u, v,—u)
+gj(vh)~gj(u)—gj p-V(v,—u)dx, (5.10)
Vo,eV,. ’
Pour zout v, € V,, ’ensemble des p, € A tels que

Pr-Vo,=|Vo,|p.p.
est non vide; on a alors

j(vh)=J‘ ph'vvhd-x’ (511)
Q

_;(u)=J iVuidng pu-Vudx, (5.12)
Q Q
ce qui implique, avec (5.10), ’inégalité (5.9) 4 démontrer. =u
Soit u la solution de (P), et 8 > 0; on définit Q% = Q par
Q= {x|xe€, [Vu(x)|>38};

dans le cas du probléme (P), associé a (5.1) et (5.2), on a (en supposant
g < CR/2) le

LEMME 5.3 : On a

f dx _4mp _gils+ R_28
e Vu] C| C c

2 2¢\ 2 ,
+2810g(R=28 )= 2810g?ts|.  (5.13)
C c c

C

Démonstration : Compte tenu de (5.4) on a

1/Cr . 2g
= - *_—g S1 —
p\ 2 C

J dx fR rdr
— 2 _rer
J s |Vu| 2/c(us+a) (Cr[2)—g

ce qui implique (5.13). =

du
dr

A
IIA

r <R,

d’ou
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Des résultats ci-dessus on va déduire le

THEOREME 5.1 : Soit u la solution du probléme (P) associé a (5.1) et (5.2),
u, celle du probléeme (P,) correspondant, avec I, vérifiant (5.7); si lorsque
h— 0 les angles de T, sont bornés inférieurement, uniformément en h, par

6, >0, 0na
l|uy—u|ly = O(h/ —Logh). (5.14)

Démonstration : On part du lemme 5.2; de (5.9) on déduit

m o .
i”u"_"‘Hz < 5 “r,,u—-u||,2,+gj ]p,,—p|.iV(r,,u—u)|dx,
a

1
tel vphEA (5‘5)
¢ que pu-Viyu=|Vrul,
avec, dans (5.15), r, u défini par
r,ueV,,
ryu(P)=u(P), V P sommet de J,.
Onar,u=0sur Q-Q,, d’ou
|| r,u—u H,z, :j |V(r,,u——u)|2dx =
o
J |Vu|2dx+f [V (r,u—u)|*dx. (5.16)
Q-Qp Q;
Posons
_h 2 _H 25,
Xl——j quI dx, XZ__j IV(rhu—u)| dx;
2Ja-0, 2)a,
On montrerait aisément
Aire(Q—9Q,) < ghz, (5.17)
par ailleurs (5.4) implique
|Vu(x)l§—c— R——z*g , VxeQ, (5.18)
2 C
d’ou, avec (5.17),
2
X, < " c(R-28) n2. w (5.19)
2u C

On a ue W= (Q), d’ou sur chaque triangle Te Z, (cf., par exemple,
Ciarlet-Wagschal [7]) :
2h

|V(ru—u)(x)] < -
sin 0,

”p(DZu)HLm(T)’ (5.20)
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ou dans (5.20), D, u (x) désigne la matrice hessienne de u au point x, soit

’*u u
ox} ) 0x, 0x, (x)
Dyu(x) = u ’u ’
(x) -3 (x)
0x, 0x, 0x3

et p (D, u (x)) le rayon spectral de D, u (x). On a
2g

D,u(x)=0 si0§r<E, d’ou p(D,u(x))=0,

et on montrerait que

C . 2g
D,u(x))=— si = <r<R;
p(D, o C

(5.20)-(5.22) impliquent alors

2
X, <"R(R=28+n)c’( - ). =
i C sin 8,

11 reste & estimer, dans (5.15), le terme

gjﬂlp,,—pl.]\?l",,u—u)ldx.

—_ 6 _
Q= U szi’
i=3
avee
Q;, =Q-9Q,,

Q4={x|xe§2,,,r>2_g+h},

C

Qs ={x|xeﬂh, _Z_g_h < r<g§+h},
C C

Qs={xixegh,0§r<2—g—h};
C
posons, pour 3 i <6,

X; = gJ‘Q.Ip,,—pI.|V(r,,u—u)|dx.

Sur Q-Q, on a r,u = 0, on peut donc prendre, dans (5.15),

pr=0 sur Q-Q,;

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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de (5.17), (5.18), (5.26), et de p € A, on déduit alors
X3§gj |Vuldx< " gc(R-28\r2. m (5.27)
Q-0 &p C

De (5.20)-(5.22) et de p, p, € A, on déduit

Xs §2g§ Aire ()
n

. >

sin B,
d’ou

2
stmlgll_. . (5.28)
u sin 6,

Par définition de # on a r, u = u = Cte sur Qg, d’ou
Xs=0. = (5.29)

1l reste donc & évaluer X, ; les équipotentielles de ¥ dans Q, étant des cercles,
pour % suffisamment petit on a

raulr#Cte, VTeT,, TcQ,
d’ou _ (5.30)
Vryulr#0 YTeT,, TcQ,.

Compte tenu de (5.30) on a donc, dans (5.15) :
__‘ VTe,, Tc<Q,. (5.31)
On remarque par ailleurs que compte tenu de (5.4) on a

IVu(x)Igg—::, VxeQ,. (5.32)

Il résulte de (5.30)-(5.32) que I’on peut appliquer les lemmes 5.1, avec
d=Ch/2pet5.3,avecp =Vuetg=Vrudol

dx
Xy=g||V(ryu—u i,‘[ S S——
«Sgl[Vinu-u o, |Vu|+|Vr,ul
en notant ||Voll, =|V0|Le@xiem@s on en déduit d’aprés (5.20)

et (5.22) :

2 2
X4§g92 _h J ;,ﬂ._ avec 5=C_h,
u*\sin6, ) Jas |Vu| 2p
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ce qui avec (5.13) (¢f. lemme 5.3) implique

2
x4§4_ngc .h —h+ R—?—g +2—gLog R—2—g —2£Loglr ,
U sin 6, C C C C

soit un peu plus simplement

g 2 i
X, <% cf " R—2%10g"). = (5.33)
u sin 0, C R

Compte tenu de (5.15) I’estimation (5.14) s’obtient par sommation des
X;, i=1,...,6; de fagon plus précise on a, pour h suffisamment petit ;

- h
il = 4"

sin O,
5.4. Généralisations

) —Logh. = (5.34)

Au vu des expériences numériques que nous avons pu effectuer, il semble
(avecf # Cte tout au moins) que dans un grand nombre de cas importants dans
les applications, on aitue V' n W* = (Q), 'ensemble Q° = {x|Vu(x) =0}
ayant un nombre fini de composantes connexes, compactes dans Q et de frontiére
réguliére; il semble par ailleurs que dans les cas ci-dessus on puisse conjecturer,
si &6 > 0, la validité de I’estimation

J 4% 0(=Logd). (5.35)
loucxy 28 |[Vu|

Dans ces conditions on démontrerait aisément, en procédant comme au
paragraphe 5.3, que vaut encore ’estimation

|| up—u |y = 0(h/ —Logh).
6. CONCLUSION

On a pu montrer que 'estimation de Ierreur d’approximation en O (\/A),
obtenue lorsque f appartient a L? (Q), pour I’approximation de (P) par une
méthode d’éléments finis d’ordre un, n’est pas nécessairement optimale,
puisque dans le cas particulier du domaine circulaire avec f = Cte, une erreur
en O (h./—logh) a pu étre obtenue. A partir de ce cas particulier, des pro-
priétés de la solution de (P) assurant le méme ordre de convergence ont pu
étre dégagées.

On notera par ailleurs que dans la démonstration du théoréme 5.1 donnant
les estimations d’ordre « quasi optimal » de I’erreur d’approximation, il a été
fait usage du multiplicateur p dont Pexistence résulte du théoréme 3.1.
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Il semble, d’une fagon générale, que I’emploi des multiplicateurs peut faciliter
I’étude de I’approximation des inéquations variationnelles, moyennant proba-
blement la généralisation des résultats de Brezzi [2] sur I’approximation de
certains problémes de points-selle puisqu’en fait (¢f. remarque 3.2) le couple
{up } mis en évidence au théoréme 3.1 est point-selle sur ¥ x A de la fonc-
tionnelle ¥ définie par

£, q) = J |Vv|2dx+gj g.Vodx—<{f, v).
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