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METHODE DES ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX
POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES
DU SECOND ORDRE

par J.-M. THOMAS

Communiqué par P.-A. RAVIART

Résumé. — Les méthodes d’approximation conformes basées sur la formulation duale
requiérent des champs de vecteurs satisfaisant dans chaque sous-domaine I’ équation d’équilibre
et dont les traces normales sur les interfaces sont réciproques. Nous dualisons cette derniére
contrainte a I'aide d’un multiplicateur de Lagrange qui n’est autre que la trace sur les interfaces
de la solution du probléme primal.

1. INTRODUCTION

Pour cette introduction considérons le probléme modéle

—Au=f dans Q, } (1.1

u=0 sur 0JQ,
ol Q est un ouvert borné de R" et ou f est une fonction donnée dans
I’espace L, ().
Soit ¥/ (Q) la variété affine définie par

V' (Q) = {qe(L,(Q)"; divg+f =0 dans Q}. 1.2)

Le gradient de la solution ¥ du probléme (1.1) est caractérisé comme étant
I’unique solution p du probléme de minimisation

peV/(Q); A (p)= Inf AH(q), 1.3)

qeVi(Q)
ou X" est la fonctionnelle :

X'(q):lj‘ |q]*dx. (1.4)
2J)a

En vue d’une approximation numérique de la solution p du probléme (1.3),
nous découpons le domaine Q en sous-domaines Q,, dans chacun desquels
nous pourrons supposer que la fonction f est un polyndme. A cette décompo-
sition du domaine Q, nous associons la variété affine X/ définie par

X/ ={qe(L,(Q)"; divg+f =0 dans chaque Q,}. (1.5)

() Université Paris VI, laboratoire d’Analyse numérique, Tour 55-65.
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52 J.-M. THOMAS

La variété V/ (Q) est I’ensemble des fonctions X/ dont les traces normales
sont réciproques sur toute interface de la décomposition du domaine Q.
Il s’avére fort délicat de construire une sous-variété V/(Q) de ¥/ (Q)de
dimension finie.

Pour éviter cette difficulté, on dualise la contrainte de réciprocité des traces
normales a I’aide d’un multiplicateur de Lagrange A, qui n’est autre que la
trace de la solution u sur le bord des sous-domaines Q,. Le couple (p, A) est
la solution d’un probléme de point de selle :

(p, VeX'xM;  Z(p, )= Inf SupL(q, p) (1.6)
geXS peM
ou M est I’espace des multiplicateurs de Lagrange. Il est facile de construire
une sous-variét¢é X/ de R , de dimension finie et un sous-espace M, de M
de dimension finie. On cherche alors (p,, ;) solution du probléme

(Pn> )hn)EX{XMh; L (Py> M) = Inf  Sup ZL(qy, ps)- 1.7
gneX] pneMp
Nous donnerons des conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour
que ce probléme (1.7) admette une solution et une seule, nous étudierons
I’ordre de convergence.

Pour I’interprétation physique de cette méthode ainsi que pour la résolution
pratique du systéme linéaire associé au probléme (1.6), nous référons aux
articles généraux de Pian [8], Pian et Tong [10] et De Veubeke [5]. Nous
généralisons la méthode d’approximation proposée par Pian [9] pour I’étude
de la torsion d’une barre élastique; 1’étude mathématique de ce probléme
a été faite par Brezzi [2]. Les résultats de convergence sont obtenus ici 4 ’aide
d’une nouvelle extension des techniques d’éléments finis développées dans
Ciarlet [3], Strang et Fix [13] par exemple.

Les résultats sont présentés sur le probléme de Dirichlet lié 2 un opérateur
elliptique non nécessairement symétrique. On généralise aisément au cas du
probléme mélé avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann non homo-
geénes. Le plan suivi est :

§ 2 : Formulations variationnelle duale et hybride duale.

§ 3 : Approximation du probléme basée sur la formulation hybride duale.

§ 4 : Méthode d’éléments finis hybrides duaux.

§ 5 : Majorations d’erreur dans la méthode des éléments finis hybrides
duaux.

Notations

L’espace L, (Q) est ’espace des fonctions (réelles) de carré sommable pour
la mesure de Lebesgue, muni de la norme

. 1/2
Iodo.a={] IoPas{"
Q
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METHODE DES ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX 53

Pour tout entier m = 0, H™ (Q) est I’espace de Sobolev d’ordre m muni de

la norme
2 1/2
lollo={ % | ax|",
la[<m Jo

olta = (o, . .., &%) est un multi-entier de N* de longueur | ot | = oy + ... +a,,.

d*ly

1
axt . oxin

Sur cet espace H™ (Q2), nous utiliserons la semi-norme

amu 2 1/2
= d .
[l {|a|z=m L x}

ox7' ... ox;
L’espace H'/2 (') est ’espace des traces sur I' = 0Q des fonctions de H' (Q).
L’espace H ™ '/2 (I) est le dual de H'/? (') lorsque 1’espace L, (I') est iden-
tifié a son dual. L’espace H} (Q) est le sous-espace des fonctions de H' (Q)
a trace nulle sur I'.
Si p et ¢ sont deux vecteurs de R” de composantes respectives p;, ..., p,
etgy, ..., q, on note par p.q leur produit scalaire

P-a=) pia
i=1

Si g est une fonction de ’espace (H™ (Q))", c’est-a-dire telle que chacune
de ses n composantes g; soit une fonction de I’espace H™ (QQ), on note

n R 1/2
“q ”mn = {,‘é\:l ”qi”m.ﬂ}

et de méme

n 1/2
|le,ﬂ={_zl“h ;znn} . o

2. FORMULATIONS VARIATIONNELLE DUALE ET HYBRIDE DUALE

Soit © un ouvert (non vide) borné et connexe de R”, de frontiére I' = 9Q
lipschitzienne. Soit &/ ’opérateur aux dérivées partielles du second ordre

défini par
gu=—13 2 (a f"_), Q.1

—( a;;
i.j=1 0X; 0x;

ou les coefficients a;; appartiennent a L (Q) et vérifient I’hypothese d’ellip-
ticité usuelle : il existe une constante e > 0 telle que

VxeQp.p., V&=(E)i=y, ...,nER", Z aij(x)éjgi = e|§lz-

i,j=1
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54 J.-M. THOMAS

On considére a titre d’exemple le probléme de Dirichlet homogéne pour
I’opérateur &f :

(2.2)

Su=f dans Q,
u=0 sur T,

ou la fonction f est donnée dans ’espace L, (Q).

La formulation variationnelle classique — encore appelée formulation
variationnelle primale — consiste & trouver u solution du probléme :

ueHy(Q), '

n 5 : 2.3

YveHy(Q), J{ Y a,-j?—u- ggldx=ffudx. @3
alij=1 ~0x; 6x,-J Q ’

Il est bien connu que ce probléme (2.3) admet une solution u et une seule.
En outre, dans le cas symétrique, c’est-a-dire lorsque a;; = a;; pour tout
i,j =1, ...,n, cette solution u est caractérisée comme ¢étant I'unique élément
de H} () qui minimise la fonctionnelle d’énergie.

1 > ov v
=" Lo e — d
7 ) 2L{.~_§‘=na”ax. (')x;}dx qu *

J

sur ’espace Hj (Q).

Formulation variationnelle duale

En formulation duale, ’inconnue fondamentale du probléme (2.2) n’est
plus la fonction u elle-méme mais son cogradient (relativement & I’opérateur «/)
c’est-a-dire le vecteur p de composantes

Précisons tout d’abord le cadre fonctionnel utilisé :
Soit ¥ (Q) I’espace de Hilbert

V(Q) = {qe(L,(Q))"; divgeL,(Q)} (2.4)
muni de la norme

llallv = {llall5.a+]|diva|ls.a}"" (2.5)

Nous utiliserons les résultats d’analyse fonctionnelle suivants (¢f. [6] et [7]
par exemple) : soit v le vecteur unitaire de la normale 4 T dirigé vers I’extérieur
de Q; l’application trace normale : g — v.q est linéaire continue surjective
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METHODE DES ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX 55
de I’espace V (Q) dans I’espace H~ Y2 (I'). En outre on a la formule de
Green :

VqeV(Q), VveH'(Q),

. (2.6)
vdivgdx+ | gradv.qdx=| vv.qdy,
Q Q r

ol au second membre le symbole ... dy désigne la dualité entre les
r
espaces H'/? (I') et H~ Y2 ().

A la fonction f€ L, (), nous associons la variété affine (fermée non vide)
de V' (Q) :

V(@) = {qeV(Q); divg+f=0 dans Q}. 2.7
En particulier pour f = 0, nous avons le sous-espace :
V°(Q) ={qeV(Q); divg = 0 dans Q}. (2.8)
Il est évident mais fondamental de remarquer
VqeV°(Q), ”qnvm)=”‘1”o.n- (2.9)

Avec les hypothéses sur les coefficients a;;, la matrice ((a;; (x))) admet un
inverse, noté ((4;; (x))), pour presque tout x dans Q; les fonctions 4,; appar-
tiennent a L_ () et il existe une constante a > O telle que

VxeQp.p., VEeR", ¥ Aij(")éjéi%“'&lz-
Li=1

A ces coefficients A4;; nous associons la forme bilinéaire a (p, g) définie sur
P’espace produit (L, (Q))"x (L, (Q))" par

a(p, q) ='[ { Y Aijqui}dx' (2.10)
Qi j=1
Cette forme bilinéaire est continue sur (L, (Q))"x (L, (Q))" et est (L, (Q))"
elliptique :
Vpe(L(Q), Vae(L @), a(p, @) <ljall-l|lpllo.allgllo.ar .11
Vge(L, ()", a(g, 9) 2 |qll5.qa- (2.12)
La formulation variationnelle duale du probléme (2.2) consiste & trouver

p solution du probléme

-f
pEVT Y, } 2.13)

VgeV°(Q), a(p, q)=0.

décembre 1976.



56 1.-M. THOMAS

THEOREME 2.1 : Le probléme (2.13) admet une solution p = (p,); .. .

veus B
et une seule donnée par

D = Za,-jﬁ, i=1,...,n, (2.14)
i=1 7 0x;
ot la fonction u est la solution du probléme (2.2). =

REMARQUE 2.1 : Dans le cas symétrique, la solution p du probléme (2.13)
se caractérise comme €tant ’'unique élément de VY (Q) qui minimise la fonc-
tionnelle

()= éa(q, 9)

sur la variété affine VY (Q). On vérifie aisément

Inf #Z@)+ Inf H#(q)= ¢ w)+H (p)=0.

veHY () qgevi (@)

Ce résultat justifie 1’appellation physique d’énergie complémentaire pour
la fonctionnelle 27" . .. relativement a 1’énergie ,#. m

Démonstration du théoréme 2.1 : La forme bilinéaire a (p, g) est continue
sur ¥V (Q)x V (Q), d’aprés (2.11), et elle est V0 (Q)-elliptique, d’aprés (2.12)
et (2.9). Il résulte alors du théoréme de Lax-Milgram que le probléme (2.13)
admet une solution et une seule. Vérifions que la fonction p définie par (2.14)
est solution : on a p e (L, ()" et

divp+f=—Lu+f=0 dans Q.
Ainsi p € V¥ (Q). D’autre part pour tout g€ (L, (Q))", on a
a(p, q)=J { > Aijajk%qi}dx=j gradu.qdx.
Q (i, j.k=1 0x, e

A I'aide de la formule de Green (2.6), on en déduit puisque la solution u
appartient a I’espace H} (Q) :

VqgeV®(Q), alp,q)=0,

ce qui démontre que les relations (2.14) définissent une solution du probléme
2.13). =

Formulation hybride duale
Une telle formulation est liée & une décomposition du domaine. Soit
_ R __ _ _
Q = () Q, une décomposition du domaine Q en sous-domaines Q, tels que
r=1

(i) Q, est une partie ouverte (non vide) de Q, de frontiére I', = ¢, lipschit-
zienne, pour tout r;

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODE DES ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX 57

(i) Q, n Q, = G, pour tout r # s.
On note v, le vecteur unitaire de la normale a I, dirigé vers I’extérieur de Q,.

A cette décomposition de Q nous associons I’espace de Hilbert X, isomorphe
R
a I’espace produit [] V' (Q,) :

r=1

X ={qe(L,(Q))"; divgeL,(Q,) pour tout r=1, R} (2 15)
muni de la norme
\ , r . : 1/2
lalle={lalhat 3 lavaliia} @.16
On a donc
r
vageX, llqjlx= Zl”q”lzf(n,)- (2.17)

A la fonction fe L, (Q), nous associons la variété affine (fermée non vide)
de X :

X' ={qeX;divg+f=0 dans Q,, pour tout r=1, ..., R}. (2 18)
En particulier pour f = 0, on a le sous-espace
X°={qeX:divg=0 dans Q,, pour tout r=1, ..., R}. (2.19)
On remarquera, cf. (2.9),
Vae X%, lqllx=1alio.o- (2.20)

11 est facile de caractériser ¥ () comme étant le sous-espace de X des fonc-
tions ¢ telles que

r
VoeHL (@), Y | vv,.qdy=0. 2.21)

r=1JTF,
Formellement — l’espace H /2 (T',) n’tant pas de type local — cette

condition (2.21) exprime la réciprocité des traces normales v.q d’une fonc-
tion g € V (Q) sur toute interface intérieure & Q. Dans la formulation hybride
on dualise cette contrainte de réciprocité.

Pour cela on considére ’espace de traces :
r=1

R
M= {ue [T HY*(T,); 3veH)(Q)

tel que p=v sur tout I',, r=1, R} (2.22)

Par définition méme de I’espace M, pour tout pe M I’ensemble

H W) ={veHs(Q);v=psurtout I,,r=1,...,R} (2.23)

décembre 1976.



58 J.-M. THOMAS

est une variété affine fermée non vide de H} (Q). Muni de la norme

linjise= Inf joly,a, (2.24)
veH (u)

V€

I’espace M est un espace de Hilbert.
Sur I’espace H'/2(T",) nous introduisons la semi-norme

|“|1/2,r,= Inf Ivi1,9,, (2.25)
. vEHr(p)
ou 4, (1) est la variété
#,(w)={veH" (Q);v=psur [,}. (2.26)

On pourra remarquer que si Z | est le relévement harmonique de p dans Q,,
c’est-a-dire la fonction telle que

A(#Zp)=0 dans Q,, Ap=pn surI,,
on a

Iuiyz.r, =211, (2.25 bis)
LEMME 2.1 : On a

R
VueM, |lnlly= X [ufizr. 2.27)

Démonstration : Soit ve A (W); il est évident que la restriction v |, de v
a Q, appartient a la variété s, (1) pour tout r = 1, ..., R. Réciproquement

R
soit (v,),—;, .. g € [[ #.(1); on construit la fonction v de L, () définie
r=1
par v|, = v, pour tout r =1, ..., R. Lorsque pe M, cette fonction v est
dans H} (Q), donc ves# (). Cela prouve

R
VpeM, #(n)=~ Ellfr(u)-

Le résultat (2.27) en résulte trivialement. =

On introduit la forme bilinéaire b (g, p) définie sur X x M :
R
b(q, u)=—ZJ nv,.q dy. (2.28)
r=1JTr

Par application de la formule de Green (2.6) dans chaque Q,, on obtient
pour tout ve s (u) :

R R
b(g, W) =—J‘Qgradv.qu— Z] ‘L vdivgdx < le|4||v<nr>|iv|ll.m

d’ou a l'aide de (2.17) et de 1’égalité de Cauchy-Schwarz :
b(a, W= ialixliv]l, e

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODE DES ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX 59

A P’aide de (2.24) et de I’inégalité de Poincaré-Friedrichs, on en déduit
I’existence d’une constante || b || telle que

VgeX, VpeM, big, W= I|b]| [[a|lx]lnllm- (2.29)

Plus précisément, lorsque g € X°, on a pour tout v € # (p) :

b(q, w) =—Lgradv.qu <|lgilo.al?]s.as
d’on
VageX°, VueM, b(q, w < qllx||ra

Choisissant, pour p fixé dans I’espace M, la fonction v de # (i) harmonique
dans chaque Q, et la fonction ¢ = —grad v, on obtient en utilisant (2.25 bis) :

VueM, 3geX® b(a ) =|nlZ=1alix]l ]
On démontre ainsi

VueM, Supb(q, 1y}

aex2 || q]lx

=||p|ly. ® (2.30)

La formulation hybride duale consiste 4 trouver un couple (p, A) solution
du probléme :

(p, e X/ xM, ?
VgeX° atp, q@)+b(q, ) =0, (2.31)
YueM, b(p,p) = s

THEOREME 2.2 : Le probléme (2.31) admet une solution (p, \) et une seule
donnée par

p; = Za,-ja—u dans Q, i=1,...,n, (2.32)
i=1 " 0x;

A=u surT,, r=1, ..., R, (2.33)
ou u est la solution du probléme (2.2).

REMARQUE 2.2 : Dans le cas symétrique (a;; = a;;), la solution (p,1) du
probléme (2.31) se caractérise comme I’unique point de selle de la fonctionnelle

1 )
Z(q, u)=£a(q. Q+blq, w

sur 1’espace produit X/ x M. Ainsi A = u apparait comme le multiplicateur
de Lagrange associé aux contraintes de réciprocité des traces normales de p

a travers toute interface intérieure de la décomposition de Q en sous-
domaines. m

décembre 1976.



60 J.-M. THOMAS

Démonstration du théoréme 2.2 : Par linéarité le probléme (2.31) admet
au plus une solution si le probléme homogéne associé

(p, \)eX°x M, '
vqeX°, a(p, q)+bl(g, ) =0,
vueM, b(p, p =0 ’

admet pour unique solution p = 0, A = 0. Soit (p, A) solution de (2.34). On a

(2.34)

a(p, p)=0,

d’ou p =0 en utilisant la X%ellipticité de la forme bilinéaire a(p, q)
[¢f. (2.12) et (2.20)]; par suite A vérifie

YgeX° b(g, 1) =0.

A T’aide de (2.30), on en déduit A = 0. La solution du probléme (2.31) est
unique.

Pour démontrer I’existence d’une solution, il suffit de vérifier que le couple
(p, ) donné en (2.32) et (2.33) fournit une solution. D’aprés le théoréme 2.1,
on a p e V7 (Q). Par suite p € X/ et satisfait la deuxiéme équation de (2.31) :

VueM, b(p,wy=0.

D’autre part puisque ue H} (Q), la fonction A appartient & 1’espace M.
Enfin en utilisant la formule de Green (2.6) dans chaque Q,, on’a pour tout
geX :

R R
a(p, q9)+b(q, 7»)=f gradu.qdx— ) | uv,.gdy= ), | udivgdx
Q

r=1J7T, r=1,JQ,
Ainsi le couple (p, A) satisfait la premiére équation de (2.31) :
VqEXO’ a(l’, q)+b(qs A')=0 L

REMARQUE 2.3 : On aurait pu démontrer directement 1’existence et I’unicité
du probléme (2.31) en utilisant un résultat de F. Brézzi ([1], th. 1.1). =

REMARQUE 2.4 : On a les caractérisations
VoQ) ={qe X’ VpeM, b(g, n) =0}, (2.35)
VI(Q) ={qeX’;VpeM, b(q,p)0}. = (2.36)

3. APPROXIMATION DU PROBLEME BASEE SUR LA FORMULATION HYBRIDE
DUALE

Nous supposons () connaitre explicitement a priori un élément p de
Xr :pe (L, ()" et

divp+f=0 dans L,(Q,) pour tout r=1, ..., R. 3.0

(1) Nous reviendrons sur cette hypothése a la fin du paragraphe 4.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODE DES ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX 61

La variété affine X7 est le translaté du sous-espace X° par la fonction p :
X' = p+X°. (3.2)

Ainsi la formulation hybride duale (2.31) consiste a trouver le couple (p, A)
solution de

(7, MVeX°x M,
VgeX® a(p, g)+b(g, M) =—aw, 9), (3.3)
VpueM, b(p, p =—b(p, W
oll nous avons posé .
p=p+p. (3.4)

Pour définir une méthode d’approximation interne du probléme (3.3),
nous nous donnons

(i) un sous-espace X? de X° de dimension finie;
(ii) un sous-espace M, de M de dimension finie.

On considére alors le probléme : trouver (p,, A,) solution de
(D> M) X3 X M,,,
Vane Xy, alPus 4)+b(as, M) = —a(p, ay) 3.9
VuseM,, b(Pys 1) =-b(p, Ha)- |

En vue de I’étude théorique, il est agréable d’introduire la variété affine X/
translatée du sous-espace X9 par la fonction p :

X{=p+ X0 (3.6)
et de poser

Py =P+ Py (3.7)

Ainsi le probléme (3.5) consiste a trouver (p,, A,) solution de

(P> )"h)EXi{X M,, )
Vq,,GX,(,), a(p}n qh)+b(qha)"h)=ov (38)
VieM,, b(p,, w) =0.

On obtient 14 une méthode d’approximation du probléme basée sur la formu-
lation hybride duale (2.31).

Guidé par la remarque 2.4, il est naturel de définir les espaces
VhO(Q)={qheXi?;v|J'hEMha b(q;.»u;.)=0}, (3.9)
Vi(Q) = {q,e.X]; VIeM,, b(g,, ) =0}, (3.10)

décembre 1976.



62 J.-M. THOMAS

Alors si (pg, A;) est solution du probléme (3.8), p, est solution du probléme
phev’i{r '

(3.11)
thEVho’ a(py, Qh)=0-$

Nous avons 1a une méthode d’approximation du probléme basée sur la formu-
lation duale (2.13).

THEOREME 3.1 : Le probleme (3.8) admet une solution (p,, \,) et une seule
si et seulement si les espaces X9 et M, satisfont I'’hypothése de compatibilité :

{HhEMh;V‘]hGX;?ab(‘]h’llh)=0}={0}- (3.12)

En outre si (p,, \,) est solution de (3.8), alors p, est 'unique solution du pro-
hléeme (3.11). m

REMARQUE 3.1 : Nous verrons dans les exemples que lorsque la condition
(3.12) est satisfaite, alors ¥? (Q) n’est pas un sous-espace de ¥° (Q); on obtient
donc en (3.13) une méthode d’approximation externe du probléme (2.13).

REMARQUE 3.2 : Dans le cas symétrique (a;; = a;;), lorsque la condition
(3.12) est satisfaite, la solution (p,, A,) du probléme (3.8) se caractérise comme
I’unique point de selle de la fonctionnelle

1
ZL(qy, W) = éa(q;., an)+b(qs, 1)

sur I’espace produit X7 x M,.

Démonstration du théoréme 3.1 : Par construction le probléme (3.8) se
rameéne 2 la résolution d’un systéme linéaire carré d’ordre dim (X?)+dim (M,,).
Ce probléme (3.8) admet donc une solution et une seule si et seulement si le
probléme homogeéne associé admet une solution unique : utilisant la X °-ellipt-
ticité de la forme bilinéaire a (p, q), on a 1’unicité de P,; la condition (3.19)
est équivalente a I'unicité de A,.

La seconde partie de ce théoréme 3.1 est évidente; notons que ’existence
d’une solution (p,, A,) du probléme (3.8) assure que la variété affine ¥/ (Q)
est non vide. =

MAJORATIONS D’ERREUR : Considérant 4 comme un paramétre > 0 destiné
a tendre vers zéro, nous appelons « constante indépendante de 4 » toute cons-

tante indépendante du choix de la décomposition de Q en sous-domaines
et du choix des sous-espaces XP et M,,.

Avant d’énoncer le résultat fondamental, remarquons que I’hypothése
de compatibilité (3.12) signifie que I’application

b(qy,
b= || [l = Sup 2dn: o)
aneXy ”qh”x
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est une norme sur M,. Nous dirons que les espaces X? et M, satisfont une
hypothése de compatibilité uniforme si les normes ||, ||* et || b, [[,, sont
uniformément (en A) équivalentes sur ’espace M,

Comme X est un sous-espace de X°, on a d’aprés (2.30) :

Ve My, i |[F< 1ol

L’hypothése de compatibilité uniforme signifie donc Dexistence d’une
constante B > 0, indépendante de 4, telle que

vy,eM,, Sup _(M
anexd |l anlly
THEOREME 3.2 : On suppose que les espaces X9 et M, satisfont I’hypothése
de compatibilité uniforme (3.13). Alors le probléeme (3.8) admet une solution
(pns \y) et une seule et il existe une constante C indépendante de h telle que

1 p=Pullx+{|A =2l < C{ Inf “p aullx+ Inf [[A—pll} (3.14)

qne X} BhE Mp
ot (p, \) est la solution du probléme (2.31). m
Ce résultat est une application immédiate d’un théoréme fondamental
dd a F. Brézzi ([1], th. 2.1). Dans notre probléme particulier, la constante C
intervenant dans (3.14) ne dépend que des constantes || a ||, « et B définies
respectivement en (2.11), (2.12) et (3.13).
Avec la fonction p définie par (3.4), on a

Inf ”P 4h||x— Inf ”P ‘h”x*‘ Inf ”P ‘IhHon (3.15)

ane X}, YhE X Tnexp

zBHHhHM- (3.13)

Ainsi d’aprés (3.14) I’étude de I’erreur commise sur la solution se raméne
a D’étude des erreurs d’approximation commises sur p et A. La principale
difficulté consiste a vérifier sur les exemples I’hypothése de compatibilité uni-
forme (3.13). Pour des raisons purement techniques, ce probléme ne sera abordé
qu’en dimension d’espace n = 2. =

4. METHODE D’ELEMENTS FINIS HYBRIDES DUAUX

Nous appliquons les résultats généraux développés au paragraphe précédent
dans le cas ol Q est un ouvert polygonal de R? muni d’une triangulation 7,
a I’aide de triangles K de diamétre < A.

o= |J K. (4.1)
KeJy
Les définitions (2.19) et (2.22) des espaces X° et M s’écrivent & présent
X°={ge(L,(Q)*;VKeT,,divg =0 dans K} 4.2)
M ={pe [] H'?(0K);IveHy(Q)
Kegy
tel que p = sur tout 0K, KeJ,}. 4.3)
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Soit m un entier = 1; on choisit pour sous-espace M, de M :

Mh={uhejvl;VKEyh:“hlaKEPm(aK)}a (4.4)

ou P, (0K) est I’espace des restrictions au bord 0K des polynémes a deux
variables de degré < m. Cet espace P,, (0K) est encore ’ensemble des fonctions
définies sur le bord 0K, polyndémiales de degré < m sur chaque c6té du
triangle K et qui sont continues aux trois sommets de ce triangle. Pour tout
K, € M, il existe une fonction v €5 (y,) telle que

veHy(Q); VKeT,, v|xeP,(K)

(dés que m = 3, il n’y a pas unicité d’une telle fonction v). On pourra donc
prendre pour degrés de liberté des fonctions de M, les mémes degrés de liberté
que dans I’approximation classique de type « serendipity d’ordre m » du
probléme (2.3).

Soient d’autre part k et k” deux entiers satisfaisant 0 £ k£ < k’. On se donne
pour tout triangle K e 7, un espace 2 (K) de fonctions définies sur K et a
valeurs dans R? tel que

(Pu(K))* = 2(K) = (P (K))". (4.5)
On choisit alors pour sous-espace X? de X° :
Xp ={4,€X°;VKeT,, q,|xe 2 (K)}. (4.6)

A titre d’exemple lorsque kK = k' = 0, X° est I’espace des fonctions g 4 valeurs
dans R? constante dans chaque triangle X de 4, la condition div ¢ = 0
dans K étant automatiquement vérifiée. Lorsque k = k' = 1, X est I’espace
des fonctions ¢ = (¢,, g,) qui sont dans chaque triangle K de 4, de la forme

q1 = %oy + %33 Xy +0ay X3 avec Oy, +0y, =0.
gy = 0o+ 0y X+05; X5,

Draprés le théoréme 3.1, le probléme (3.8) associé a ces choix (4.4) du
sous-espace M), et (4.6) du sous-espace X admet une solution et une seule
si I’hypothése de compatibilité (3.12) est satisfaite. Introduisant la notation

Z,,={uheM;.;Vq,.eX2, > j u;.vK-q;.dv=0}, 4.7
KeTy,JoK
cette hypothése de compatibilité s’écrit briévement
Z,=1{0}. 4.8)

THEOREME 4.1 : Une condition nécessaire pour que I’hypothése de compati-
bilité (3.12) soit satisfaite est

K=2m—1. = (4.9)
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Démonstration : Soit { A; };.; ensemble des sommets de la triangulation
et soit 4; ¢ I'. On définit une fonction py, € M de la maniére suivante :

Sur chaque coté A4; A;, Ko est la fonction polyndmiale de degré k'+2
telle que

‘ VDEPk” J‘ ].lol)d'Y=0,

Aio 4,
P«o (Aio) = 1’ H'O (AJ) = 0
et sur tout autre co6té A; A; (i # iy, j # i), ho = 0.
La fonction p, ainsi construite est un élément non nul de I’espace M

qui satisfait :

VaueXp 2 | HoVk-gydy=0.

KeJyJoK

Or si la condition (4.9) n’est pas satisfaite, c’est-a-dire si k' < m—2,
cette fonction p, appartient a 1’espace M, donc au sous-espace Z,, ce qui
démontre le théoréme 4.1. =

Avant d’énoncer une condition suffisante pour que I’hypothése de compa-
tibilité soit satisfaite, nous étudions les espaces

Z,(0K) :{ue P,,(0K), qug"(K)mVo(K),J Wwg.gdy = 0}. 4.10)
oK

LeMME 4.1 : ST k = m, m pair, ou si k = m—1, m impair, on a
Z,(0K) = P, (0K). 4.11)
Lorsque k = k' = m—1, m pair, I’espace Z, (0K) est de dimension 2. m

Démonstration : 11 suffit de vérifier ces résultats lorsque 2 (K) = (P, (K))?,
ce que nous supposerons au cours de cette démonstration. Notons qu’alors
ge P (K)n V°(K) si et seulement s’il existe une fonction w e P, ., (K)
telle que g = rot w; la trace normale v,.q est I’opposée de la dérivée tangen-
tielle dw/0ty prise le long du bord 0K orienté dans le sens direct :

ow d
J uvx.qdv=—f u—dv=J EE wdy.
oK ok Oty ok dtg

Ainsi on peut écrire

Z,,((’)K)={per(aK):‘v’eP,‘H(ﬁK), ﬂlwdv:O}.
ok dty
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Notant S,,_; (0K) l’espace des fonctions polynomiales de degré < m—1
sur chaque c6té du triangle K, toute fonction p de Z, (0K) satisfait

W5 (@K): VweP,, (3K), f W ay =0,

Tk ok dty

On en déduit (la démonstration de ce point est donnée dans [12]) :
® si k= m, m pair, ou si k=m—1, m impair, on a

dp
dtg

(4.13)
® si k = m—1, m pair, il existe une constante cy telle que

dp

— = ¢k 9,
dtg

ou 0, est la fonction de S,,—, (6K) qui s’annule aux m—1 points de Gauss-
Lobatto de chaque c6té du triangle K et telle que (?) :

0, (A;1)=+1 pour i=1,2 3,

ou A, A,, A5 (et A, = A,) est une numérotation des sommets du triangle X
en parcourant le bord K dans le sens direct.

Puisque 0,; s’annule aux points de Gauss-Labatto, on a
J eakd’Y=0, 1=1, 2,3
Ay Ai+1

et par conséquent il existe une primitive @, de 6,, telle que

dO,x

= 013 Ok (4) =0, i=1,23.
dtg

Il est clair que cette primitive ®,, appartient a ’espace P,, (0K).

Par intégration, on déduit de (4.13) que I’appartenance d’une fonction p
4 Pespace Z, (0K) équivaut a

e si k = m, m pair, ou si k 2 m~—1, m impair, il existe une constante ¢,
telle que p = cg;

® si k =m—1, m pair, il existe deux constantes c, et c; telles que
H=cg+c, Oy =

REMARQUE 4.1 : La démonstration précédente prouve en outre que dans
le cas kK = m—1, m pair, il suffit, pour que l’espace Z, (0K) soit réduit

(?) La notation 0,x(A4;,) [resp. 0,x(A4;-)] désigne la valeur en A4; de la fonction poly-
ndmiale 0,k sur le coté 4,4, ; (resp. A;_A;). Puisque m — 1 estimpair, ona 8,,(4;_) = — 1.
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\

a4 P, (6K), que Dl’espace Z (K) contienne outre (P, (K))?> une fonction
q, x = rotw, y telle que

f O wp, xdy # 0.
oK

On trouvera dans [12] une détermination explicite d’une telle fonction w,
appartenant a P, (K).

L’importance de cette remarque n’apparaitra que lors des majorations
d’erreur.

THEOREME 4.2 : Une condition suffisante pour que I’hypothése de compa-
tibilité (3.12) soit satisfaite est

k=m—1. = (4.14)

COROLLAIRE 4.1 : Si k = k', c’est-a-dire si P (K) = (P, (K))?*, la condi-
tion (4.14) est une condition nécessaire et suffisante pour que I’hypothése
de compatibilité (3.12) soit satisfaite. m

Démonstration du théoréme 4.2 : Soit p, un élément quelconque de Z,.
Pour tout triangle K € 7, la restriction p, . de p, a 6K appartient a Z, (6K).
D’aprés le lemme 4.1, lorsque la condition (4.14) est satisfaite, il existe
deux constantes ¢y et c; telles que

VKeZ,, Rujox = cx+ck O,
ol la fonction ©,, a été explicitée au cours de la démonstration du lemme 4.1;
la constante ¢} est nulle si & = m, m pair, ou si k = m—1, m impair.
Exprimons a présent que la fonction p, appartient a l’espace M : pour

tous triangles K; et K, adjacents, les restrictions p, . €t p, .., définissent
la méme fonction sur le c6té commun (0K;) n (0K,) d’ou par connexité

VK, K;€Ty, k= Ckys Ck, = Cka-
D’autre part puisque p, = O sur la frontiére I', on a pour tout triangle K,
ayant un cdté inclus dans I’
¢k, =0, ¢k, = 0.
On en déduit
ery‘-h, CK=0; C’K=0,
soit p, = 0, ce qui prouve que la condition (4.8) est satisfaite. =

Le résultat suivant prouve que la méthode des éléments finis hybrides
duaux peut s’interpréter comme une approximation externe du probléme (2. 13).

PrOPOSITION 4.1 : Lorsque la condition (4.14) est satisfaite, V? (Q) n’est pas
un sous-espace de V°(Q). =
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Démonstration : Soit K, un triangle frontalier de 77,, de sommets 4, 4,
et A, ; on suppose le coté 4, A, inclus dans la frontiére T et 4, ¢ I'. On définit
alors une fonction g, € X° de la maniére suivante :

‘ go = 0 dans tout triangle K distinct de K, :

qo = rot wy, dans le triangle K,, ou la fonction w, est un polyndme
' de P, (K,) tel que :

si m est impair,

wy (A4;) =+1, wy = 0 sur le c6té A4, 43,
l Owy/0t, = 0 en les (m—1) points de Gauss-Lobatto de chaque c6té 4, 4,
et A; As;

et si m est pair,

wy (4,) =0, wy = 0 sur le coté A, 4,

Owy /0Ty, = 0 en les (m—1) points de Gauss-Lobatto de chaque c6té 4, 4,
et A, A,

wo (A,) = wo (Ay3) = 1, A,, (resp. A,5) milieu de 4, 4, (resp. 4, 43).

(On démontre I’existence de telles fonctions wy; la trace de w, sur le bord 0K,
est définie de maniére unique.)

On vérifie facilement que pour toute fonction p appartenant a P,, (0K)
et nulle sur le c6té 4, A5, on a

ow
J uvKo-qodv=—J p—>dy =0.
2Ko 9Ko O

TKu
Par suite :

Vu,eM,, b(qo, ) =0.

Lorsque la condition (4.14) est satisfaite, la fonction ¢, appartient ainsi
au sous-espace V) (Q). Or la trace normale de g, sur le c6té 4, 4, (de méme
que sur le coté A, A4;) est discontinue : div g, pris au sens des distributions
dans Q ne définit pas une fonction de L, (Q); ainsi g, n’appartient pas
au sous-espace V°(Q). m

En conclusion de ce paragraphe, il résulte que la condition (4.14) est
une condition suffisante pour que le probléme (3.8), associé aux choix (4.4)
et (4.6), admette une solution (p,, A,) et une seule. Toutes hypothéses de régu-
larité faites, nous allons voir que cette condition (4.14) n’est pas en général
une condition suffisante pour obtenir les majorations d’erreur optimales
auxquelles il semble naturel de s’attendre.

D’autre part il n’est guére réaliste de supposer connu a priori un élément p
de la variété X/. Nous déterminerons explicitement un relévement p, de f,,
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i.e. p, € X', ou f, est la fonction de L, (Q2) donc la restriction a tout triangle
Ke 7, est la projection orthogonale de f sur P, _, (K) :

fox€Pu_1(K);  VveP, ,(K), jfvdx:ffhvdx. (4.15)
K K

On est ainsi conduit a résoudre le probléme

(Pw» xh)EX#XMh,
vthX}(l): a(phs qh)+b(qh’ >"h) = 0: ‘4' 16)
Vp,eM,, b(p,, n) =0,

ou la variété X/» est le translaté de X?° par la fonction p,. En vertu des
théorémes 3.1 et 4.2, ce probléme (4. 16) admet une solution (p,, A,) et une seule
dés que la condition (4.14) est satisfaite. m

REMARQUE GENFERALE : Pour des raisons de simplicité, nous avons donné
des conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour que I’hypothése
de compatibilité (4.14) soit satisfaite en des propriétés des espaces 2 (K);
il est clair que ces propriétés ne portent en fait que les espaces £ (6K), espaces
des traces des fonctions de £ (K).

5. MAJORATION D’ERREUR DANS LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
HYBRIDES DUAUX

Pour obtenir les majorations d’erreur, nous utilisons la technique du passage
a 1’élément fini de référence, comme dans [4] par exemple. Soit O %, %,
un plan euclidien dit de référence et K le triangle de ce plan de sommets
(1, 0), (0, 1) et (0, 0). Pour tout triangle K (non dégénéré) du plan euclidien
O x, x,, il existe une application F, affine inversible telle que

K = F¢(R). (5.1)

L’application linéaire tangente OF, est représentée par une matrice 2x2
constante, inversible; le jacobien J, de F, n’est autre que le rapport des aires
des triangles K et K :

Jx = | det (3F )| = Mes (K)/Mes(K). (5.2)

Nous notons % I’application qui & toute fonction scalaire i définie sur
le triangle K associe la fonction w = F y () définie sur K par w = iy F 1.
De méme %, est I’application qui & toute fonction scalaire [i définie sur
le bord 9K associe 1a fonction p = F 5k () définie sur 0K par p = [io (F 1))k
D’autre part, soit &, I’application qui a toute fonction § définie sur le triangle X
et a valeurs dans R? associe la fonction g = %, (9) définie sur K par

q=Jg'(0Fgq)° Fg'. (5.3)
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Par convention d’écriture, on a désormais
x=Fy(R), w=Fw), w=Fu@, q=9%@),
LEMME 5.1 : L’application 9, est un isomorphisme de Pespace V (K) (3).

sur Pespace V (K) tel que

vwelL,(K), J wdiqux=J‘Az?)div;z}d>A:, (5.4)
K K

VupeH!?(0K), LKuvx-qu=IAﬁvk~&d§- = (5.5)
oK

Puisque dx = J, dx, la propriété (5.4) s’écrit encore :
VxeK, divg(x)=Jg'div,q(x). (5.4 bis)

REMARQUE 5.1 : La restriction de ¢, au sous-espace V° (K) est I’appli-
cation qui a la fonction § = rot; i associe la fonction g = rotw. =

REMARQUE 5.2 : La démonstration donnée ci-aprés est valable dés que
F, est un C'-difféomorphisme de K sur K, ce qui permet I’extension aux élé-
ments finis courbes. De méme on n’utilise pas que K soit un triangle; on a
la méme démonstration avec K n-simplexe de R”, K hypercube de R", etc. ®

Démonstration du lemme 5.1 : A I’aide d’un argument de densité, il suffit
de vérifier la relation (5.4) pour toute fonction w de classe C* dans X et nulle
sur le bord 0K.

Soit w une telle fonction. Par intégration par parties dans K, on a

f wdivgdx =—f gradw.qgdx.
K K

On vérifie aisément la relation
VxeK, '(0Fg) gradw(x) = gradsw(X), (5.6)
d’ou
grad w(x).q(x) = Jx ' grad w(x).(0F ) q(X) = J * gradg w(%). 3 (%)

(3 Dans le plan de référence O%, %2, si § = (31, §2),

V(R) = {qe(L(K)); divgq e Ly (K) ).
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soit puisque dx = Jy dx :

J gradw.qu=J.Agrad;§J.21d3‘c. 5.7
K K
Par conséquent
f wdivgdx =— JAgradgﬁ.QdQ,
K K

et on obtient en utilisant une intégration par parties dans K :

J wdivgdx =J11f;div;27d3c.
K K
soit la relation (5.4).

Pour la seconde partie du lemme, soit p un élément quelconque de
I’espace H'/2 (0K) : il existe une fonction we H' (K) dont la trace sur
le bord 0K est la fonction p. La formule de Green (2.6) dans K s’écrit :

r~ r

Pvg.qdy = gradw.qu+j wdivqgdx.
K K

J K J

On obtient en vertu de (5.4) et de (5.7) :

r r
Hvg.qdy = Agrad;ﬁ;.ad§+J\Aﬁ)div q dx
Jok K K

LY

et en utilisant la formule de Green (2.6) dans K:

j Uvg.qdy =J Aﬁvk.f]cﬁ.
oK oK

soit la relation (5.5). m

Soit d’autre part R I’application qui a4 une fonction scalaire # définie sur K
associe la fonction § = R (2) de composantes

i}l(fl, x) =—J:§(t, x,)d1, 5.8)
g,(x%y, x3)=0.
Cette application R est linéaire continue de L, (kK ) dans V(Ie) et telle que
vgeL,(K), R(2)eVi(K). (5.9)
Nous définissons alors P’application R, par
VgeL,(K), Rg(g) = %x(R(Jxg)). (5.10)
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Il résulte du lemme 5.1 que Ry est une application linéaire continue de L, (K)
dans V (K) telle que

VgeL,(K), Rg(g)eViK). (5.11)

Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, I’application F, est affine;
on a alors P’expression simplifiée

Ry (g) = OF¢ R(2). (5.10 bis)

La fonction f; ayant été définie 4 1’aide des relations (4.15), soit p, la fonction
de (L, (Q))* dont la restriction a tout triangle K€ 7, est

Ps 1k = Rx(fy)- (5.12)
A 1’aide de (5.11), on obtient
pre X7, (5.13)

On notera que la restriction de p, a tout triangle K est un élément de (P,, (K))?
dont la détermination explicite se raméne a un calcul évident de primitive

dans le triangle K.
Nous supposons désormais :

(i) la suite des triangulations J, est réguliére, i. e. il existe une constante o
indépendante de 4 telle que

VYVKeJ,, ox=o, ' (5.14)

ou o, est le rapport du diamétre du triangle X au diamétre du cercle inscrit
dans K;

(ii) pour tout triangle K de Z,, 'espace £ (K) est construit a partir
d’un espace de référence 2 (K) par

P(K) = {q=9%(D); e 2(K)}, (5.15)

ou 2 (IA<) est un espace de fonctions définies sur X tel que

(P (K))? = 2(K) = (P (K))%. (5.16)
Dans toute la suite, C désigne diverses constantes indépendantes de A.

THEOREME 5.1 : On fait les hypothéses (5.14) et (5.15); on suppose en outre que
Z(3K) = {ﬁe P, (9K); Vge2(K) nV° (K)
Lkﬁvk.t}d? - o} = P,0K).  (5.17)
Alors I’hypothése de compatibilité uniforme (3.13) est satisfaite. m
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REMARQUE 5.1 : Le lemme 4.1 et la remarque 4.1 fournissent des conditions
suffisantes pour que I’hypotheése (5.17) soit satisfaite. m

Démonstration du théoréme 5.1 : Montrons tout d’abord la minoration
locale : il existe une constante p > 0 indépendante de 4 telle que pour tout
triangle K de 9, :

J HVk.q dy
Yue P, (0K), Sup ¥

- 2Bl Kji2,0k-
q€ 2 (K)n VO (K) ||ql|o.:<

Soit p une fonction de P, (0K); la fonction jL = F ! (n) appartient
a ’espace P, 8(K). D’autre part  I’aide de I’hypothése (5.15) et du lemme 5. 1,

on a
Hve.gdy
‘LK K

J HVk.g dy
Sup JK = Sup ——
gee oy || qljo,x seo®nrod || G @llo.«
D’aprés ’hypothése (5.15) on obtient par des majorations standard
V‘AIE(Lz(K))Za l"i“o( =G ”gl(((:]\)HO,K, (Cy > 0).
En vertu de I’hypothése (5.17),
) J _Bvg.gdy
n~ Sup oK

22 (K) VO (K) Hé“oﬁ

définit une norme sur ’espace P, (613)/R de dimension finie, on en déduit
Iexistence d’une constante f > 0 telle que

o [T
Vpe P, (K), Sup FCLLSE— ZBiPluz,aﬁ-
7e2 (K nvo (K Hquo,k

Enfin puisque pour toute fonction ? de 1’espace H' (K), on a
C2|'9’_K(a)l1,1<§ia|1,k (C,>0)
on déduit de la définition (2.25) :
Czlulll/z,ax = |ﬁ\1/2,af(-

Récapitulant les résultats, on obtient la minoration (5.18) avec pour
constante C = C, B C,.
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Soit alors p, un é€lément quelconque de I’espace M,. Pour tout
triangle K € 7, nous pouvons donc trouver une fonction §, € 2 (K) n ¥° (K)
telle que

‘ _J‘akuhVK'quY = B|lvl;.|f/2,ex

' HaKlIO,K= |uh|1/2,6K’

Soit §, la fonction de (L, (Q))*> dont la restriction a tout K e 7, est dxs
cette fonction §, appartient a I’espace X9. Elle vérifie d’une part

b(zjln”h):'_ Z J‘aKPhVK-adeEB Z |P'n|f/z,ax

KeJn KeJdp

soit en vertu du lemme 2.1 :

b(@n ) = Bi|pallz

Elle vérifie d’autre part

Hah”§= Z ”aKiig,K= Z ,thf/z,ax
. KeJTn KeTy
soit

||‘3h”x= H”h”zw

On a ainsi trouvé une fonction g, de ’espace X9 qui satisfait

b(qh,Ph)%BHQhHXHMHM; ”zlhilx=|il’-h“M

ce qui démontre la relation (3.13). m

On notera que dans le cas k£ = k' = m—1, m pair, I’hypothése de compa-
tibilité (simple) (3.12) est satisfaite; or dans cette situation I’hypothese (5.17)
n’est pas satisfaite. A I’aide d’un contre-exemple, nous avons montré
dans [14] que I’hypothése de compatibilité uniforme (3.13) n’est pas satisfaite
dans ce cas. =

Les théorémes 3.1 et 5.1 permettent de majorer [’erreur commise sur

la solution (p,A) a I’aide des erreurs d’approximation dans les espaces X2
et M,.

LEMME 5.2 : On fait les hypothéses (5.14) et (5.15); on suppose en outre que

(Pp-1(K)? = 2(K). (5.18)
Alors, pour toute fonction pe X° n 1 (H™ (K))%, on a la majoration
KeIn
Inf ||p—aullx < CH"{ T |piax}"> (5.19)
qn€ Xy KeTy

ou C est une constante indépendante de h. m
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Démonstration : Soit K un triangle de 7 ,, puisque divp = 0 dans KX,
en introduisant une fonction courant : p = rotiv, on a

Inf HE_q”OvK: Inf |l7)_wi1'x.
g€ (Pm-1(K))2 nVO(K) we P, (K)

Par un argument classique, on a

Inf |w—w|; x < Ch™|W|ns1, k0

w € Pm (K)
ce qui conduit, aprés avoir remarqué que ’fI; ‘m+1,x = !ﬁ !m.K’ a la majo-
ration dans K :
Inf 17—allo.x < Ch™| P |m, x- (5.20)

g€ (Pm-1(K)?nVO(K)
A l’aide de I’hypothése (5.18), on a
Ian“E"Qth = Info Hi“‘h”o,o
e X, gneXy
< ¥ Inf 1p—4ll5.}",
KeTn ge(Pm-1(K)2nVO(K)

soit avec la majoration (5.20) :

Inf |p—gslx<Ch™{ ¥ |plax}'’ =
o Ke Thn

qne Xy,

LEMME 5.3 : On fait ’hypothése (5.14). Pour toute fonction A € M telle que
la variété # (\) N Hm+1 (Q) soit non vide, on a la majoration

Inf |i}\'_l’lh“M§Chm|uim+l,ﬂ’ (521)

PhET h
ou u est une fonction (quelconque) de A (\) nH™*1 (). m

Démonstration : Soit ue# (\) n H™*' (Q); puisque nous sommes
en dimension 2 d’espace et comme m est un entier = 1, les théorémes

d’injection de Sobolev impliquent que la fonction u est continue sur Q.

Il est alors bien connu qu’il existe une fonction 3, continue sur Q, nulle sur T,
polynémiale de degré < m dans tout triangle K et telle que

|“‘;hl1,n§ Chmiuim+1,n-

Soit {i, la fonction de [1 (Z:(@K)) définie par

KeJy
VKeT,, p,=0, sur K.

Il est clair que cette fonction {i, appartient a I’espace M,; de plus u—7, est
¢lément de 5 (A—1i,). On en déduit

H}"_ﬁh“M = |“_Bh|1,n = C]lmi“lm+1,n,
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d’ou la majoration

Inf (| A=l < C™ [t ]msr 0 ®

Bn € M
Nous pouvons a présent énoncer le résultat fondamental :
THEOREME 5.2 : On fait les hypothéses (5.14) et (5.15); on suppose en outre
Z(9K) = P4 (9K) (5.17)
et
(Po_1 (K))? = 2(K). (5.18)

Le probléeme (4.16) admet une solution (p,, \,) et une seule.
Si
ueH™'(Q), pe(H"(Q)’, divpeH™(Q),

ot u est la solution du probléme (2.2) et (p, \) la solution du probléme (2.31),
il existe une constante C indépendante de h telle que

lip=pullx | A=Rullw S CA™ {Jtt|s1, 0+ | Pima+]diVP|m o} ®m- (5.22)

Démonstration : Nous introduisons la solution #* du probléme analogue
a (2.2) obtenue avec pour second membre non plus la fonction f mais
son approximation f; :

S u* =f, dans Q, u*=0 sur I

De méme soit (p*, A*) la solution du probléme obtenu en substituant
f» & f dans la formulation (2.31). On a

lu—”*lx,né C”f—fh”o,m
d’ol en utilisant les caractérisations données au théoréme 2.2 :
”P“P*HO,Q‘FHK—X*HMé CHf“tho,n- (5.23)

D’aprés le théoréme 5.1 la condition de compatibilité uniforme (3.13) est
satisfaite, de sorte que ’application du théoréme 3.2 fournit la majoration

| * = pullo, o+ || A* =24 |
sC{ Inf ||p*—aullo,a+ Inf |j2*—p,|ln} (5.24)

qr.EXh" Uh€Mn

Soit p la fonction de (L, (Q))? dont la restriction & tout triangle K € 7, est
5 iK = R (f).
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A Taide de (5.14), on a
lli—ihllo,f{xz | Re(F=f 5. kY2 < Ch||f~fillo.a-  (5.25)
€T n

Des majorations (5.23), (5.24) et (5.25) on déduit

| P=Palio, o+ || A =24 l|u
s c{||f~fillo,o+ Inf 1|p—qh||o,n+ In; || A —pal| e}
BhEMp

gneX ;.
ol p = p—p appartient au sous-espace X°; comme div(p—p,)+f—f, =0
dans tout triangle K, on a ainsi
2= pullx+ [ A=2]]
<C{||f“fh lo o+ Inf “P ‘1h||o ot Inf ”7L Hh“M} (5.26)

gneXy Bph €My

A Tlaide des lemmes 5.2, 5.3 et de la majoration standard obtenue
a partir de (4.15) :

”f—fh“o o= C"mlflm_n,

on trouve,
12— pallx+ {1 A= 2]
< Ch™{{ulnsr.at( 2 [Pl x+[divPlmal} (5.27)
€T n
Il reste a4 majorer la quantité ( ¥ |52 )'/?; on a a Paide de I'inégalité

KeTy
triangulaire :

{2 1l K} S V2{1plnat+{ & IR 13-

On remarque que si § = R@),onad aprés la définition (5.8) :
Figmo .
. - 570 (t x,)dt si a=0,
ar PN o O0xj'
—A%:a(xl, X3) = A
0 1 6-752 am ! g A A .
[ — ———— (X}, X2) si >0

ax% oxm !

d’ou la majoration dans le triangle K :

1R(g)|,,, 5|g|m 1, K+|glm R
On en déduit

| R () |, KSCth/zﬁ{l'g/'-lzl(f)im—l,f('*']‘d/‘-lzl(f)lm,k}y
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ce qui donne dans le triangle X :

|RK(f)Im,K = C{Iflm—l,x+hi.f|m,x} = C{Ip‘m,K+h|divam,K}'

Finalement, on obtient la majoration

{Y 1pla s} =C{|p|matit|divpimal- (5.28)

KeThn

Reportant ce résultat dans (5.27), on a

Hp—thX'*'”}\'_)‘hHM = C{1”lm+1,n+|Pim,n+|diVP|m,Q}

ce qui démontre le théoréme 5.2.

En conclusion lorsque m est impair le choix le plus simple de I’espace x?
conduisant a une méthode d’ordre m est obtenu par

VKeZ,, P(K)=(P,_,(K). (5.29)

Lorsque m est pair, le choix (5.29) ne conduit pas & une méthode d’ordre m;
pour obtenir ’ordre m il faut dans ce cas que les espaces £ (K) contiennent
outre (P,,_, (K))* une fonction convenablement choisie (¢f. remarque 4.1).

Signalons enfin que la technique utilisée tout au long des démonstrations
s’adapte sans difficulté nouvelle au cas ou le domaine Q est muni d’une quadran-
gulation a ’aide de parallélogrammes.
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