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R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numencal Analysis
(vol. 11, n°3 . 1977, p, 255 à 270)

SUR UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS
MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE (1)

par S. KESAVAN (2) et M. VANNINATHAN (2)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Le but de ce travail est l'étude de l'ordre de convergence lorsque l'on utilise des éléments
finis isoparamétriques ainsi qu'un procédé d'intégration numérique pour approcher la solution du
problème de Dirichlet pour l'opérateur biharmonique, par une méthode d'éléments finis mixtes pro-
posée par Ciarlet et Raviart.

1, INTRODUCTION

Soit O un ouvert borné du plan R2, dont îa frontière T est suffisamment
régulière. Considérons le problème suivant :

A2u = ƒ dans O ] (1.1)

(1.2)

où la fonction ƒ (sur laquelle nous faisons des hypothèses convenables plus
loin) est donnée dans L2 (Q),

La formulation variationnelle la plus connue pour le problème (PI) consiste
de trouver l'unique fonction us E\(Q) telle que

f Auàvdx = \fvdx, VveHl(Q) (1.3)
Ja Jn

Les approximations de ce problème par les éléments finis conformes se
trouvent, par exemple, dans Ciarlet [3].

(*) Manuscrit reçu le 3 septembre 1976. Révision reçue ie 11 mars 1977.
(2) 1RIA-LABORIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, 78J50, Le Chesnay et School of

Mathematics-Tata Institute of Fundamental Research Bombay, India.
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256 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Ciarlet et Raviart [7] ont étudié une autre formulation variationnelle qui
conduit à une méthode d'éléments finis mixte et qui donne non seulement une
approximation uh de la solution u du problème (PI ) mais aussi une approxima-
tion (p̂  de — Au (qui est utile parce que 'Au représente la vorticité dans les
problèmes d'hydrodynamique. En outre, on n'utilise que des éléments « du
type C° ». Lorsque Q est un polygone et tous les éléments finis sont « droits »,
Ciarlet et Raviart ont obtenu l'ordre de convergence

I" " "*k« + |A« + <P/,U = O^"1), (1-4)

en utilisant des éléments finis associés aux polynômes de degré < k, où k ^ 2.
La résolution effective du problème discret par des méthodes de dualité se
trouve dans Ciarlet et Clowinski [4] et des exemples numériques se trouvent
dans BOURGAT [1].

Le but de ce travail est d'étendre ces résultats au cas d'un domaine plus
général en utilisant des éléments finis isoparamétriques ainsi qu'un procédé
d'intégration numérique. Pour la simplicité nous ne considérons que le cas
où k = 2.

Le lecteur trouvera ce genre de problèmes, traités d'une manière abstraite,
dans Brezzi et Raviart [2] mais leurs résultats ne contiennent pas les nôtres.

On utilise les notations ||. | |mjPn et |. |mjP)Q pour les normes et semi-normes
habituelles dans les espaces de Sobolev ^ ^ ( Q ) respectivement (on supprime
l'indice/? lorsque p = 2).

2. RAPPELS SUR LE PROBLÊME CONTINU

Nous supposons que la frontière F est lipschitzienne continue au sens de
Necâs [8].

Soit W = Hl (Q) x L2 (Q) muni de la norme

ua
+

On peut donc définir la forme bilinéaire a (.,. ) sur W x W et la forme linéaire
ƒ (.) sur W (qui sont continues) par

(2.1)

!e)= fvdx, (2.2)
Jn

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE 257

Posant M = H1 (Q) on définit la forme bilinéaire continue sur W x M par
l'équation.

b(v, u) = grad v grad \i dx — ty\idx, (2.3)

Jn Jn

Vv = (i?> \|/) G W , Vu. G Af.

Enfin soit
if = {i> e iF; è(i?, (i) = 0 VjiGÂf}. (2-4)

Considérons les deux problèmes suivants :

Trouver u G V tel que 1

a ( M = ƒ(& V ^ G F J (2.5)

et,

Trouver (u9 U*) G 2f x M tel que

- ƒ (fi) + bfe n*) « 0, V» G ff, \ (2.6)

^ (2.7)

Si w = (w, (p) est/la solution du problème (P2) (qui existe et qui est unique),
alors ueHl(Q\ q> = - Au et u vérifie l'équation (1.3). Si (w, u*) est une
solution du problème (P3), alors u est la solution du problème (P2). Réci-
proquement, si u = (w, — Àw) est la solution du problème (P2) et si w G H3 (Q),
alors (M, — Au) est la solution du problème (P3).

Ces résultats sont démontrés dans [7]. La discrétisation du problème (P3)
conduit à un système linéaire qu'on peut résoudre et la « première coordonnée »
de cette solution donne directement la solution du problème discret qui cor-
respond au problème (P2).

3. LE PROBLÈME DISCRET

Nous allons étudier maintenant le problème discret associé au problème (P3)
du numéro 2.

Établissons d'abord une famille de triangulations { yh }h du domaine Cï

par des éléments finis isoparamétriques. Si Ke &~h, soit hK\c diamètre de K,
l'élément « droit » associé à K. On pose

h = max hK (3.1)

vol. i l , n° 3, 1977



258 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Soit Qh Touvert modifié formé par la réunion des éléments K,
On désigne par Th la frontière de Qh. On remarque ici que tous les éléments
Ke 2Th qui sont à l'intérieur de Qh sont « droits » et ceux qui sont à la fron-
tière ont un seul côté courbé, soit celui qui forme partie de Th.

Faisons les hypothèses suivantes sur la famille { tFh } h :
(Hl) La famille est régulière (cf. Ciarlet-Raviart [6]) du type (2, S\ c'est-à-
dire, l'élément ÎCde référence est un triangle associé à l'espace P = P(2) des
polynômes de degré ^ 2.

En outre il existe une constante x indépendante de h telle que

h < - m i n hK (3.2)

(H2) II existe un ouvert borné Û c R2 tel que

Q c Ü , Q f t c Q, VA." (3.3)

(H3) La solution u de l'équation (1.3) admet une extension ü sur Û qui appar-

tient à FF4'°°(Q).

(H4) La fonction ƒ admet une extension / sur Q qui appartient à L°°(Q).

REMARQUE 3.1 : Grâce à l'hypothèse (H2), on peut employer l'inégalité
de Poincaré-Friedrichs dans chaque ouvert Qh mais avec une constante qui est
indépendante de A. •

REMARQUE 3.2 : On modifiera l'hypothèse (H4) plus loin. •

REMARQUE 3.3 : Puisque, pratiquement, nous choisirons toujours les
nœuds de chaque triangulation dans Q, on verra que les extensions w et ƒ
n'interviennent pas dans nos calculs. Mais elles paraîtront dans les majo-
rations d'erreur, et elles doivent être choisies une fois pour toutes. •

Définissons l'espace Yh a H'(Qh) par

Yh= {v:Qh-+R\v\ eP V ^ e ^ } , (3.4)

où P est l'espace de dimension finie associé à K. Alors, on définit le sous-
espace

*H = {veYh\v\Vh=0} (3.5)

de l'espace Hl(Qh).

REMARQUE 3 . 4 : On utilise le même espace Yh pour approcher les espaces
Hi(£lh)etL2(Qh). m

R.AJ.R.O, Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE 259

On a maintenant les formes bilinéaires et linéaires suivantes :

bh(vhi vh) = grad vh. grad vh dx — \|/hvh dx, (3.7)

fJvh) = \ fvhdx, (3.8)

Vw ^ (u (D ̂  G JV Vu === (u vl/i.\ G P̂ i. VVL G îL

On a aussi le lemme suivant qui est utile (Inégalités « inverses ») :

LEMME 3 . 1 : Soit vh e Yh. Il existe des constantes Cx et C2 indépendantes*
de h telles que

Iv I < C h'1 Iv I H 9Ï

|v tL < C h'1 llv II (3 10\

S i V f t G A ; , on p e u t remplacer \ \ - \ \ i , a h P<*r \ - \ i , Q h - )

Démonstration : On ne donne que l'idée de la démonstration.
On obtient des majorations analogues dans chaque élément K et puis celle

qui est désirée par sommation sur K. Pour obtenir la majoration « locale »
on utilise la régularité de la famille de triangulations pour aller au triangle K
de référence (où on peut utiliser l'équivalence de deux normes sur un espace
de dimension finie) et pour revenir à K.

On remarque que dans le cas où h apparaît avec une puissance négative
on a besoin de la condition (3.2) pour obtenir la majoration « globale » à
partir de la majoration « locale ». •

Puisque dans la plupart des situations il ne sera pas facile d'évaluer les
intégrales sur Qh, il vaut mieux utiliser un procédé d'intégration numérique.
Introduisons donc un tel procédé sur l'élément de référence K comme indiqué
ci-dessous :

1=1

où les points h , 1 < / < L appartiennent à K. Cela induit, de la manière
habituelle, un procédé d'intégration numérique sur chaque triangle K e ̂ h :

1 = 1

vol. 11, n°3, 1977



260 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

OÙ

(3.13)

(FK est le difféomorphisme K -* K donné par la régularité de la triangulation
et JFK est son Jacobien).

Alors on peut définir les fonctionnelles d'erreur ci-dessous :

JK

EK(q>) » f <p(x)<Zx - £ coJ)Xcp(b^), (3.16)
JK «=I

qui sont telles que

EK(<p) = Ê(<pJFK). (3.17)

On a maintenant les formes bilinéaires et linéaires :
L

ah(uh,vh)= X I ©i.KVfcfo.JW&i,*). (3.18)

*»»&, v») = z £ ( J£
(3.19)

Â(MH) « I S « " . . i M X i . , ^ (3-20)

Vufc = («„ cp„) e lu, VU, = (»s, v|/„) e F,, Vv» e n-

On a aussi l'analogue discret de l'espace V :

Yh = {s , e K | *,(&, v,) = 0 Vv, 6 yh }. (3.21)

On peut donc poser le problème discret :
Trouver, uhe Wh, et \ihe Yh tels que

ah{uhr,vh) - fh{vh) + bh(vh, \ih) = O, Vvh e Wh [^ , (3.22)

(3.23)

Avant de commencer l'étude des problèmes (Ph), on suppose que les hypo-
thèses suivantes seront valables dans toute la suite (avec les hypo-
thèses H1-H4) :

(H5) Dans le procédé d'intégration numérique, tous les poids ô , 1 ^ / < L,
sont positifs.

R.A.Ï.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE 261

(H6) L'ensemble de nœuds {bt }, 1 < / < L, contient un sous-ensemble
qui est P(2) unisolvent.

(H7) Le procédé est exact pour les polynômes de degré ^ 5, i.e.

Ê{p) = Q, V/>eP(5). (3.24)

Grâce aux hypothèses (H5) et (H6) on peut démontrer, par des méthodes
analogues à celles de Ciarlet (cf. n° 8, [3]), les deux inégalités ci-dessous :

Ci|p|S.i< £ &,(P(W < C2 \p\lk, (3.25)
1 = 1

C3\P\U «S £1
Ô{£1(^(*«))2) * Q|plUVpeP(2), (3.26)

où Ct, i — 1, 2, 3, 4, sont des constantes indépendantes de A. Alors on a
immédiatement le lemme suivant :

LEMME 3.2 ; (a) II existe une constante P indépendante de h telle que

Kli.n» < P Wo.sv (3-27)

(b) La forme bilinéaire ah(.,.) est uniformément Vh-elliptique i.e., il existe
une constante a indépendante de h telle que

"H(»», »*) > « |*»|glOfc, Vft = K , v|/fc) € Vh. (3.28)

(c) / / existe un élément uh — (uk, (pA) e j ^ ef wn seu/ re/ ^we

ft eü. (3.29)

(d) // existe une solution et une seule pour le problème (Ph), soit
(uhi \ih)e Wh x Yhet uh vérifie les équations (3.29).

(e) Soit vh = (vhi y\fh)eVh. Alors il existe une constante C indépendante
de h telle que

M o . * . < CA"1 \vh\uilh (3.30)

// existe une constante C indépendante de h telle que

Maintenant on va étudier la convergence de cette méthode. Commençons
par une majoration « abstraite ».

vol. l l , n ° 3 , 1977



262 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

THÉORÈME 3 . 1 : Soit (u, — Au) la solution du problème (P2) et posons
u = (ü, — Au). Soit ((uh, cph), \xh) la solution du problème (Ph). Alors il existe
une constante C, indépendante de h, telle que

|S " «JI.OH + \Aü u —

+ |A8 + M/.lo * } + sup l̂ fa» »*) ~ 0>fe*. Bf J|\ + s u p \Mwh)•- ƒ M

, ,„_ fe, n,(Ag)) - bh(wh,

+ II AS - n,(AS)||1>nh + h-lm{Çlh - Q n n*)(|ö|4>00,n + | / |0 > . .ö)] (3-32)

owEth désigne l'opérateur d'interpolation dans l'espace Yh, m(A) la mesure (de
LebesgueJ d'un ensemble A <= R2, et || ,||, /a norme sur Wh induite de

2

Démonstration : Soit p^ = (u,,, v̂ ,,) un élément quelconque de Vh.
Alors

\a ~ «ikli.QH + 4 A f i + <Pfelo.Qk < I" - »*|i.m + K ~ « J i . »
' + |Afl + *u\0tOh + \<ph - v|/,|0>nfc

< I" - "k\o.a> + |AS + x|/Jo,nh + (1 + P) 1% " •àlo.» (3-33)

Or,
a K - ^fclo.nh < ah(uh -vh,uh - vh,)

= ah(ùh -Vj,,uh- vh) + ^„(UH,Mh - Uh)

+ [ƒ*(«/• -12») ~ fhdih - i * ) ] + [fhteh -Jik) -

Puisque uh — vh e Vh, on peut donc écrire

k ~ ^IO.QH < S*(S - »h, Uh ~ J2») + [«hfo» «k - i » )

te* - 12t) - àh (g, 14 - Bfc) + bh (H, - ft, nfc (Aw))]. (3.34)

Par ailleurs,

K - vh) - âh(u, uh - vk) + bh(uh - vh, nh(Au))

= f (<P* - ^)(A« - Uh(Au))dx + f

R A I R O Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE 263

+ grad («„ - vh). grad (n„(Aö)) dx
Jnh

+ f A2 M (M, - vh)dx - f A2Ü(uh - vh)dx

= f (cp, - W(A« - n ^ A ö ) ) ^ + f (ƒ - A2ü)(uh - vh)dx

+ grad (uk - vh). grad (AM - Uh(Au)) dx

^ |AS - nh(Au)\Otiîh \<ph - ^h\0,ah + P |Aflf - nfc(AS)|liOfc |cpft - • J O . Q ,

+ |«» - «JO.OOA f \à2u- f\dx.

- lMAfi)||1>Ofc + h-1 [ [A2S - f\

d'après le lemme 3.1 on a maintenant :

\ 2 | , - Q nQh)f \A2Ü - ?\ dx = [ |A2Ù - f\dx < \A2u - /|0,œ,

puisque A2 ù = ƒ sur Q.

Substituant dans (3.34) et ensuite dans (3.33) on obtient la majo-
ration (3.32) après avoir' pris la borne inférieure dans Vh. u

Dans la relation (3.32) il est difficile de majorer la quantité

|S - «fcLc + |AS + +*|o.ofc-

Alors on la remplace comme indiqué dans le théorème suivant :

THÉORÈME 3.2 : // existe une constante C indépendante de h telle que

sup H | j + 2 |A« -
(3.35)

vol. 11, n°3, 1977



264 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Démonstration : On a d'abord

Posons

Alors,

köfc- (3-36)

(3.37)

NU - f (T

= f (n*(Afl) - Afi)v, dx + f (AS + Wv, dx.

Mais bh{vh, vh) = 0 et on a

(Au + v|/ft)vh dx = Au . vk dx + grad i?fc . grad vh dx

= grad (uA — M) grad vft dx + I -r- vft ds

ce qui entraîne :

| a - »»| l i0Jv,Jo l0fc

o,rh

(3.38)

Mais d'après le lemme 3, [ 6 ] , il existe grâce au lemme 3 .1 , une constante C
indépendante de h telle que

l j Q h
C 3 ( l (3.39)

Or, il est facile de voir que la longueur de la frontière Fh est majorée par une
constante indépendante de h. Alors, on a

dû

dn sup
O.Th

dû]
on]

(3.40)

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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Dans ces conditions, les relations (3.38)-(3.40) nous donnent

265

IV*|O.QH M - nh(àu)\0!Qh ~ vh\uah h'1) sup
dû

+ sup
lh\o,ah *]•

et la relation (3.35) en découle
Remarquons maintenant que» puisque la fonction « s'annule sur T (équa-

tion L2)5 elle s'annule aussi sur les nœuds de la triangulation fFh qui sont
sur 1̂ . Alors n hö = 0 sur Th et par conséquent ïlhu G Xh. Il est facile de voir
maintenant qu'étant donné un élément vheXhJ il existe un élément \|/fe G Yh,
et un seul, tel que (vh, v[/fc) GVH. Pour que nous puissions utiliser la théorie de
l'interpolation pour les éléments fini isoparamétriques (cf Ciarlet-Ravart [5]),
nous choisissons Tunique élément \|/h G Yh tel que

et nous utiliserons cet élément dans les majorations ci-dessus.
Alors, on a

a - vh\i,nh = |s - nhw|lffth ^ ch2 ||ö||3fft,
\\Aü^Uh(Aü)\\uah^C

Nous allons maintenant évaluer les quantités m (ùh — O n Qh) et sup

LEMME 3.3 : II existe une constante C indépendante de h telle que

Démonstration : Nos notations se trouvent dans la figure 1

(3.41)
(3.42)

sa
dn

(3.43)

Figure 1.

vol 11. n° 3. 1977



266 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

D'abord w ( Q r Û n O j = £ rn(K n (Qh - Q n Çlh))9 où dSTh est l'en-
KeâJL

semble des éléments de 3~h qui sont à la frontière. Il est facile de voir que

max lia - a'II ^ Q/r3,

où Cx est indépendante de h. Par conséquent, on obtient

m(Kn (Qh - Q n Qh) < C2h
4.

Mais on démontre facilement que le nombre d'éléments dans d&~h est majorée
pour C^h'1 et la combinaison de toutes ces observations achève la démons-
tration. •

LEMME 3.4 : II existe une constante indépendante de h telle que

sup
rh

du

In Ch3 (3.44)

Démonstration : On utilise encore les notations de la figure 1. Soit a un
point quelconque sur rh. On peut écrire :

du du
n =

2
«2 = (3.45)

ÔM .
Mais grâce à Téquation (î. 2) les dérivées ——, i = 1,2 sont nulles sur F. Alors,

dxt

l'équation (3.45) s'écrit,
du { , i , (du dû .

ce qui nous donne

du ,
dn v <z

(3.46)

(3.47)

Mais d'après le théorème de Sobolev,

(puisque on peut toujours supposer que Ù est régulier) et par conséquent

- uh\i,nh q>fc|0>nh ^ C h ( | | « | | 4 i ö + |w|4>00^ + | / | 0 j 0 o,a)

| | | |

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE 267

- bh(wh,nh(Aû))\
G u p \\wh\\

XhtYh \%h\o,nh

oùvh = (Uhu^h)eVh.

THÉORÈME 3.3 ; Si vh = (nhw, \|/h)e Ĵ 5 a/ors il existe une constante C
indépendante de h telle que

sup \^^m) - ah{vh^h)\ ^ c h

w \\w\\\\wh\\

Démonstration : Posons

M?* = K > X * ) , ^ | J C =PK, XH\K = qK> ^Ke^h. (3.51)

On a d'abord

âh(vh> wh) - ah(yh, wh) = ^ EK(PKQK) = Z Ê(pKqKJFjc). (3.52)

Pour un élément <JKe ,P(2) donné, la forme linéaire

est continue de norme ^ C l^io,k e t Puis grâce à l'hypothèse (H7) elle s'annule
sur l'espace P(3). Alors, utilisant le lemme de Bramble-Hilbert (cf. n° 8, [3])
on a

cp 6 W^{K), \Ê((pqK)\ ^ C |<fr|4i00ii | ^ | 0 > i .

Soit 9 = JFKPK- Alors,

IVU.CO.Ê ^ Cl f E |JFfcU-J(co.i|PxLca

puisque | ^ | , ) O O Ï K = 0 pour; > 2.

Malheureusement, puisqu'on ne sait rien sur la régularité de la fonction
v|/fc G 1£ (sauf qu'elle appartient à Hl(£lh) £ ^2(^))? nous ne pouvons pas
garder les semi-normes \pK\} œ x-

Mais pour 7 > 1, j / ? ^ ^ ^ et inf. \p 4- ̂ |0 ̂  définissant deux normes équi-
valentes sur l'espace (de dimension finie) P(2)/P(j — 1) et on peut donc écrire

vol, 11, n° 3, 1977



268 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Utilisant la régularité de la famille de triangulations, on obtient (cf. nos 10
et 11 dans [3]).

\Ê(JPK PKqK)\ < C3h\ |/>K|OiK | 9 K | O I K , (3.53)

d'où

\âh{vh> wh) - ah(vh, wh)\ ̂  Ûth1 %\0^ |Â|0,nh

<C5h\Tlhù\lA\\wh\\

- C A B 2 | U . Û I N I (3-54)

d'après les relations (3.30) et (3.41). La conclusion s'ensuit immédiatement.
Suivant la méthode de démonstration du théorème 4, n° 8, [3], on obtient,

de la même façon, le résultat ci-dessous :

THÉORÈME 3.4 : II existe des constantes Cx et C2 indépendantes de h telles
que

feKnft(Au))-fchK;nh(A»))i<Cife2||g|U) (355)

sup Me». &) - Ma. xJ| ^ c%h ̂ ^ (3.56)

oùvh = (Tlhü, tyh)eVh.

THÉORÈME 3.5 '.Remplaçons l'hypothèse (îl4)par l'hypothèse :

(H4') La fonction ƒ admet une extension ƒ sur Û qui appartient à W2'q(Û)
pour un q > 2.

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que

Démonstration : Soit wh — (wh ,x f t)e Pp ,̂ et soit wh^K = pK.

Alors on a \fh(wh) - /„(wJl ^ £ |EK(/PJC)I-

Or, d'après le théorème 5 (n° 11, [3]), on a

\F ( fn \\ < C /*2 / 2(1/2 — 1/^) if f II l i n II

soit encore

\EAÏPK)\ ~ C2^(^^))1/2-1/ ' l/12,,,JC | | jpK | |1)K, (3.58)
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où K est l'élément « droit » associé à K. On obtient donc

(I,Ö Kii ,«h (3-59)

puisque wh e Xh. Mais la quantité m (u.K) peut être majorée par une cons-

tante indépendante de h. Alors on a *

! (3.60)

et la relation (3.57) en découle. •

REMARQUE 3.5 : L'hypothèse (H4)' est plus forte que l'hypothèse (H4).

Si la frontière de Q est assez régulière on a l'inclusion continue

et on obtient

Combinant la majoration (3.49) et les résultats des théorèmes 3.3-3.5,
on obtient le résultat ci-dessous.

THÉORÈME 3.6 : Supposons que les hypothèses H1-H3, H4' et H5-H7 sont
valables. Alors la méthode converge et on obtient la majoration d'erreur

|S " w*Lnh + |AS + <P* | o A < CA(||a||4t00|ô + || ƒ| |2 f 4 ,ô)- (3.61)

REMARQUE 3.6 : On a obtenu dans le cas des polynômes de degré < 2,
le même ordre de convergence que celui obtenu dans [7] pour les éléments
« droits ». Mais pour obtenir le même ordre de convergence dans le cas des
polynômes de degré ^ ky il nous faudrait une hypothèse beaucoup plus forte
à la place de l'hypothèse (H7), car on ne sait rien sur la régularité de la deuxième
coordonnée de l'élément uheVh dans les théorèmes (3.3) et (3.4). On serait
alors obligé d'employer le lemme de Bramble-Hilbert de façon plus «com-
plète ».
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