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SUR UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS
MIXTE POUR L'EQUATION BIHARMONIQUE (')

par S. KESAVAN (%) et M. VANNINATHAN (?)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Le but de ce travail est I'étude de I'ordre de convergence lorsque I'on utilise des éléments
finis isoparamétriques ainsi qu'un procédé d'intégration numérique pour approcher la solution du
probléme de Dirichlet pour I'opérateur biharmonique, par une méthode d’éléments finis mixtes pro-
posée par Ciarlet et Raviart.

1. INTRODUCTION

Soit Q un ouvert borné du plan R?, dont la frontiére T" est suffisamment
réguliere. Considérons le probléme suivant :
Ay = f dans Q (1.1

ou (P1),

u=5=0 sur I’ (1.2)

ou la fonction f (sur laquelle nous faisons des hypotheses convenables plus
loin) est donnée dans L? (Q).

La formulation variationnelle la plus connue pour le probléme (P1) consiste
de trouver I'unique fonction u € H3 (Q) telle que

JAuAvdx =J.fvdx, Yve H3(Q) (1.3)
Q Q

Les approximations de ce probléme par les éléments finis conformes se
trouvent, par exemple, dans Ciarlet [3].

(!) Manuscrit requ le 3 septembre 1976. Révision regue le 11 mars 1977.

(*) IRIA-LABORIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, 78150, Le Chesnay et School of
Mathematics-Tata Institute of Fundamental Research Bombay, India.
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256 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Ciarlet et Raviart [7] ont étudié une autre formulation variationnelle qui
conduit a une méthode d’éléments finis mixte et qui donne non seulement une
approximation u, de la solution u du probléme (P1) mais aussi une approxima-
tion @, de — Au (qui est utile parce que Au représente la vorticité dans les
problémes d’hydrodynamique. En outre, on n’utilise que des éléments « du
type C° ». Lorsque Q est un polygone et tous les éléments finis sont « droits »,
Ciarlet et Raviart ont obtenu I’ordre de convergence

l — |0 + |Au + @yloq = O(HY), (1.4)

en utilisant des éléments finis associés aux polyndmes de degré < k, ou k > 2.
La résolution effective du probléme discret par des méthodes de dualité se
trouve dans Ciarlet et Clowinski [4] et des exemples numériques se trouvent
dans BOURGAT [1].

Le but de ce travail est d’étendre ces résultats au cas d’un domaine plus
général en utilisant des éléments finis isoparamétriques ainsi qu’un procédé
d’intégration numérique. Pour la simplicité nous ne considérons que le cas
ouk = 2.

Le lecteur trouvera ce genre de problémes, traités d’une maniére abstraite,
dans Brezzi et Raviart [2] mais leurs résultats ne contiennent pas les ndtres.

On utilise les notations |. |, , q €t |.|n, , o POUr les normes et semi-normes
habituelles dans les espaces de Sobolev W™ ?(Q) respectivement (on supprime
I'indice p lorsque p = 2).

2. RAPPELS SUR LE PROBLEME CONTINU

Nous supposons que la frontiére I' est lipschitzienne continue au sens de
Necas [8].

Soit W = H}(Q) x L*(Q) muni de la norme

v=(, V)eW - ||, o + [V|o.a

On peut donc définir la forme bilinéaire a (.,-)sur W x W et la forme linéaire
f(.) sur W (qui sont continues) par

a(u,v) = J(p\ll dx, 2.1)

fl) = | fodx, 2.2)

Yu=Ww@)eW , Yv=(VY)eW.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 257

Posant M = H'(Q) on définit la forme bilinéaire continue sur W x M par
I’équation.

by, p) = fgradvgradpdx - f\};pdx, (2.3)
Q Q

Vo=@, {)e W , VpeM.

Enfin soit
V={veW;bl.pn)=0 YpeM}. (2.4)

Considérons les deux problémes suivants :

Trouver u € V tel que } (P2),
awv) = flu), VeV (2.5)
et,
Trouver (u, p*)e W x M tel que
a(u,v) — f(v) + b(w, u*) =0, Vve W, }(P3). (2.6)
b(u,p) =0, YpeM. 2.7

Si u = (4, @) est/a solution du probléme (P2) (qui existe et qui est unique),
alors u e H3(Q), ¢ = — Au et u vérifie 'équation (1.3). Si (u, p*) est une
solution du probléme (P3), alors u est la solution du probléme (P2). Réci-
proquement, siu = (4, — Au)est la solution du probléme (P2) et si u e H*(Q),
alors (4, — Au) est la solution du probléme (P3).

Ces résultats sont démontrés dans [7]. La discrétisation du probléme (P3)
conduit & un systéme linéaire qu’on peut résoudre et la « premiére coordonnée »
de cette solution donne directement la solution du probléme discret qui cor-
respond au probléme (P2).

3. LE PROBLEME DISCRET

Nous allons étudier maintenant le probléme discret associé au probléme (P3)
du numéro 2.

Etablissons d’abord une famille de triangulations { .7, }, du domaine Q

par des éléments finis isoparamétriques. Si K € 7, soit /i, 'le diamétre de K,
I’élément « droit » associé a K. On pose

= 1
h = max (3.1)

vol. 11, n°® 3, 1977



258 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Soit €, T'ouvert modifi¢ formé par la réunion des éléments K, K€ J,.
On désigne par I, la frontiére de Q,. On remarque ici que tous les éléments
K e 7, qui sont a Pintérieur de Q, sont « droits » et ceux qui sont a la fron-
tiere ont un seul c6té courbé, soit celui qui forme partie de T;,.

Faisons les hypothéses suivantes sur la famille { 7, }, :
(H1) La famille est réguliére (cf. Ciarlet-Raviart [6]) du type (2, S), c’est-a-

dire, I’élément K de référence est un triangle associé a I’espace P = P(2) des
polyndmes de degré < 2.

En outre il existe une constante T indépendante de 4 telle que

hslmin hy (3.2)

T KeTy
(H2) Il existe un ouvert borné & E R? tel que
Q<= Q,<Q Vi’ (3.3)
(H3) La solution u de I’équation (1.3) admet une extension # sur Q qui appar-
tient a W*>(Q).
(H4) La fonction f admet une extension f sur Q qui appartient a L®(Q).

REMARQUE 3.1 : Gréce a I’hypotheése (H2), on peut employer I'inégalité
de Poincaré-Friedrichs dans chaque ouvert €, mais avec une constante qui est
indépendante de 4. ]

REMARQUE 3.2 : On modifiera I’hypothése (H4) plus loin. ]

REMARQUE 3.3 : Puisque, pratiquement, nous choisirons toujours Ies

nceuds de chaque triangulation dans Q, on verra que les extensions & et f
n’interviennent pas dans nos calculs. Mais elles paraitront dans les majo-

rations d’erreur, et elles doivent étre choisies une fois pour toutes. ]
Définissons ’espace Y, < H'(Q,) par
Y,={v:Q, >R eP VKeT,}, (3.4)

ou P cst Pespace de dimension finie associé a K. Alors, on définit le sous-
espace

X, = {ve ¥ pr,=0) (.5)
de I’espace H}(,).

REMARQUE 3.4 : On utilise le méme espace ¥, pour approcher les espaces
H' (Q,) et I*(Q,). [

R.A.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 259

On a maintenant les formes bilinéaires et linéaires suivantes :

Gy (up, 1y) = f Op Yy dx, (3.6)
Qn
b,y v,) = J grad v, . grad v, dx — J‘ W, v, dx, (3.7
Qn Qn
Jie) = j Fondx, (8
Qn *

Vi = (y, ¢p) € W, Vo, = (U, Vi) € W, Vv, € Y,
oulW, =X, x ¥,.
On a aussi le lemme suivant qui est utile (Inégalités « inverses ») :

——

LemME 3.1 : Soit v, € Y,. Il existe des constantes C, et C, indépendantes
de h telles que

Vuli, < Cih7™ Vio,a, (3.9)
Valo,w.@n < C2h7 1 [Vill 1 a (3.10)
Si v,€X,, on peut remplacer |.|, o, Par |.|;.a,)

Démonstration : On ne donne que 1'idée de la démonstration.

On obtient des majorations analogues dans chaque élément K et puis celle
qui est désirée par sommation sur K. Pour obtenir la majoration « locale »

on utilise la régularité de la famille de triangulations pour aller au triangle K
de référence (ol on peut utiliser ’équivalence de deux normes sur un espace
de dimension finie) et pour revenir a K.

On remarque que dans le cas ol A apparait avec une puissance négative
on a besoin de la condition (3.2) pour obtenir la majoration « globale » a
partir de la majoration « locale ». ]

Puisque dans la plupart des situations il ne sera pas facile d’évaluer les
intégrales sur Q,, il vaut mieux utiliser un procédé d’intégration numérique.

Introduisons donc un tel procédé sur I'élément de référence K comme indiqué
ci-dessous :

[ora2~ & aioie (.11

K

ou les points b, 1 < / < L appartiennent 4 K. Cela induit, de la maniére
habituelle, un procédé d’intégration numérique sur chaque triangle Ke 7, :

[otax ~ 3 w00, (.12

vol. 11, n° 3, 1977



260 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN
ou

O = sz-]{k (B, (1<i<l) (3.13)
bl,K = FK(bl) (3-14)

(Fy est le diffeomorphisme K — K donné par la régularité de la triangulation
et Jp_ est son Jacobien).

Alors on peut définir les fonctionnelles d’erreur ci-dessous :

L A
E@) - j SRk — T do0b) (.15
g =1
L .
Exlo) = [ 000 dx = 3 ,x00,0) 3.19
K <
qui sont telles que
Ex(©) = E@Jr,). (3.17)
On a maintenant les formes bilinéaires et linéaires :
a, (4, v,) ‘“KZ zZ W, K(Ph(bz O Va(by k) (3.18)
L 61),,
by (04, vi) = Z Z W, x Z Fx b, K) ox, (bl K~ \ph(bl,K) V(b)) |
Kedn =1 i=1 i
(3.19)
Slwy) = sz IZ @, xf (b, x)va(b zx) (3.20)

Vi, = (u,, ¢,) € W, Y, = (v, V) € W, Vv, € Y,

On a aussi ’analogue discret de I’espace V :
Y, ={ueW|b,v)=0Vve}} (3.21)

On peut donc poser le probléme discret :
Trouver, u, € W,, et n, € ¥, tels que

Ay (Ups 0y) — fultn) + by(wy w) = 0, Vo, e W, (P,) (3.22)
by (U, v,) = 0, Vv, € Y,. § (3.23)

Avant de commencer 1’étude des problémes (P,), on suppose que les hypo-
théses suivantes seront valables dans toute la suite (avec les hypo-
théses H1-H4) :

(H5) Dans le procédé d’intégration numérique, tous les poids ®, 1 < / < L,
sont positifs.

R.AI.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 261

(H6) L’ensemble de nceuds { b, }, 1 < /< L, contient un sous-ensemble
qui est P(2) unisolvent.

(H7) Le procédé est exact pour les polyndmes de degré < 5, i.c.
E(p)=0,VpeP(5) (3.24)

Grace aux hypothéses (HS) et (H6) on peut démontrer, par des méthodes
analogues a celles de Ciarlet (¢f. n° 8, [3]), les deux inégalités ci-dessous :

L n ~
C, s < % BipEI < Co .. .29

Lo (Z(op . R
Cilie < £ o £ (@) < cptoviera (.29
=1 i=1 i

ou C;, i =1,2,3,4, sont des constantes indépendantes de h. Alors on a
immeédiatement le lemme suivant :

LemME 3.2 : (a) I/ existe une constante B indépendante de h telle que
oul.0, < B Ninlo., (3.27)

(b) La forme bilinéaire a,(.,.) est uniformément V,-elliptique i.e., il existe
une constante o. indépendante de h telle que

ay (s 04) = @ 4[5 0, YO = (04, Wy) € Ve (3.28)
(c) Il existe un élément u, = (u,, @,) €Y, et un seul tel que

a, (> 0,) = £ (), Yy, € 4. (3.29)

(d) Il existe une solution et une seule pour le probléeme (P,), soit
(> 1) € W, x Y, et u, vérifie les équations (3.29).

(e) Soit v, = (vy, V)€ Y,. Alors il existe une constante C indépendante
de h telle que

N’hlo,ﬂh < Ch™! lvh'l,ﬂh (330)
il existe une constante C indépendante de h telle que

N’hll,n;. < Ch™? |vh|1.nh = (3.31)

Maintenant on va étudier la convergence de cette méthode. Commengons
par une majoration « abstraite ».

vol. 11, n° 3, 1977



262 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

THEOREME 3.1 : Soit (u, — Au) la solution du probléme (P2) et posons
i = (&1, — Af). Soit ((uy, Py), 1) la solution du probléme (Ph). Alors il existe
une constante C, indépendante de h, telle que

# = ), o + A% + 0., < c[ inf ({ i — vy o

U =(vn,¥n)eVn

|3 @y, wh) — @40y, Wy JACARRACH)
Az hlo, 0 s su
+ Azt :H b s Twa] > T Tl
v o 1B, (w, 11, (Au))”); ”b,,(y_v,,, 11, (A#)|

+ [Az — 1L, (AR, q, + B M€ — Q O Q)([i#l4,0,0 + |17|o,oo,ﬂ)jl (3.32)

ou I1, désigne I'opérateur d’interpolation dans l'espace Y,, mu(A) la mesure (de
Lebesgue ) d’un ensemble A = R?, et H ” la norme sur W, induite de
H (@) x L (Q,).

Démonstration : Soit V, = (v,, ¥,) un élément quelconque de V.

Alors

& — w), q, +/-1A'7 + Oulo,on < | = 0y)y o + [0 — ly n
+ IAﬁ + ‘l’hlo,m + |(Ph - ‘hhto,m
< @ = vylo,0, + |88 + Yylo.q, + (1 + B) @4 — Walo,an  (3-33)

Or,
\"hlo Qh ( — D, U, — Uy,)
=an(u _gh’yn_v\_‘_ ra (U",Un—!]\

~ = Gy (ﬂhaL‘;L ;)]
+ [falen — ) — fily —0,)] + [faley — 1) — @, (& 1w, — 1,)]
Puisque u, — v, € ¥}, on peut donc écrire
@@, — Vild,0, < @ E — vy, — 1) + [, (s, 1, _~12h)
= @, , — v)] + [f@ —20) = /i, — )]
+ [Ph(ﬂh = 1, 11, (AR)) — by (uy, — v, 11, (ART))
+ [faley — v) — 8,8, 1, — ) + by, — 1, T, (AR))].  (3.34)

Par ailleurs,
f (uy — vy) — @(8 w, — v,) + Bh(uh — vy, 1, (A%H))

f (@ — Vu)(Al — I1,(A%)) dx + J f(“h — v,) dx

R A1R O Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 263
+ J grad (u, — v,) . grad (TT,(A#)) dx
Qn
+ J Ad(u, — v,)dx — j A%di(u, — v,) dx
Q Qn

= j (@4 — Vi) (A — T1,(AR)) dx + f (f — M) (u, — v,) dx

Qn

+ J‘ grad (u, — v,). grad (Au — II,(Au)) dx
Qn

< lAﬁ - nh(Aﬁ)lo,n,‘ [(Ph - ‘Phlo,n,. + BIAﬁ - Hh(Aa)ll,ﬂh I‘Pn - ‘I’hlo,nh

+ 4y = 4o o o J A% — J|dx.
Qn

< Cl[l]Aa I, 0, + h-ij A% — f| dx]](p,, ~ Wlon,
Qn
d’aprés le lemme 3.1 on a maintenant :
J IA20 — f|dx = j 120 — fldx < |A%T — flo o am(Q, — QN Q)
Qn (Qr—QNQp)

< ([#la, 0,8 + [flo,w,am(@Q — Q0 Q)
puisque A% = f sur Q.

Substituant dans (3.34) et ensuite dans (3.33) on obtient la majo-
ration (3.32) aprés avoir pris la borne inférieure dans V. L]

Dans la relation (3.32) il est difficile de majorer la quantité
it = valy 00 + 187 + Vylo,q,-

Alors on la remplace comme indiqué dans le théoréme suivant :

THEOREME 3.2 : Il existe une constante C indépendante de h telle que

{1# = vl1, 00 + |AT + Yylo,q, }

< C[(l + kY {]a — vyly.q, + SUP

o - "
_‘%l }+ 2 |Ad — T, (AD)o g,

- 16 @ Xa) = bi (Vs Xh)’], (3.35)

Xhe¥n thlo,n;.

Vo, = (0p Vi) € Ve

vol. 11, n° 3, 1977



264 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

Démonstration : On a d’abord
A% + Vylo,q, < AT — I1,(AR)g o, + [T, (AZ) + Yylo.0,-  (3-36)
Posons
v, = I, (A%Z) + V,. (3.37)
Alors,

il.a, = j (L, (A%) + Vv, dx
Qn

= j (I, (A%) — AB)v, dx + f (At + V) v, dx.

[27%

Mais b, (v,, v,) = Oeton a
f (A + V) v, dx = j Al . v, dx + J grad v, . grad v, dx
Qp Qn Qn
+ by (wn vi) — Eh(ﬂha Vi)
- Oil
= | grad (v, — %) grad v, dx + a0 U ds
Q5 Tn

+ (ba(whs V) — biloss Vi),
ce qui entraine :

Vil 0 < A8 = TL,(AR)| g, [Vilo.a, + C1h™! |#= vy 0, [Vilo,qu

+ o \A

=, hl0,Ty

on o, r

+ ]bh(yh’ Vi) — Bh(Qm Vh)' (3.38)

Mais d’aprés le lemme 3, [6], il existe grice au lemme 3.1, une constante C
indépendante de h telle que

Valo,rn < Ca [V, 1,0, < C3(1 + A7) [ylo,0,- 3.39)

Or, il est facile de voir que la longueur de la frontiére I}, est majorée par une
constante indépendante de 4. Alors, on a

oii

67( . (3.40)

R.A.1.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 265

Dans ces conditions, les relations (3.38)-(3.40) nous donnent

~

[Vilo.qn < C[lAﬁ — IL(AR)|o 0, + h71 [# = 41,0, + (1 + A7) SIL}P "

+ sup 1B (24> %) — bu (s, Xh)l],
me¥n ‘Xh‘o,ﬂh
et la relation (3.35) en découle .
Remarquons maintenant que, puisque la fonction % s’annule sur I' (équa-
tion 1.2), elle s’annule aussi sur les neeuds de la triangulation Z, qui sont
sur I. Alors IT, % = 0 sur I, et par conséquent IT,7% € X,. Il est facile de voir
maintenant qu’étant donné un élément v, € X,, il existe un élément , € ¥,
et un seul, tel que (v, ¥,,) € ¥,. Pour que nous puissions utiliser la théorie de
'interpolation pour les éléments fini isoparamétriques (cf. Ciarlet-Ravart [5]),
nous choisissons 'unique élément V, € ¥, tel que

v, = (L% ¥, ) e I,

et nous utiliserons cet élément dans les majorations ci-dessus.
Alors, on a

i~ Onl1,0, = I8 — Hh'7|1,n,. < Ch?* |5 o (3.41)
|z ~ 10, (A7) 0, < Ch|AiH]; 5 < Chlil]s o (3.42)
Nous allons maintenant évaluer les quantités m (Q, — Q N ;) et sup Il
n

LeMME 3.3 : 1l existe une constante C indépendante de h telle que

mQ, - Qn Q)< Ch (3.43)
Démonstration : Nos notations se trouvent dans la figure 1
P
al

Figure 1.

vol 11.n" 3, 1977



266 S. KESAVAN ET M. VANNINATHAN

D’abord m(Q, — QN Q) = Y mEKn(Q, — Q0Q)), ou 07, est l'en-
Ked7,

semble des éléments de J, qui sont a la frontiére. Il est facile de voir que

max [a — a|| < C,h?,
xe[A4,B)

ou C, est indépendante de 4. Par conséquent, on obtient
mKn(Q, —Qn Q)< C,Ah*

Mais on démontre facilement que le nombre d’¢léments dans 07, est majorée
pour C;h™ ! et la combinaison de toutes ces observations achéve la démons-
tration. ]

LEMME 3.4 : Il existe une constante indépendante de h telle que

i

sup < Ch? i) 4 5 (3.44)
r

h

Démonstration : On utilise encore les notations de la figure 1. Soit @ un
point quelconque sur I,. On peut écrire :

o 2 O _
—a;(a) =3 E(a)ni, = (n,ny)n}+nd=1 (3.49)

i=1 i

P I A R LY il /1 AN s s g u . 1A . 11 e TVOAY
lvials grace 4 1 equation (1.2) 1€s acrivees —a;, I = 1,Z2800l nuies sur 1 . AIOIS,
i

I’équation (3.45) s’écrit,

oil 2 (o ou ,

G- 3 (F0-F@h (3.46)
ce qui nous donne

Z (@

2

)
i

=1

0x; ox

(@)

< CiR i)y o 0 (3.47)

Mais d’aprés le théoréme de Sobolev,
H*(@) - > (@)
(puisque on peut toujours supposer que Q est régulier) et par conséquent

it — w; qn + AT + @4lo,q, < Ch(|[i#]sa + |#s0a + |i'0,m,ﬁ)

b osup B w) — a@ew)| (o 10m) — ()

WheWn Hw;,” wheWn ”ﬂh”

R.A.L.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 267

lEh("—vh’Hh(Aa)) = by (W, Hh(Aﬁ))‘

+ sup
\_t'hEEh~ ”"_Vh”

+ sup lbh(l—)h’ Xh) — bn(yh’ Xh)[ (3_49)
xne¥n |Xhlo,nh

ou n, = (I,@, V) € ¥,

THEOREME 3.3 : Si v, = (I, %, )€ V,, alors il existe une constante C
indépendante de h telle que

sup ‘ah(yhs W) — (Vs Y-Vh)l < Ch I'ﬁusﬁ (3.50)

wne¥n wal

Démonstration : Posons

w, = (Wy, Xa) ‘l’h‘K = Pk> Xh]x =gx, VKe 7, (3.51)
On a d’abord
Ay vy i) — ay(Ly, wy) = Z Ex(pxqx) = Z E(ﬁx‘?x*]rk)- (3.52)
KeJn KeJn

Pour un élément g, € P(2) donné, la forme linéaire
b e W (K) > E@®dx)

est continue de norme < € |Gy, % et puis grace & ’hypothése (H7) elle sannule
sur I’espace P (3). Alors, utilisant le lemme de Bramble-Hilbert (¢f. n° 8, [3])
ona

pew =(K), |E@q) < C|0lewi ldxlo 2
Soit § = Jp_pg. Alors,

L /2
Bleni < cl(_zo s, 14_,-,00,,-45,4,-,00,,2),

puisque |px|; .z = 0 pour j > 2.

Malheureusement, puisqu’on ne sait rien sur la régularité de la fonction
U, € %, (sauf qu’elle appartient & H'(Q,) £ I*(Q)), nous ne pouvons pas

garder les semi-normes |yl . x.

Mais pour j = 1, |p|; , z et inf. |p + g|o z définissant deux normes équi-
valentes sur ’espace (de dimension finie) P(2)/P(j — 1) et on peut donc écrire

2

|¢>|4,m,i( < éz 'Eo IJFk |4-j,oo,i(|13x|o,i(-
j=
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Utilisant la régularité de la famille de triangulations, on obtient (cf. nos 10
et 11 dans [3]).

IE(‘IFK Pridx)| < éshtzc ‘pKIO,K lquo,K’ (3-53)
d’ou
Iﬁh (©n W) — @, (1, Wh)l < Cai? N’hlo,m ‘h|o.nh
< Csh |Hhﬁl1,ﬂ;. ”Wh“
— Ch i3 & [l (3.54)

d’apreés les relations (3.30) et (3.41). La conclusion s’ensuit immédiatement.

Suivant la méthode de démonstration du théoréme 4, n° 8, [3], on obtient,
de la méme fagon, le résultat ci-dessous :

THEOREME 3.4 : II existe des constantes C, et C, indépendantes de h telles
que

sup’ |Eh("_"ha I1,(A@R)) — by(wy, I, (AdD))|

wreWn LA

< Cik? 5 (3-39)

sup Pl %) = Buu | _ ¢ 1] 4 (3.56)
xheYn |Xhlo,nh

ou v, = (IL@ ¥,) e ¥,

THEOREME 3.5 : Remplagons ['hypothése (H4)par I'hypothése :

(H4') La fonction f admet une extension f sur & qui appartient a W>(Q)
pour un g = 2.

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que

sup ale) = )l oy 7y (3.57)

wewn [
Démonstration : Soit w, = (w,,x,) € W}, et soit w,;x = py.

Alors on a | f,(w,) — fu(w)] < szr |Ex(fpx)l

Or, d’aprés le théoréme 5 (n° 11, [3]), on a

!Ex(fpx)l < Cl1712\1712(“/2_1/‘””ﬂlz,q,x HPKHI,K

soit encore

,EK (fPK)[ — Cyhg(m (iz))“z—m “f"qu ”pl(Hl,K, (3.58)

R AT R O Analyse Numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE 269

ou K est I’élément « droit » associé 2 K. On obtient donc

‘fh (w,) — -i;l(wh)! < C3h? (m(%k))uz—l/q “fzx,q,n;. Hwhnx,m

< Ch? ”f”lcqﬁ |Wh‘1,ﬂh (3.59)

puisque w, € X,. Mais la quantité m (%K )} peut €tre majorée par une cons-

tante indépendante de /i. Alors on a .

|f~n(V—"h) - f;x(—wh)' < Chz”f”x.q,ﬂ ‘wh'l,ﬂh
< Ch? ”f”x.q,s"z “l’h” (3.60)

et la relation (3.57) en découle. (]

REMARQUE 3.5 : L’hypothése (H4) est plus forte que hypothése (H4).
Si la frontiére de Q est assez réguliére on a I'inclusion continue

wEe(@) - C° (@)
et on obtient

170,08 < C1F lk,a.

Combinant la majoration (3.49) et les résultats des théorémes 3.3-3.5,
on obtient le résultat ci-dessous.

THEOREME 3.6 : Supposons que les hypothéses H1-H3, H4' et H5-H7 sont
valables. Alors la méthode converge et on obtient la majoration d’erreur

[ = wli0, + |82 + 0, fo.0, < Ch([Els s + [ Fl208) (-61)

REMARQUE 3.6 : On a obtenu dans le cas des polynomes de degré < 2,
le méme ordre de convergence que celui obtenu dans [7] pour les éléments
« droits». Mais pour obtenir le méme ordre de convergence dans le cas des
polyndémes de degré < k, il nous faudrait une hypothése beaucoup plus forte
a la place de I’hypothése (H7), car on ne sait rien sur la régularité de la deuxiéme
coordonnée de ’élément u, € ¥, dans les théorémes (3.3) et (3.4). On serait
alors obligé d’employer le lemme de Bramble-Hilbert de fagcon plus « com-
plete ».
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