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ETUDE DE L'EQUATION DE FREDHOLM
AU VOISINAGE D'UNE BORNE CRITIQUE (")

par P. SABLONNIERE (%)

Communique par P G CIARLIT

Resume — Une borne critique de I’équation de Fredholm est une borne superieure de |'intégrale
rendant singulier I'opérateur correspondant On étudie le comportement de la solution et des fonctions
singuliéres au voisinage d'une borne critique et I'on donne des systémes différentiels permettant le
calcul de ces divers éléments

1. POSITION DU PROBLEME ET NOTATIONS UTILISEES

1.1. L’objet de cette étude est la résolution de I’équation :

(E) ) = )+ | K, 9505 ds
et de équation conjuguée : a
®) “0) =500 +1 [ K5, 979 ds
ou n

K'(x,y)=K(y,x), KeC[a,b]*>, fetgeCla bletreC.
La méthode que nous utilisons est la variation de la borne supérieure de
'intégrale. Elle apparait chez Sobolev [11], Gohberg et Krein [3] dans des
résultats théoriques, puis elle est reprise par Pouzet [5] et Broudiscou [6]

pour la résolution numérique. Elle est utilisée également par Atkinson [1],
Schumitzky et Wenska [9].

} Manuscnt regu le 24 novembre 1976
)

(l
(*) 1U T Informatique, Villeneuve d’Ascq
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288 P. SABLONNIERE

On associe a (E) et (E') les équations dépendant de z € [a, b] :

E(2) t(x, z) = f(x) + KJ K(x, s)t(s, z) ds

a
z

E(@) Y1) = g0) + 1 f K'(3 9)7(s, 2) ds

a

L’opérateur intégral K (z)est associé a I’équation E (z) et son conjugué K’ (z)
a I'’équation E'(z). Le probléme est de déterminer T (x, b) solution de E(b) &
partir de 1 (x, a) = f (x) au moyen d’un systéme différentiel en z. Lorsque,
pour tout z € [a, b], 'opérateur I — AK(z) est inversible, son inverse est de
la forme I + AT (z) ou I'(z) est l’opérateur intégral dont le noyau v (x, y, z)
vérifie ’équation (¢f. [3] p. 186).

L4532 = 4102 21(2, 3, ) 0
'y(x, ¥, a) = K(X, y)

Dans ce cas, la solution 1 (x, z) de E(z) est unique et vérifie I’équation :

0
e 1(x, 2) = AY(x, z, 2)7(z, 2)

x, a) = f(x)

(on a des résultats analogues pour I’équation conjuguée).

En revanche, les équations (1) et (2) ne sont plus valables sur tout I'inter-
valle |a, b] lorsqu’il existe au moins un z, € ja, b] tel que 7 — AK(z,) ne
soit pas inversible. Quand un tel z, existe, A devient valeur singuliére de I’opé-
rateur K (z,) et la fonction ¥y (x, y, z) tend vers I'infini lorsque z tend vers z,.

Nous proposons l'utilisation des déterminants de Fredholm pour franchir
les singularités rencontrées dans la variation de z entre a et b. On obtient
également des résultats intéressants sur les fonctions singuliéres de K(z,)
et les conditions d’existence des solutions de E(z,).

(2)

1.2. Notations utilisées
A,z)=[a,z]?, A, =A,b)

X, = (x;,....,x,)€A,; X, = & (aucune composante)
Xn,k = (xp s Xp— g5 Xy g ""xn)EAn—l
XoSy = (X s X80, ..., 8,) €A, X A (2)
XX, = (6, x, ..., x,) €A, 4,
Xy =(pe1s - x,)EA, .

R ATR O Analyse Numérique/Numerical Analysis



EQUATION DE FREDHOLM 289

Pour toute fonction ¢ € C(A,), on désigne par ¢ [x » f’p] la matrice d’éle-

ments d(x;, y;)(1 S i< p,1<j<p)eton posed)(/\"p, Yp) = détd)[X’p, f’;].

Plus généralement, sid(xX,, yY,, z) est considérée comme fonction de x et y,

A[X o Xo ¥, Y,,z] désigne la matrice d’¢léments A [x, X, yJ Y;, z] et

AX, X, Y Y , z) le déterminant (d’ordre p) de la matrice 4[X,X,, ¥,7,, z].
On pose 0,(d) =1, 8,(x,¥;$) = d(x,y) et pourn = 2 :

. _ r ¢(x7y) K[x’ }-/;l—l]
ettt = (G ) O

On définit alors les fonctions suivantes :

Tid) =1+ % (<175 [ 0,65, 5,:0)as
Ap(2)

p21

et,pourn = 1:
T(xX,_1,yY-1,2;¢) =0,(xX,_1,yY,_;;d)

— AP
+ Z ( pl) j 9"+p(XXn—1Sp,yYn—lsp;d))dSp (4)
Ap(2)

p>1
T, (XXn l’yYn'l’z;d)): Tn(yYn— n 1’ ¢) (5)
To(z;9) = T(z;9')  avec ¢'(x, y) ¢ (7, x)

REMARQUE : Pour n = 2, les fonctions 7, et 7, sont invariantes par per-
mutation des couples de variables (x;, y;) et (x;, ;) (i # Jj).

2. DETERMINANTS DE FREDHOLM ET FONCTIONS GENERATRICES

Si M désigne un majorant commun de || et de |K| sur A,, le lemme de
Hadamard ([7], p. 175) fournit la majoration : |0,] < n"/2 M™ On en déduit
que |7, | est majoré indépendamment de z € [a, b] par la série de terme général.

() = _pa!)p Lo Zmr (50

Comme u,,, (n)/u,(n) tend vers 0 quand p — + oo (pour tout n > 0),
on en déduit la convergence absolue et uniforme des séries T, et T, par rapport
a z € [a, b] pour tout A € C fixé.

vol. 11, n°® 3, 1977



290 P. SABLONNIERE

2.1. Déterminant et mineurs de Fredholm

Quand ¢ = K, Ty(z; K) = d(z) est le déterminant de Fredholm et pour
n=l, T(x,X, ;. v,Y,_,.z. K)y=D,(X.Y, ) est le mineur d’ordre n de
I’opérateur intégral K(z). Nous appelons borne critique associée a A e C toute
racine de d(z) = 0. L’ensemble BC()L) de ces bornes critiques est donc un
compact de [a, b] que nous supposerons fini pour simplifier. (La caracté-
risation de cet ensemble est un probléme ouvert). Si z, € BC(). A est valeur
singuliére de K(z,) et A valeur singuliére de K'(z,).

2.2. Fonctions génératrices

Quand ¢ (x, y) = f (x), on pose
L(xX, . yY .z f)=Q,(xX,.,,Y,_,,2)
pourn = 2et T, (x,y,z; f) = o(x, z).
De méme, quand ¢ (x, y) = g(»), on pose
T,(xX,_,»Y,_1,2:8)=Q X, Y, 2)
pourn =2et Ty (x,y,2;8) = @' (y, 2)
Les fonctions Q, et Q! permettent le calcul des solutions de E(z) et E'(z)

méme dans le cas ou ze BC(X) : on les appelle pour cette raison fonctions
génératrices des solutions.

REMARQUE : Tout résultat concernant 7, est associé a un résultat concer-
nant 7,. Nous n’énoncerons et démontrerons en général que les seconds, les
premiers s’en déduisant au moyen de la relation (5).

3. SYSTEME DIFFERENTIEL INFINI VERIFIE PAR LES 7,

Les fonctions 7, définies par (3) et (4) ne sont pas indépendantes. Le premier
résultat les concernant est fourni par le :

THEOREME | : Les fonctions T, sont de classe C' en z et vérifient le systéme
différentiel infini suivant :

-

| @
(SI)% (XXn—lﬁy 1—~1’Z;¢)= _)\”1—;:+1(XXn—IZ’yYn—IZ’Z;¢)

T(XXH—I‘ n—l’a (b n(XX —z*yYn—l;d))

n

R AT R.O Analyse Numérique/Numerical Analysis



EQUATION DE FREDHOLM 291

Démonstration : Etant donné la convergence normale des séries T, on peut
dériver terme a terme par rapport & z et on obtient :

0
7z T(xXp 1,y Yo 1,250) = — A6, 4(xX,_,2,7Y,_,2;0)

— ll’ a
( p!) 6—2_[;( 0,.,(xX,_,S,, vY,_,S,;)dS,
p(2)

Comme les fonctions 0, , sont invariantes par permutation des couples
(s;, ;) et (5;,5;), ona:

0
& J‘A ( )9n+p(xXn—1Sp’ yy;l—lsp’(b) dSp

=pj Bup(xX, 125, 1, Y, 125, ,:9)dS,_,
Ap_4(2)

d’ou I'on déduit immédiatement le systéme (SI). (]

Considérons maintenant I'ensemble des suites { 7, },., de fonctions
définies respectivement sur A, x A, continues sur leur domaine par rapport
a I'ensemble de leurs variables, de classe C! en z sur A, (la dérivée par rapport
4 z étant également globalement continue). Soit m, un majorant de |T,| sur

son domaine. Nous définissons I’ensemble E des suites { 7, } ci-dessus véri-
cos -~ .5 xP
fiant de plus la propriété : (P)La série entiére ). m, —p——' a un rayon de conver-
p=0

gence infini.

. . . xr
Ceci entraine que, pour tout n > 0, la série Y, m,,, o1 a également un
p=0 M
rayon de convergence infini.

THEOREME 2 : Le systéme (SI) admet comme solution unique dans E la suite
{ T, },50 définie par (4), pour toute fonction $ € C(A,) et tout ).€ C fixés.

Démonstration : Montrons d’abord que la suite { T, },,, définie par (4)
fait partie de ’ensemble E. Comme on I’a vu au § 2, la fonction |]:,[ a pour
majorant la série m, de terme général :

TR .

Si ’on pose
n+p xP

Ra(x) = Y (n+ P)T;-!,

p=0

vol. 11, n°® 3, 1977



292 P. SABLONNIERE
on voit que
m, = M, (M M (b — a))

On voit facilement que p, (x) = p,,, (x) (= = 0), d’ou p§ (x) = p,(x) pour
tout p = 0. On en déduit que, pour tousx et e R, on a :

oo + B) = T 251y (a)

p20 1"

En particulier, si on pose a = || M (b — a) et B = Mx, on obtient :

ho([M M(b — a) + Mx)

xP
2 i M7, (A M — a))
p?Op'

x?
Z mp-—‘ < + ©
p>0 ~P°
La propriété (P) étant vérifiee, { T, },., fait partie de E.

Supposons qu’il existe dans E une deuxiéme solution { ¥, },5, du sys-

téme (SI). L’intégration de ce systéme p fois a partir de I’équation différentielle
de V, donne :

VX1, 9Y1,2:50) = 8,(xX,_,yY,_1:9)
- XJ 0,1 (xX,_15yY,_15;d)ds + ...

b

J 9n+p(XXn—1Sp3yYn—1Sp;¢) dSp
Ap(2)

+ (= 1)p+1J‘ Vieps 13X 1 8,1, ¥ Y1 S,01, 8,4150)dS 4y
A

1(z2)x Ar(s1) ... Ailsp)

Si v, est un majorant de |V, | sur son domaine, le reste est majoré en module par

M bt
m(b = A Oy pes
P
c’est le terme général de la série ), %v"ﬂ, avec x = |A| (b — a), donc, il
p=0 .
tend vers 0 quand p - + oc et V, coincide avec T, c.q.f.d. [ ]

En pratique, un tel systéme est inutilisable. Nous allons démontrer certaines
propriétés des fonctions 7, qui nous permettrons de nous ramener a un systéme
différentiel fini.

R A1 R O Analyse Numérique/Numerical Analysis
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4. EQUATIONS VERIFIEES PAR LES 7,

On donne maintenant les équations intégrales vérifiées par les fonctions 7,
ainsi que les expressions des 7, en fonction des 7} (1 < k < n — 1) et des
déterminants de Fredholm. Ces équations sont utilisées dans la suite pour
I'obtention des systémes différentiels permettant le calcul des solutions et
des fonctions singuliéres éventuelles de E(z).

4.1. Equations intégrales

Développons le déterminant 6,, ,(xX,_,S,,yY,_,S,; ¢) par rapport a
la premiére ligne, on obtient :

¢(x’ y)K(Xn—l Sp’ Yn—l Sp)

n—1
+ Z (— l)kK(x’ yk)en+p—1(Xn—1Sp’yY;;—l.kSp;(b)

k=1

P
+ 2 (_ 1)"+k~1K('x5 sk)en+p——l(Xn—1Sp’yY;:—lsp.k;d))

_ 14
En intégrant sur le domaine A, (z), en multipliant par ( p?) et en sommant

dep = 0a + oo, on obtient :

T(xX, ,yY_1,2;¢) = 6(x, ) D, (X,-1, ¥,-1, 2)
n—1

+ Z (= DK y) Ty (X1 ¥y Yoy 0o 250) | (6)

k=1

+)“J~ZK(X’S)T( n— 1,)7Y lsz ¢)

Développons 6 par rapport a la premiére colonne :

n+p

(b(X, y)K(Xn-ISp? Yn—'lsp)
n—1

+ Z (_ l)kcb(xk’ y)Kn+p—1(XXn—1kSp’ )/n—lSp)

k=1
J4
+ kzl (= ) 1 o(ss y)Kn+p—l(XXn—1Sp,k’ y;l—lsp)

vol. 11, n° 3, 1977



294 P. SABLONNIERE

— 14
En intégrant sur A, (z) par rapport a S,, en multipliant par (——?‘)—- et en som-
p!

mant de p = 02 + oo, on obtient :

T(xX, 1, yY,_1,2;9) = &(x, »)D,_(X,—-1, ¥,_1, 2)
+ kg,l (— 1fd(xe WDy 1 (3 Xyt 0 Y1 2) | (7)

+ KJ D,(xX,_,sY,_, 2)®(s, y) ds

2.2. Expressions des 7, sous forme de déterminants

THEOREME 3 : Pour tout z€ [a,b] et tout n 22, ona:

@@ (X X1, ¥ Yo, 25 9)

= dét ( T1.(X’Y:3;¢) D, [x, }.’n—l’z] ) ®)
Tl[Xn—lsy’Z;d)] Dl[Xn—l’Yn—l’z]

Plus généralement, pour n > 3et1 < p<n-—1:

DX, Y, 2)) P T (x X, 1, Y, 1,25 0)

— dét"_p< 7;;+1(X.Xp,y};,z§¢) Dp+1[x.Xp’ YPY:V.I—I’Z] )
Tp+1[XpX:n—1,pr,Z;¢] Dp+1[XpX:n—13 YI,Y:"—1’2]

9
Démonstration : Pour n = 2, la relation (8) s’écrit : ©)
T xa H Z; D X, » 2
ATy, yyp, z34) = | TP 28 Dileried) | )
Ty (x1, %,2;9) Dy(xy, ¥y, 2)

La fonction T, étant solution de ’équation intégrale (6) avec n = 2, on a,
pour z ¢ BC(A) :

d(2) Ty (xxy, yy1, 25 9)
= D (x4, ¥y, Z)[d)(x’ y)d(z) + XJ

a

= T(xy, 3 z;¢)[K(X, y1)d(2) + xf

a

z

D, (x, s, z)d(s, y) ds]

z

D, (x, s, z2)K(s, y,) ds}

R A 1R O Analyse Numerique/Numerical Analysis
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Les crochets étant respectivement égaux a 7,(x,y,z;¢) et a D, (x,y,, z)
en vertu de (6), on obtient bien la relation (10). Comme les fonctions 7, sont
continues par rapport & z et que BC(A) est supposé fini, la relation (10) se
prolonge 4 z € BC(A) et dans ce cas, le déterminant du second membre est nul.

Supposons la relation (8) vraie, pour n — 1 : on obtient, a partir de I’équa-
tion intégrale (6) :

d(Z)T;,(XXn_l,y)’,,_l,Z;d)):Dn*l(X"_l, Y, ph) (X, ,250)
n—1
+kz T;A—I(Xn—l’yYn—l.k’Z;d))Dl(x’yk,z)
=1

En multipliant par (d(z))" 2 et en utilisant 'hypothése de récurrence, le
second membre est le développement par rapport a la premiére ligne du déter-
minant d’ordre n de (8). —

Pour la relation (9), on utilise I'identité de Sylvester sur les déterminants
(¢f- Gantmacher [2] p. 32-33) : si 4 est une matrice carrée d’ordre n;

. Bgiy oot . .
soit A(}'l 2 _") le déterminant d’ordre k extrait de 4 en prenant les
1)2 Tk

lignes i, et les colonnes j, (I </ < k). Soit B, la matrice d’¢léments :

(1 2...p i bk=p+1,...,n)
bik=A
1 2...p k 1S p<n-1

L’identité de Sylvester s’écrit :

B <i1 i ... iq> _ [A<1 2 ..,p)]e—1A<1 2...p gy, ... iq) (11)
Nky ky ...k, 1 2...p 1 2...p kiky ...k,

pourp<i; <...<pSnetp<k <...<k
On prend pour A4 la matrice suivante :

A= <T1[Xn 125 ¢] Dl[X,, 1, -1 Z])
Tl(x’y’z’d)) D [x Y l,Z]

On utilise (11) avec g =n —p, iy =k, =p+1,...,i, =k, =n. En se
servant de (8) pour T, et D,, on trouve ()cq .d [

5. SOLUTION DE E(z) QUAND z¢ BC(})
5.1. On sait que la solution de E(z) est donnée par :

(x, s, 2)

:@a=fm+xf2ﬁégj@a (12)

vol. 1, n° 3, 1977



296 P. SABLONNIERE

Or, I’équation (7), appliquée a ¢(x, y) = f(x)et n = 1, donne :

o(x, z) = d(z) f(x) + A J‘ZD‘(x, s, z) f(s) ds. (13)
On en déduit :
o(x, 2)
Vz¢ BC()\) 1(x, 2) = IE) (14)

5.2. Systéme différentiel donnant d, D, et ©

Du systéme (SI) (théoréme 1), appliqué 4 ¢ = Ket ¢ = £, on tire, en uti-
lisant la relation (8) :

d'(z) = — AD(z,z,2) (15)
N . 7} = Di(x,z,2) wfx,2)
d(z) azm( ,2) =M Dis22) o) (17)

avecd(a) = 1, D, (x, y,a) = K(x, y) et o(x, a) = f (x).

Le systéme ci-dessus, que nous appellerons (SF,) dans la suite, permet le
calcul de d, D, et @ (donc de 1) sur tout intervalle ou la fonction d(z) ne s’an-
nule pas (en particulier au voisinage de a puisque d(a) = 1). On en déduit
que le noyau résolvant partiel

®(x, z)

d(z)

vérifient les équations (1) et (2), données au paragraphe (1.1) sur tout inter-
valle ne contenant pas de borne critique.

et la solution 1(x, z) =

5.3. Existence et unicité de la solution du systéme (SF,)

Considérons un intervalle [o, B] de [a, b] ne contenant pas de borne
' critique. Sur cet intervalle, le systéme (SF,) admet au moins une solution :
les fonctions d, D, et ® construites plus haut.

Soit E,[a, B] 'ensemble des triplets (3, 2,w) de fonctions définies et
continues respectivement sur [a, B, A, x [, B] et A; x [a, B], possédant
chacune une dérivée partielle en z continue sur son domaine de définition,
vérifiant les conditions initiales 8(a) = d(x), 2 (x,y, a) = D(x,y, o) et
W (x, a) = o(x, a), et telles que & (z) ne s’annule pas sur [a, B].

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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THEOREME 4 : Le systéme (SF,) admet comme solution unique dans E, le
triplet (d, D,, o).

Démonstration : Si (9, 2, ®) vérifie les conditions ci-dessus, désignons
par m > 0 un minorant commun de |3| et |d| et M un majorant commun
de |D,|, |2|, |d| et |3] sur leurs domaines respectifs. On obtient alors :

BE) — d] < [ 190559 = Dytas o) s

et

12(x, y, 2) — Dy (x, y,2)] < M f

a

z

(00,9905

- D(x,5,89(s, y,5) — (Dy(x, y,8)D,(s,s,8) — Dy(x,s,s)D,(s, y, 8)) | ds

1

d(s)

Posons p(s) =  max |%(x, y, s) — D(x, y, s)| pour se [a, B]. On obtient
X,y)€l2

alors, a partir de la majoration précédente :

0<ue) < 2B g - )+ ) j (s ds. *

en utilisant [8(s) — d(s)] < [A| f 1(u) du, puis

z

f 166) — a6l ds < 3 B - ) f () du, ¥z € [o, B].

L’inégalité (*) est du type 0 < p(z) < C J u(s) ds, elle implique donc
u(z) = 0 pour tout z € [a, B], d’ot 2 = D, puis 8 = d et enfin @ = & par
un raisonnement analogue a partir de (17).

REMARQUES : 1) Si I'on sait que BC (A) est vide, il est préférable d’utiliser (1)
et (2) plutdt que (SF,) sur [a, b].

2) Sil’'on ne connait pas la structure de BC(A), on doit utiliser (SF,) pour
calculer d(z).

3) D’autre part, il est plus simple, d*un point de vue numérique, d’intégrer
uniquement (15) et (16) pour calculer d et D, et d’utiliser (13) pour calculer o.

vol. 11, n® 3, 1977



298 P. SABLONNIERE
6. SOLUTION DE E(z) AU VOISINAGE D’UNE BORNE CRITIQUE

Nous supposons que z, est un point isolé de BC (L) et nous cherchons a
étudier le comportement de I’équation E(z) au voisinage de z, : rappelons
que A est valeur singuliére de I'opérateur K(z,); donc d(z,) = 0.

6.1. Résultats généraux
Si A est valeur singuliére d’ordre N de I'opérateur K(z,), on sait qu’il existe
n < N (n est 'indice de défaut ou multiplicité propre de A) et (A‘}", Io’,,) €A,
tels que D, (X,, ¥,, z,) # 0. Des solutions de base des équations homogénes
associées a E(z,) et E’'(z,) sont données par :
®,(x) = D,(xX, ,,1‘? o) (1<i<n) (18)
¥ (y) = Dy(Xp, 3 ¥, 5 20) (L<j<n) (18)

Ce sont les fonctions singuliéres de K (zo) et K'(z,) respectivement. Les fonc-
tions D,(X,. Y,. z,)¢étant identiquement nulles pour p < N, on en déduit
que les fonctions Q, et Q sont également identiquement nulles pour p < n.
L’équation (7) se simplifie et il reste :

Q.0 X1, Ymq,20) = )‘J' D,(xX,_1,sY,_1,20) f(s)ds (19)

~ 2o

Q3 Xpe1s Yooi5 20) = KJ Bn(SXn~1’y}’n—l’ 20) 9 (5) ds. (19)

a

Pour que les équations complétes E(z,) et E'(z,) admettent une solution
particuliére, il faut et il suffit que 'on ait respectivement :

J ¥ (s)f()ds =0 (1<j<n) (20)

ro ®,(s)g(s)ds =0 (1 <i<n) (201

En comparant (19 et (18°), puis (19°) et (18), on voit que ces conditions équi-
valent respectivement a :

( fn j? l?'n 1’ ) (1 SJ < n) (21)
et
Q(Fis X ¥ 20) =0 (1<i<n) @1y
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Si ces conditions sont satisfaites, 1’équation (9) donne :
0 Dn 1( n—1> Yn—l’ZO)Qn+1(x7Xna szo)

= Q% Xy ey 20)D, (K, X, 26)
Q ( n 1° Yl"l’ Zo)D"( n—1> Y )
En prenant : X, _ ,\0”1, Y_, = IO’M. et x, = )%j’ on obtient :
o o o o D X, i i }’n,z
Q"(x’ X"'J" Y;’-J" Zo) = Qn()%j’ Xn.j’ },n.j" ZO) "( o "‘JO 0)
D,(X,, Y,, z,)

. . e 4 . S,
On en déduit immédiatement que foutes les fonctions Q,(x, X, ;, Y, ;, Zo)

. . ]
(I <j < n)et parun raisonnement analogue, les fonctions Q; (y, Ao’m i Yoois20)
(pour 1 < i < n) sont identiqguement nulles.

Une solution particuliére de I’équation E(z,) est donnée par :

569 = 1) + ——oio— f Dyi X5tz f()ds. (29
(Xn’ n ZO)
Or on déduit de (7) que :

]

Qo X T 20) = Dyl T2 S 6) + 3 (= 1S ()94

Y f Dy (5% 5¥,0 20) 1) ds

Par conséquent, la fonction :

Qn+1(x Xn’ XI’ ZO)
D,(X

S(x) = Z (- 1)

w Yo 7)

est également solution particuliere de E(z,). De méme, la fonction

1 Q;’ ’Xn’ n’Z
S( ) +1(y 3 0)

D, (X Y, z,)

ny tns
est solution de E'(z,).
Nous pouvons énoncer le :

THEOREME 5 : Si A (resp. M) est valeur singuliére de I'opérateur K(z,)
(resp. K’ (z,)), une condition nécessaire et suffisante pour que [ ’équation E(z,)

(resp. E'(z,)) ait une solution est que toutes les fonctions Q, (x, X,I o Y 0 2Z0)
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(1 < i < n)soient identiquement nulles (resp. les fonctions Q, (v, X, 1, Y,. 1 Z¢))-
Une solution particuliére de E(z,) (resp. de E'(z,)) est alors donnée par :

Qn+1 (x’ Xn: Ym ZO)

Dn()cén’ Yn’ ZO)

S(x) =

(resp. §'(y)) = 5

6 .2. Cas ou z, est racine simple de d(z)

6.2.1. Cette condition équivaut & d’(z,) # 0, ou encore D, (z,, 2, zo) # 0.
Elle entraine que le noyau de I'opérateur I — AK(z,) est de dimension 1 (une
seule fonction singuliére de base). L’exemple K(t,s) =3(1 — #)(1 —s),
donné dans [9], ou d(z) = (I — z)? pour A = 1, montre que fa réciproque
est fausse. On peut caractériser les bornes critiques simples par le :

THEOREME 6 : Une condition nécessaire et suffisante pour que z, soit borne
critique simple est que le noyau de I — MK (z,) soit de dimension 1 et que les
Sfonctions singuliéres de K (z,) et K’ (z,) ne s’annulent pas au point z,.

Démonstration : Si z, est borne critique simple, le noyau de I — AK(z,)
est engendré par la fonction singuliére  (x) = D, (x, 2o, zo)etceluil — AK'(z,)
par ¥ (y) = D, (zo, ¥, Zo) : On voit immédiatement que

$(z0) = V(zo) = D, (20, 2o, o) # 0.

Réciproquement, si le noyau de 7 — A K(z,) est de dimension 1, il existe
(0> Vo) € A, tel que D, (x4, ¥y, 2o) # 0 : les fonctions ¢ (x) = D, (x, yo, 2,) €t
V(y) = D,(xo-y-z,) sont alors les fonctions singulicres de K(z,)
et K'(z,) respectivement. La relation (10) donne, en z = z, (pour ¢ = K):

D, (X0, Yo, 20) D1 (205 29> 20) = Dy (Xo5 295 20) Dy (20> 05 20) = W(Zo)‘i’(zo)

Comme le second membre et D, (x,, ¥o, Zo) sont non nuls par hypothése,
on en déduit D (z,, z,, zo) # 0 et z, est bien borne critique simple, c.q.f.d.

6.2.2. Les résultats du paragraphe (6.1) donnent successivement :

D, (x, 7, 2o) = 31‘—"%%%5 (25)
o(x, zo) = ©(2o, ZO)% (26)
o' (y, 25) = @ (2o, za% e
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Les conditions d’existence d'une solution particuliére pour les équations E(z,)
et E'(z,) s’écrivent respectivement :
©(zg,29) €  @'(29,24) =0
Si elles sont vérifiées, on en déduit

@(x,zy) = @' (y,20) =0 (27)
pour tout (x, y)€A,.

Les solutions particuliéres sont données respectivement par :

Q,(x, 2y, 2y, Zo)
S(x) = 2270270270/ 28
) Dx(zo-'—’o-zo) ( )
(¥, 295 20> Z0)
Sl — i 0 4] 0 28!
) D, (20 295 2o) (28)

6.2.3. On sait que, pour z # z, et voisin de z,, la solution unique de E(z)
o(x, z)

d(z)
Etudions le comportement de t (x, z) quand z tend vers z,.
En appliquant la formule des accroissements finis & ® et d, on obtient :
@x,zg + 1) = o(x, 2g) — AQ,(x, 29 + 0,h,2y + 0,4, 2z, + 0, 4)
d(zo + h) = — MhD (2o + 0,1 2o + 6,h, 25 + 6,h)

est 1(x,z) =

avec
0<08,=06,(x)<1 et 0<0,<l

Si la condition de compatibilité (27) est satisfaite, on a :

, Q% 2o + 0,k 2o + O,k zo + 0,K)
VxeA itz + h) = Dy(zoy + 0,h, 2y + 0,h, 2 + 0,h)

et on en déduit :

z—zZo

YxeA:| lim t(x, 2) = S(Jﬂ

{On montrerait de méme que si ®'(zy, z) = 0, lim T'(y, zo) = §'(y)). Si la
z2=—zp

condition ®(z,, zo) = 0 n’est pas satisfaite, le résultat ci-dessus n’est valable

qu’aux points x de A; ol ®(x, z,) s’annule, c’est-a-dire en vertu de (26), sur

I'ensemble des zéros de la fonction singuliére ¢ (x) contenus dans A, .
Résumons ces résultats dans le :

THEOREME 7 : Si z,, est borne critique simple et si la condition de compatibilité
est vérifiée, la limite uniforme, quand z tend vers z,, de la solution de I'équa-
tion E(z) est une solution particuliére de I'équation E(z,).
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6.2.4. Systéme différentiel donnant la solution au voisinage d’une borne cri-
tique simple

Compte tenu de la relation suivante (déduite de (9) avec n =3, p =1
et = K):

Dy (x1, y15> 2)s D3(x, X1, X3, ¥, V15 V25 2)

_ Dy (%, x1, ¥, ¥1,2)  Dy(X, X1, Y15 ¥3, 2)

Dz(xp X325 Y V1s Z) Dz(xl, X25 Y15 V2, Z)
de

0
EDZ('X: X1, Vs }’1’2) = - A’D3(x7 xl,Z, ¥, yl,Z: Z)

et du fait que la fonction z — D, (z, z, ) ne s’annule pas au voisinage de z,,
on obtient

0 A D,(xy,2,¥5,2,2) D,(xy,2,¥{,2, 2
a_Dz(prza}’pJ’z’Z)= 2(x1,2, ¥, ) Dy(xy, 2y, ) (29)
z Dy(z, z 2) D,(x,, 2, ¥,,2,2) Dy(x5, 2, ¥1, 2, 2)
De méme, en appliquant (9) & Q5, on obtient :
5} A D,(x,2,¥,,2, 2 Q,(x,2,2,2
a_QZ(X’xlﬂylﬁz) =D—._ 2( 1 ) 2( ) (30)
z 1(2.2) | D,(xy, 2, y1, 2. 2) (%1, 2, 2, 2)

REMARQUE : Posons D, (x, y, t, z)=D, (x, t, y, 1, z),’équation (29) devient
alors :
A

(x, ¢z, z)
D, (z, z, 2)

(.t 2 2)

(x: Y, 2, Z) I

0 a
= Daylx, v, 1,7) =
oz * ) (67,2 2) |

(29 bis)

ﬁZ DZ
b, D,
De méme, en posant Q,(x,1,z) = Q,(x, ¢, t, z), 'équation (30) devient :

2

A
g

A

Dy(x.t,t,2) Q,(x, 2 2)
Di(z,z,2)

Q X, 1, z) = n ~
2( ) Dyt t,z,2) Otz 2)

(30 bis)

N

Au lieu du systéme (SF,) qui n’est plus utilisable au voisinage de la borne
critique z,, on intégre le systéme (SF, ) formé des équations (29 bis), (30 bis)et :

d'(z) = — AD,(z, 2, 2) (15)

d "
EDl(x, ¥, 2) ==AD,(x, z, ¥, z, z)=— AD,(x, y, 2, 2) (31)
;% o(x,z) = — AQ,(x,2,2,2) = — AQ,(x, z, 2). (32)
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En pratique, il suffit de connaitre d, D, et f)z pour calculer o et Q, au moyen
de (13)et 8)(n =2, = f).

Considérons maintenant un intervalle I, = [z, — @, z, + o] sur lequel
|D,(z, z, z)| = k, > 0. Sur cet intervalle, le systéme (SF, ) ci-dessus admet au
moins comme solution le quintuplet (4, D,, d,, ®, Q,) des fonctions a partir
desquelles on I’a construit.

Notons E, [z, — &, z, + o] I'ensemble des quintuplets (5, 2,, 2,0, Q)
de fonctions continues respectivement sur I,, A, x I, A, x I, A, x I,
et A; x I, possédant chacune une dérivée partielle en z globalement continue
sur son domaine de définition, vérifiant

d(zp — o) = d(zp — ), ~--7§2(x1’x2sY1azo =) = Q,(x;, X5, ¥y, 29 — )

et ]9 1 (z, 2, 2) l >K, >0 (la constante K, dépendant du quintuplet). Dans ces
conditions, on peut énoncer le :

THEOREME 8 : Le systéme (SF,) admet comme solution unique dans E, (I,)
le quintuplet (d, D,, D,, 0, Q,).

Démonstration : Elle est analogue a celle du théoréme 4. Les seconds
membres du systéme (SF,) vérifient localement une condition de Lipschitz,
d’ou l'unicité de la solution.

6.3. Cas ou z, n’est pas racine simple de d(z) = 0

S’il existe n € N tel que
D, = D,I(Z,, Z,, zy) # 0 (en posant Z‘ =(Zgs Zgs - - +» Zo) EA,),

on établit, au moyen du théoréme 1 et des relations (6), (7), (8) et (9), un sys-
téme (SF,) que P'on intégre sur un intervalle ou |D,(Z,, Z,, zo)| = k, > 0.
Mais, naturellement, 'intérét est moins grand pour le calcul numérique.

7. EXEMPLE

Etudions I’équation :

E(z) t(x,z)=e** + —;—f e 1(s,2)ds  (0<z<1)
0

On obtient facilement :
dizy =1 — %z , dou z, =% (seule borne critique)
Di(x,y,z)=¢"7">0 ; D, =0

o(x, z) = (1 - %z) e +%e"(e’ - 1)
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Remarquons que

®(zo, 2o) = e%(e%— 1)#0

o] W

donc la condition de compatibilité n’est pas vérifiée, et T (x, z) = o (x. z)/d(z)

2 e 2
tend vers + oo quand z — 3 par valeurs inférieures et vers — oo quand z — 3
par valeurs supérieures (ce que confirment les résultats numériques ci-dessous).

Enfin, on peut calculer également
Q,(x, x,, y,,2) = e¥* X177 — 21 * N
— ex+x;—.v1 (ex _ ex;)
On constate bien que

i, 3
am(x, 7) = — EQZ(X’ z,2,z)

Pour le calcul numérique de la solution, on partage [0,1] en huit sous-inter-
valles égaux et on intégre le systéme (SF,) au moyen de la méthode classique
de Runge-Kutta de rang 4. (On n’a pas utilisé le systéme (SF,) au voisinage

2
dez, = 3 le pas & = 0.125 étant assez grand pour ne pas provoquer d’erreurs

importantes au voisinage de zy). Si T (x, z) désigne la valeur calculée de la
solution 7 (x, z) de E (z), on donne dans le tableau ci-dessous quelques valeurs

det(l,2)etdee (2)=10" x (x (1, 2)—1 (1, 2)).

z 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1

T(1,z) | 0805 | 0824 | 11,629 | 17,963 | 64,032 | — 29,046 | — 10,863 | — 6,623

e(z) -057 | - 1,57 | —3,59 | -89 — 48 + 30,87 | + 15,46 |+ 11,87
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