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METHODES D'ELEMENTS FINIS
AVEC INTEGRATION NUMERIQUE
POUR DES PROBLEMES ELLIPTIQUES
DU QUATRIEME ORDRE (*)

par M. BERNADOU (1) et Y. DUCATEL (?)

Communiqué par P. G. Ciarlet

Résumé. — On étudie I'effet de I'intégration numérique dans I’approximation de problémes
elliptiques du quatriéme ordre par des méthodes conformes d’éléments finis. On donne des
conditions suffisantes qui préservent I’ordre de convergence de la méthode. Ces conditions
prennent en compte I’approximation de la solution et le degré de précision du schéma d’inté-
gration numérique. Cette analyse s’applique en particulier aux éléments d’Argyris et de Bell,
i. e., aux triangles & 21 et 18 degrés de liberté, respectivement.

1. INTRODUCTION

L’approximation de problémes elliptiques du quatriéme ordre par des
méthodes conformes d’éléments finis pour lesquelles la solution discréte est
polynomiale sur chaque triangle nécessite ’utilisation d’éléments finis de haut
degré. Suivant 1’étude de Zenidek [1], ’élément le plus simple est le triangle
de Bell [1], déduit du triangle d’Argyris [1] par suppression des dérivées
normales aux milieux des cotés. Si, a ces bases polynomiales de haut degré,
on ajoute la présence éventuelle de coefficients variables dans la définition des
formes bilinéaire et linéaire, il est cofiteux, ou tout simplement impossible,
de calculer exactement les intégrales définissant ces formes. C’est pourqu01
on est amené A utiliser des schémas d’intégration numérique.

L’ob_]et de cet article est de justifier la convergence de ces méthodes d’appro-
ximation et de mounirer qu'un choix convenable de schémas d’intégration
numérique permet d’obtenir une estimation asymptotique de I’erreur du méme
ordre que celle obtenue dans le cas d’intégrations exactes. Pour ce faire, nous
utilisons les méthodes de Ciarlet-Raviart [1, 2], reprises et complétées dans
Ciarlet [1, 2].

Le probléme continu est défini dans le paragraphe 2. Nous rassemblons dans
le paragraphe 3 1’essentiel des notations et des résultats relatifs 4 1’approxi-
mation du probléme étudié par une méthode conforme d’éléments finis avec

(*) Regu aott 1977.

(*) LR.I.A.-Laboria, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, B.P. n° 105, 78150 Le Chesnay.
(®) Faculté des Sciences, Universit¢é de Poitiers, 40, avenue du Recteur-Pineau,
86022 Poitiers.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis, vol. 12, n° 1, 1978



4 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

intégration exacte. Nous rappelons, en particulier, la définition des éléments.
finis d’Argyris et de Bell. La prise en compte de l’intégration numérique fait
P’objet du paragraphe 4. Moyennant une condition de V,-ellipticité vérifiée
pour des schémas d’intégration numérique convenables (th. 4.2), on obtient
une estimation « abstraite » de I’erreur (th. 4.1). L’évaluation des termes de
consistance (th. 4.3 et 4.4) conduit alors & une estimation asymptotique de
P’erreur, dans le cas général (th. 4.5), puis dans les cas particuliers des éléments
d’Argyris et de Bell (th. 4.6 et 4.7).

A notre connaissance, peu d’auteurs ont étudié effet de I’intégration
numérique dans les méthodes d’éléments finis pour les problémes elliptiques
du quatriéme ordre. Mentionnons cependant le travail de Mansfield [1]
essentiellement orienté sur la prise en compte des frontiéres courbes.

Nous utilisons les notations suivantes :

|| D'u(x)|| = sup | D'u(x).(Ey, - .-, ED,

[&1s1, ., j 8|21

1/2
luly = (LH D'u(x)l|2dx) ,

‘u‘l,oo,K:sup” Dlu(x)“s
xekK

1/2
[l x = (J I D'u(x)szx) ,
0sism\JK

l#]ln, 0, x = sup {sup{| D'u(x)||},
0ZI<m xekK

en convenant que pour [ =0, || D°u(x) || = |u(x)],

P, désigne I’espace de tous les polyndmes de degré inférieur ou égal & n par
rapport 3 I’ensemble des variables x;, x,,

0/dv désigne I’opérateur de dérivéenormale extérieure unitaire.
2. LE PROBLEME CONTINU

Soit Q un ouvert borné de R2. Nous considérons le probléme suivant :

2 & ( Z aij(x)aiu)=f dans Q,

lil=2 li]=2 @.1)
=—= sur I' = 0Q,
on
ou i et j sont des multi-indices.
Posons
a(u, v) = Y, ay(x)0'ud vdx,dx,, 2.2
Qlil,|j]=2
f@ =J fodx,dx,. (2.3
Q
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ELEMENTS FINIS POUR DES PROBLEMES DU QUATRIEME ORDRE 5

Nous supposons que les données f et a;; appartiennent a 1’espace %° (®)
(régularité liée A D’utilisation de schémas d’intégration numérique) et que
PPopérateur défini en (2.1) est uniformément elliptique (Nec#s [1], p. 23) i. e.
il existe une constante B > O telle que 1’inégalité

. ;l 2a.-,-(x)&"§’2B|&I“ (2.4)
AP A
soit vérifiée partout sur I’ensemble Q, pour tout & = (&, &,) € R%. Dés lors,
la forme bilinéaire a (., .) définie en (2.2) est HE (Q)-elliptique et le
probléme (2. 1) admet une solution unique #, i. e. :

. . 2 H
il existe u € Hy (), unique, telle que } (2.5)

a(u,v) = f(v), pour tout ve H3(Q).

Remarque : Un cas particulier intéressant de 1’équation (2.1) est celui du
probléme de la plaque encastrée (¢f. Ciarlet [1], n°2). =

3. METHODES CONFORMES D’ELEMENTS FINIS

Nous supposons désormais que le domaine Q est polygonal ce qui permet de
le recouvrir exactement par des triangulations J,. Nous considérons une
famille réguliére de triangulations J, au sens suivant (¢f. Ciarlet [1, 2]) :

6) il existe une constante o telle que
3.1

Pk
ol i = diam (K ) et py = sup { diam (C); C est un disque contenu dans K };

Vh, VKe, TX<a, s

(i) la quantité h = max hg tend vers zéro. (3.2)
KeJn

A chaque triangulaire J,, on associe un espace d’éléments finis ¥, dont les
fonctions sont déterminées par les conditions suivantes :

rr2 o \

(i) surchaque KeZ,, elles apparticnneni a ’espace Py < H™ (K);
(i) sur chaque KeJ,, elles sont déterminées par leurs valeurs
et par les valeurs de leurs dérivées sur I’ensemble des degrés de
liberté de I’élément K; - (3.3)
(iii) elles appartiennent & ¢* (Q);
(iv) elles s’annulent ainsi que leur dérivée normale sur la fron-
tiére I (ce dernier point prend en compte les conditions aux limites).
II s’ensuit, d’apres Ciarlet [1], th. 2, n° 3, que
Vo < HY (@), (3.4)
d’ou I’appellation de méthode conforme d’éléments finis.

vol. 12, n° 1, 1978



6 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

Le probléme discret associé au probléme continu (2.5) et au sous-espace de
dimension finie ¥}, de H3 (Q), consiste & trouver une fonction u, € ¥, telle que

Vo,eV,, a(u,, vp) = f (vp). (3.5)

L’inclusion (3.4) et les propriétés des formes a (., .) et f(.) assurent
Pexistence et 1’unicité d’une solution w, pour le probléme discret (3. 5).

Avant d’aborder le probléme de l’estimation de ’erreur || u—uy ||z, @
rappelons deux exemples classiques d’éléments finis triangulaires satisfaisant
les conditions (3.3). Ce sont les exemples d’éléments finis de plus bas degré
(degré 5) assurant P’inclusion ¥, < %* (Q) et pour lesquels la solution discréte
est un polyndme sur chaque triangle Ke 7, (¢f. Zenisek [1]). Pour chaque
triangle K€ J,, nous notons Py I’espace fonctionnel et Z, 1’ensemble des
degrés de liberté de 1’élément fini associé.

Exemple 3.1 : Elément fini d’Argyris (cf. Argyris-Scharpf [1]) :

Figure 3.1.

Triangle d’Argyris, ou triangle & 21 degrés de liberté

Py = P;(K); dim Py =21,
Zx ={p(a), Dp(a)(a;-y—~a;), Dp(a)(a;4,—a;), 1 S i <3,
sz(ai)(aj-f-l—aj—l)z’ 1=4,j=3, Dp(by(a;—c), 1 £i 3}-

Dans I’expression de Zx les indices sont numérotés modulo 3.

Exemple 3.2 : Elément fini de Bell [1] (ou élément fini & 18 degrés de liberté).

Cet élément fini est déduit de 1’élément d’Argyris par élimination des trois
degrés de liberté Dp (b,) (a;—c;), 1 £ i < 3, conformément aux résultats de
Ciarlet ([2], th. 2.2-12).

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ELEMENTS FINIS POUR DES PROBLEMES DU QUATRIEME ORDRE 7

a0

o
w?

Figure 3.2.

Triangle de Bell, ou triangle 4 18 degrés de liberté

Py = P5(K) = { pe P5(K); 8, pe P3(K') pour chaque cdté K’ de K };
dim Py = 18; P,(K) < Px < P5(K);
Iy = {P(ai)’ Dp(a;)(a;-1—ay), Dp(a)(a;+1—ay), 1 Si53;
D*p(a)(aj+1—a;-1)* 154, j <3}

Pour résoudre le probléme de I’estimation d’erreur, Ciarlet ([1], n° 6) utilise
I’idée de famille affine réguliére d’éléments finis. Cette appellation recouvre
deux notions distinctes :

(i) triangle de référence K : c’est un triangle donné, choisi de maniére quel-
conque dans le plan R?. Tout triangle K € ,, supposé d’intérieur non vide,

est Iimage du triangle de référence K par une application affine inversible Fg
définie par

Fg: %eKi>Fg(X) = Bgx+bg, (3.6)

ol By est une matrice carrée inversible d’ordre 2 et b, un vecteur de R?, et
telle que

Fg(a) =a;, i=1,23. 3.7

Les points ; et a; sont les sommets respectifs des triangles K et K.

vol. 12, n° 1, 1978



8 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

(ii) élément fini de référence (K, P, %) : ici aussi, tout triangle K€ 7, est
associé A un triangle de référence K par D’application affine inversible Fg
définie en (3.6)-(3.7). Mais, en outre, la correspondance porte sur 1’espace
fonctionnel d’interpolation et sur les degrés de liberté utilisés, donc sur la
notion d’élément fini.

Plus précisément, considérons des ensembles T de degrés de liberté constitués
par des formes linéaires du type suivant :

¢! 1 pp(a)),
9% : p—> Dp(af)Ei, (3.8
0t pr> D? p(ad) (&R, &),

ou les points af, r = 0, 1, 2, appartiennent au triangle K et ol les vecteurs

g1, E2, E2 sont construits ou bien A partir de la géométrie du triangle, ou bien
a partir de vecteurs fixés de R2. Alors :

DEFINITION 3.1 : Deux éléments finis (K, P, £) et (K, P, Z), avec des degrés
de liberté de la forme (3.8) sont affine-équivalents s’il existe une application
affine inversible Fx de type (3.6)-(3.7) telle que

K = Fx(K),
a; = FK(Z;:)’ r= 0: 1: 2, (39)
§i1k=BK§i1k’ &i%c=BK‘éi2k’ iZI=BKE.ai2h

ol les nceuds a7 (resp. a7) et les vecteurs &4, €2, E2 (resp. &, €2, §2) proviennent
de la définition des ensembles X (resp. X), et ol

P={p:K—R;p=poF5', peP}. =

DEFINITION 3.2 : On dit que I’on a défini une famille affine réguliére d’élé-
ments finis si pour toute famille réguliére de triangulations J,, il est possible
de définir un élément fini (de référence) affine-équivalent & I’élément fini
(K, P, X)associé dtout KeJ,. m

On peut construire une famille réguliére d’éléments finis du type Argyris
ou du type Bell et, a chaque famille, on peut associer un triangle de référence K.
Par contre, il n’est pas possible de construire une famille affine réguliére
d’éléments finis du type Argyris ou du type Bell. En effet, dans [’ensemble des
degrés de liberté de 1’élément fini d’Argyris figurent les trois dérivées normales
aux milieux des c6tés et ces degrés de liberté ne sont pas invariants par trans-
formation affine, d’olt I’impossibilité de définir des éléments affine-équivalents.
Il en va de mé&me pour I’élément fini de Bell ol les dérivées normales aux milieux
des coOtés apparaissent de fagon implicite dans la définition de P (K).

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ELEMENTS FINIS POUR DES PROBLEMES DU QUATRIEME ORDRE 9

Cette situation n’est cependant pas génante dans la mesure ou, si la notion
de famille affine réguliére est utilisée pour I’estimation du terme d’interpolation
| V=", ¥ |m,q (Ciarlet [1], n° 6, th. 5), on sait adapter cette étude au cas de
familles non affines construites A partir des éléments finis d’Argyris ou de Bell
(Ciarlet [1], n° 13, th. 1). Par ailleurs nous verrons que la prise en compte de
I’intégration numérique n’utilise que la notion de triangle de référence K a
I’exclusion de la notion d’élément fini de référence (IE', b, f), et s’applique
de la sorte indifféremment & des familles affines ou non affines, réguliéres
d’éléments finis.

Nous terminons ce paragraphe en rappelant le résultat d’estimation de
P’erreur dans le cas ou on n’utilise pas de schémas d’intégration numérique i. e.
pour le probléme (3.5).

THEOREME 3.1 (Ciarlet [1], n° 3 et 6) : Soit une famille affine réguliére
d’éléments finis et V), I’espace d’éléments finis associés vérifiant les conditions
(3.3). Nous supposons en outre que

P,(K) < P o meN, mz2,
H™ Y (K) = ¢°(K),
ou s est ’ordre maximal des dérivées partielles intervenant dans la définition de
Pensemble des degrés de liberté Xg.
Alors, si la solution u du probléme (2.5) appartient ¢ H™*! (Q), il existe une
constante C indépendante de h telle que

(3.10)

lu=ttsll2,0 S CH" " u]ns1, 0 (3.11)
ot u, est la solution du probléme discret (3.5). m

THEOREME 3.2 : Soit une famille réguliére d’éléments finis du type Argyris
(resp. du type Bell), et soit V, I’espace d’éléments finis associé vérifiant les
conditions (3.3). I

Alors, si la solution u du probléme (2.5) appartient a H® (Q) [resp. H’ ()],
il exisie une constante C indépendante de h teiie que

lu=tty|lz.0 < Ch*|uls.o (3.12)

(I‘eSp.”u'—uh”LnéCh3|u|5,n), (3.13)‘

oi u, désigne la solution du probléme discret (3.5).

Démonstration : La famille d’éléments finis est cette fois-ci non affine. Pour
obtenir une approximation sur chaque triangle K, on procéde en deux étapes
(¢f. Ciarlet [1], n° 13, th. 1). Par exemple, pour la famille d’éléments d’Argyris :

(i) on introduit la famille affine réguliere des triangles d’Hermite de type (5)
a laquelle on applique le théoréme 5, n° 6 de Ciarlet [1] :

|v—AKu[z'K§éh4|v|6'K,

vol, 12, n° 1, 1978



10 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

ol v est une fonction quelconque de H ¢ (K), o € est une constante indé-
pendante de K et de & et ot Ag désigne ’opérateur de Ps-interpolation
correspondant au triangle d’Hermite de type (5);

(ii)) on montre ensuite que
| g v—vgv]s,x < Ch*|v]s, k>

ol mg est I’opérateur de Ps-interpolation correspondant au triangle d’Argyris.

Par suite | v—7g v | < ¢ nt | v | 6,x» 4’0l ’on déduit 1’estimation (3.12).
Ce type de raisonnement ne s’applique pas directement & P’estimation (3.13).
Cette estimation se démontre par analogie avec Ciarlet [3]. =

4. PRISE EN COMPTE DE L’INTEGRATION NUMERIQUE

Les méthodes conformes d’éléments finis pour les problémes d’ordre 4
utilisent des polyndmes de haut degré (5 pour les exemples 3.1 et 3.2). 1l
faut ajouter a cela la présence de coefficients variables dans la définition des
formes a (., .) et f£(.) [¢f. (2.2)-(2.3)]. Tout ceci explique que les intégrales
qui apparaissent dans 1’équation (3.5) soient rarement calculées exactement
et que I’on préfére utiliser des schémas d’intégration numérique, ce qui revient
a résoudre un nouveau probléme discret :

Trouver u, € V), tel que pour tout v,€ Vj: } 4.1)

ay (uy, v) = fu(vn),
ou a, (., .)etf,(.) sont des formes bilinéaire et linéaire approchées définies
sur I’espace V,, que nous explicitons en (4.14) et (4.15). Pour préparer I’obten-

tion d’estimations explicites de I’erreur, nous donnons dans le théoréme suivant
une majoration « abstraite » de l’erreur.

THEOREME 4.1 : Soit une famille de problémes discrets (4.1) pour laquelle
les formes bilinéaires ay, (., .) sont uniformément V,-elliptiques, en ce sens qu’il
existe une constante o > 0 indépendante de h telle que

Vo,e Vi, “li’%“%,néah(”h’ Vp)- 4.2)

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que

““‘"h“z,n
<c| inf {|u—0,|[, o+ su la(vh,wh)—a,,(u,,,w,,)]}
[uhgyh{n h”2,Q whepVh ”w"HZ,Q (43)
+ sup |f(wh)—fh (wh)l:l -
wheVn ”whnz,ﬂ

La démonstration de ce théoréme est classique (¢f. Ciarlet [1], n° 8, th, 1).

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ELEMENTS FINIS POUR DES PROBLEMES DU QUATRIEME ORDRE 11

Remarque 4.1 : Au second membre de I’inégalité (4.3), on trouve tout
d’abord le terme usuel de la théorie de I’interpolation, puis les deux termes
qui évaluent la consistance des schémas d’approximation des formes bilinéaire
a (., .) et lindaire f(.) respectivement. o

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons vérifiées ou bien les
hypothéses du théoréme 3.1 relatives 4 une famille affine réguliére d’éléments
finis, ou bien les hypothéses du corollaire 3.1 relatives & une famille réguliére
d’éléments finis du type Argyris ou Bell. Les résultats qui suivent sont établis
en utilisant la seule notion de triangle de référence, a I’exclusion de la notion
d’élément fini de référence (¢f. § 3). Ces résultats sont donc valables tant pour
les familles affines réguliéres d’éléments finis que pour les familles réguliéres
d’éléments finis d’Argyris ou de Bell.

Pour toutes ces familles (affines ou non affines) d’éléments finis, nous
associons a I’espace fonctionnel Py défini sur le triangle K et vérifiant :

P,(K) c Py < P,(K), m,neN, 2S<mZ=n, 4.4
’espace fonctionnel P, défini sur le triangle de référence K par

PK={ﬁK:K_)R;ﬁK=pK°FK’pKEPK}’ 4.5

ou Fy est ’application affine définie par les relations (3.6)-(3.7). 1l s’ensuit que
P,(K)c Py = P,(K), m,neN, 2<mz<n. (4.6

Bien entendu, dans les relations d’inclusion (4.4) et (4.6), les entiers m et n
sont respectivement le plus grand entier et le plus petit entier pour lesquels
chacune de ces inclusions est satisfaite.

Remarque 4.2 : Les inclusions (4.6) sont indépendantes du triangle K€ 7,
considéré. =

Pour obtenir une estimation explicite de I’erreur dans le cas ol ’on utilise
des schémas d’intégration numérique, nous vérifions dans le théoréme 4.2 que
Phypothdse {4.2) est satisfaite pour des schémas convenables. Ensuite, dans
les théorémes 4.3 et 4.4, nous préparons I’évaluation des termes de consistance
relatifs & I’approximation des formes bilinéaire a (., .) et linéaire f(.). Enfin,
le théoréme 4.5 donne ’estimation souhaitée.

Définissons les schémas d’intégration numérique utilisés en explicitant les
formes a, (., .) et f; (.). Soit un schéma d’intégration numérique sur le triangle
de référence K:

~ ~ ~ Q ~ ~ A
jAtp(X) dx ~ Y, 0,9 (by); 4.7
K q=1

on, pour ¢ = 1, ..., O, les nombres &, sont les poids et les points 5,1 sont les
neuds du schéma d’intégration.

vol. 12, n° 1, 1978



12 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

A la fonction ¢ définie sur K, nous associons la fonction @i définie sur le
triangle K par Px = @ o Fy, et inversement ¢ = $ o Fz', en désignant par Fx
P’application affine de K sur K définie en (3.6)-(3.7).

En supposant det (Bg) > 0, ce qui ne restreint pas la généralité, on obtient :

J ¢ (x)dx = det (BK)L o (%) dx. (4.8)
K K

Ainsi, le schéma d’intégration numérique (4.7) sur le triangle de référence K
induit le schéma d’intégration numérique suivant sur le triangle X :

/]
L P (x)dx ~ 21 O, k9 (g, x)s 4.9)

a=

avec
w, x=det(By)®, et b, x=Fx(,), 1=<g=0Q. (4.10)
Parallélement, nous définissons les fonctionnelles d’ereur
Q
EK((p) =J (p(x)dx 21 mq K(p(bq K)’ (411)
Q -~

E@)= J o(x)dx— Z ¢ (by) (4.12)

de telle sorte que
Ex(9) = det (Bx) E(9). (4.13)

Les formes bilin€aire et linéaire approchées sont alors définies par

Q
a,(uy, vy) = Z Z Oy, Z (a;; aiuhajvh)(bq,K)’ (4.14)

KeJh g=1 1il,1jil=2
Ju (wy) —5'2.:7 Z Y ,K(fvh)(bq x)- (4.15)

Vérifions maintenant que I’hypothése (4.2) de V,-ellipticité uniforme est
satisfaite pour des schémas d’intégration numérique convenables.

THEOREME 4.2 : Nous faisons les hypothéses suivantes :

(i) Pespace Py vérifie I’inclusion Py = P, (K), ne N, n = 2, ce qui entraine

que ’espace associé P;( défini en (4.5) vérifie Iinclusion IfK c P, (K\ ), ceci pour
tout Ke T ,;

(ii) le schéma d’intégration numérique donné sur le triangle de référence ) 4 par
o~ ~ ~ Q ~ ~ ~ ~
e(x)dx~ Y ®,¢(b) avec ® >0, 1<g=Q,
K g=1

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Q A~ n
est tel que la réunion \ ) { b, } contienne un sous-ensemble P,_, (K )-unisolvant
q=1
oulet le schéma d’intégration numérique soit exact sur I’espace P,, .., (K).
Alors, il existe une constante o > 0, indépendante de h, telle que pour toutes
les formes bilinéaires approchées du type (4.14) et pour tous les espaces V, on
ait

Vo,e Vi, o||04]|Z, 0 = ai(os, 0. (4.16)
Démonstration (en 4 étapes) .

. . o . .
Etape 1 : Supposons tout d’abord que la réunion (] {b,} contienne un
A 7=1
sous-ensemble P, _, (K )-unisolvant. En utilisant la stricte positivité des poids

o, il vient :

~ ~ Q ~ N ~ s~ ~
peP,(K)et ), &, @p(b))* =0 = p(b)=0 pour 1=5g=0Q

q=1 li)]=2

Pour chaque multi-indice i tel que |/ | = 2, la fonction &* p est dans I’espace
P,_, (K) grice a I’hypothése (i) et, comme elle s’annule sur un sous-ensemble

P,_, (R )-unisolvant [hypothése (ii)], elle est identiquement nulle.
Par suite, 1’application

. Q A 1/2
p—>( 2 0 2 (a‘p(bq))z)
a=1 |i|=2

définit une norme sur 1’espace-quotient P, (I? )/ P, (If'). Etant donné que
P’application p — | P |,, x est aussi une norme sur cet espace (¢f. Ciarlet [1],
th. 1, n° 6) et étant donné que cet espace est de dimension finie, il existe une

constante € > 0 telle que

W m sy A1N2 AT A A D 2 PN
VPE LI L), blPIZ,E wa % (4 kaq)) . (4'1/)
i|=2

lIA
Mo

Si Yon suppose que le schéma d’intégration numérique est exact pour
’espace P,,_4 (K), I'inégalité ci-dessus devient une égalité avec € = 1. En
effet, la fonction Z @ p (I;q))2 appartient & 1’espace P,,_, (KA ) pour tout

=2

A . 2 S .
peP,(K) et I’expression Z ®d, Z @p (bq))2 est alors la formule d’inté-
g=1 jij =2
gration exacte de l’intégrale

. z(a"i»(i,,»zd?c =722

K|t|=

vol. 12, n° 1, 1978



14 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

Etape 2 : Considérons maintenant pour un triangle K donné € 7, I’appro-

ximation de 1’intégrale
f Y, a;0udvdx.
Klil,|jl=2

Pour une fonction arbitraire v, € V,, nous posons v, |k = Pg. Soit px € 13,(
la fonction associée A pg par px = pg ° Fx [¢f. (4.5)]. Il est loisible de supposer
det (Bx) > 0 ce qui entraine, avec I’hypothése &, > O et I’égalité (4.10), que
I'on a 0, ¢ > 0.

Alors I’hypothése d’ellipticité (2.4) implique

Mo

©g, k . 1
1 lil,1jl=2

(a;; & Px o Px) (bq. o)

q
Q X 2
2B 2 ©ax IZ L@ px by . @.18)
q= i|=
Mais
0upx() = D*px(¥).(er &), 1=k 12,

ou encore, puisque px = px o Fx, et en utilisant les régles de dérivation d’un
produit :

D? px(%). (e, @)
= Dpx(x).(D* Fx(3%).(ex, @)+ D? p(x).(DF (). &, DFx(%).e€).
Comme Fy est affine, il vient avec (3.6) :
D* px(%)-(es &) = D? py (%) (Bx e Bep.
En interprétant D? py (x) comme la matrice

( 011 Px(x) 012 px(x) >,

021 Px (%) 022 Px (%)
il vient la majoration

(O f’K (SE))Z = ” By ”4 Z (O PK(X))Z,
15k,152
ol ||.|} désigne la norme matricielle euclidienne.
D’ou
Z (8 Px ()’ <4 “ By ||4 Y (Bupx(x)*.
1=5k,152 154,152
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En reportant ces inégalités dans (4.18), il vient avec (4.10) :

Q2

Yagx Y (u;0 pxd pr)(by,x)
q=1 lilsljl=2

a Q A A
Cdet(Bo|| B«[|™* X mqm}lz(ta‘z’x(bq))2
= o)
&det(BK)H Bi||™*| P32, grice aux inégalités (4.17),
¢

I Bell 1| Bx* [|™*| P& |3, x>

ou € est ici, et par la suite, une constante indépendante du triangle K € 7, et
de h. Pour cette derniére inégalité, nous avons utilisé le théoréme 3 de
Ciarlet [1], n° 6, i. e. :

v

v

v

| Px |22 = Cl| Bx || 72 (et (B) ™ *| px |2 x -

En outre, le théoréme 4 de Ciarlet [1], n° 6 entraine
Sy _hkh
[ Bell- I Bc* |l == =,
P Pk
soit, avec I’hypothése (3.1) de régularité de la famille de triangulations,
Il Bxll -1l Bk | = €.

En définitive, il existe une constante o > 0, indépendante de K et de 4, telle
que pour tout pg € Py on ait

Me

lmq,KH %l_z(aijail’xajpx)(bq.x) 2 alPK'%,K- 4.19)

I

q

Etape 3 : En utilisant les-inégalités (4.19) pour tous tes triangles K€ 7, et
en observant que v, | ¢ = pg, nous obtenons

2 S
VeV, ay@ o= 2, 2 ®g, > (a;50' 0,0 v,) (by, ©)
Kedn q=1 lil.151=2
Za ) lvhlg,K= alvhlg,n-
KeThn
Etape 4 : La prise en compte des conditions aux limites de type Dirichlet,

entraine ’équivalence des normes |. |, g et ||.||2, o sur H3 (Q) (inégalité de
Poincaré), d’ou :

Vo,e Vi, ay(vs, 0) 2 d“”h”%,n,

ou o désigne une nouvelle constante indépendante de 4. =
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16 M. BERNADOU, Y. DUCATEL

Remarque 4.3 : Au cours de la démonstration, nous avons utilisé successi-
vement les théorémes 1, 3 et 4 de Ciarlet [1], n° 6. Observons que les démons-
trations de ces théorémes n’utilisent que la notion de triangle de référence a
I’exclusion de la notion d’élément fini de référence. m

La V,-ellipticité uniforme de la forme bilinéaire approchée a, (., .) étant
établie, nous préparons, avec les deux théorémes suivants, 1’évaluation des
termes de consistance de ’inégalité (4.3).

THEOREME 4.3 : Supposons que I’espace P vérifie les inclusions
Pm(K)CPKCPn(K)’ m,nEN, 2§m§n,

ce qui entraine que I’espace ﬁK associé, défini en (4.5), vérifie les inclusions (4 .6)
pour tout K e 7 ,. Supposons en outre que

®,>0, 1=4=0,
R ~ ~ (4.20)
V (P € Pm+n—4 (K)’ E((P) = 0'

Alors, il existe une constante C indépendante de K € T, et de h telle que
Vae W" 1®(K), VpePy, Vp ePg, Vi, jeN?
li|={il=2 (4.21)
iEK(aaip'ajp)l s Ch’E—l”a”m—l,m,K”P,“m+1,K|pI2,K'

Démonstration (en 3 étapes) -

Etape 1 : Premiére estimation sur le triangle de référence.
Compte tenu des inclusions (4.4), nous allons chercher une estimation
d’erreur pour E (avw) avec

ae W* 1'*(K), veP,_,(K), weP,_,(K).
A partir de (4.13), il vient :
Ex(avw) = det (Bg) E (avw), (4.22)

avec ae W™ 1.2 (KR), peP,_,(K), e P,_, (K).
Pour un e P,_, (K) et tout e Wm 1 (K), nous avons puisque m > 2
entraine W™ 1= (K) s 4°(K) :

|E@ )| =

Q A A
jAwwdx— PIACIDICA
K g=1

é éléﬁ)lo,m,k§ é\IEPIo,w.ila"o,w.is

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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en désignant par € des constantes successives qui ne dépendent que du triangle
de référence. Etant donné que | § o, o,z < || ® ||m-1, o, 2 €t comme toutes

les normes sont équivalentes sur ’espace de dimension finie P,_, (K), on en
déduit :

|EG®)] S @ lln-1, . ]| llo, 2-
Ainsi, pour un @ € P,_, (K) donné, la forme linéaire
e Wh = (K) > E(p )
est continue avec une norme < € |  |o, % et elle s’annule sur I’espace P, _, (K,
grice & I’hypothése (4.20). Par suite, en utilisant le lemme de Bramble-Hilbert

(¢f. Ciarlet [1], n° 8, th. 3), il existe une constante C telle que
Yoe W h*(K), VieP,2(K), |EG®)| = C|0|n-1,w 2]|®lo, 2.

Etape 2 : Deuxiéme estimation sur le triangle de référence.
Soit maintenant § = &b avec ae W™ L= (K) et deP,_,(K). Alors,
peWn L (K). En appliquant la formule de Leibnitz, il vient :

A An
!‘P!m—l,m,ﬁ = ![ll) lm—l,w,I’(\

1A

Aam—1 n
~
C Z lalm—l—k,oo,ll(‘lv|k,oo,l?
k=0

Am—1 R "
C Z |alm—1—k,oo,12|vlk,lf’
k=0

IIA

ol, dans la derniére inégalité, nous avons utilisé I’équivalence des normes sur
. . . Fa) .
I’espace de dimension finie P,_, (K ). Par suite, nous obtenons

NaeWmTlo (), yieP, 5 (K), VweP, ,(K), Z

CA aans A fmzl .\ L (4.23)
|E(‘ww)|éCkk%,ola|m—1—k,w,ﬁ|v|k,ﬁ)!w|o,f€- ,

Etape 3 : Estimation d’erreur sur le triangle K.

De l’estimation d’erreur (4.23) sur le triangle de référence KA, nous allons
déduire P’estimation d’erreur sur le triangle K en utilisant les inégalités suivantes
(cf. Ciarlet [1], n° 6, th. 3 et 4) :

lalm—l—k,oo,l?ééh;_l_kialm—l—k,w,l(’ 0=k=m-1,
|, < CHe(etB) 2 |vfxs OSk=m—1,
iﬁ’lo,ﬁ < é(det(BK))_l/ziwlo,K.
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18 M. BERNADOU, Y. DUCATEL
En combinant ces inégalités avec les relations (4.22) et (4.23), il vient :
Vae W' 1*(K), YveP, ,(K), YweP,_,(K),

il existe une constante C indépendante de K€ 7, et de h telle que

N m—1
o] 5 € (L Laluros el oho) ol

< CHE lall-t, ol olln-1, & 0o, & :

On obtient alors ’estimation (4.21) en remplagant v par 8 p’ et w par ¢’ p
dans I’inégalité ci-dessus. m

(4.24)

— TN —— e

Remarque 4.4 : La remarque 4.3 reste valable pour la démonstration du
théoréme 4.3. m
THEOREME 4.4 : Supposons que I’espace Py vérifie les inclusions (4.4) ce qui
entraine que l’espace ﬁK associé, défini en (4.5), vérifie les inclusions (4 .6) pour
tout Kc 7 ,. Soit m un nombre entier = 2 et g un nombre réel quelconque
vérifiant I’inégalité
q > 2/[(m-1) 4.25).
Supposons en outre que
©,>0, 1=q=0,

i Nl (4.26)
V(PEPm+"_4(K), E((P)=0

Alors, il existe une constante C indépendante de K e T, et de h telle que

Vie W L4(K), VpePg,
"fm-l ( 3/2—1/q . ; ) (4.27)
| Ex(p)| = Chg (mes(KNY2 | f |l 1, au ki 2Lz k-
Démonstration (en 3 étapes) -
Pour tout fe W™~ 1:4(K) et tout p € Py, nous avons grice a (4.13) :
Ex (f p) = det(By) E (fx Px), (4.28)
avec fye Wn14(K), pg e Py = P,(K). Mais, on a aussi
E(fxPx) = E(fenp)+E(fx [ px—7 P ]), (4.29)

ol # désigne 1’opérateur de projection orthogonale de L? (1? ) sur le sous-
espace P, K).
Etape 1 : Estimation de E ( fK f Pr)-
Pour tout € W™ 1-4(K), nous avons
[EQ| = C| Vo, 0,2 2 Cl|¥lm-1,0. %>
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puisque I’inégalité (4.25) entraine m—1—(2/q) > 0, soit W™~ 1:4(K) g €° (K).
L’hypothése (4.26) entraine, en particulier, que E (ﬁ/) = 0 pour tout

Y eP,_,(K), d’ou avec le lemme de Bramble-Hilbert (cf. Ciarlet [1], n° 8,
th. 3) :

Ve W LUK),  |EW)| S ClV ner.a 2

Soit maintenant { = /% p avec fe W™ 1-4(K), p e P, (K). En utilisant la
formule de Leibnitz et en remarquant que toutes les semi-normes [R5 |;, ,, 2
sont nulles pour / 23/ peP, (K)), on obtient :

N Y 2N
|77 Pln-1,08 S C L | Fln-1-t,0 2|2k o, 2
ou encore, en utilisant ’équivalence des normes sur ’espace de dimension
finie P, (K) :
- ~ 2 ~
|f;‘;7|m—1.q,1'2 = Ckgo]f Im—l-—k,q,g]&;h,ﬁ'
Comme 7 est un opérateur de projection en norme |. |o, ¢, nous avons

|t plo,2 < |plo, 2-
D’autre part
|mpl, 2 <|p—7p|s,x+|P1 k-
L’opérateur & laissant invariant ’espace P, (K), il existe une ‘constante ¢
telle que (Ciarlet [1], th. 2, n° 6) :

IIA

CAI;"I,R’

17p]2<Clpli 2.

Un raisonnement analogue permet d’établir 1’inégalité

LA Ay
‘ |p—mp|i,%
d’ou

|%p|2,2 £ C| P2, 2-
En combinant alors les inégalités précédentes, on déduit I’existence d’une
constante C telle que

IS ~ A ~ NN A A ~ 2 ~ -~
er va—l.q(K)’ VPEP"(K), lE(f"tP)l é Ckzolf|m—l—k,q.l?lplk,ﬁ'

En particulier, pour f=fre W™ L9(R) et p = pre Py = P,(K), on
obtient :

o a a2 . .
]E(fKnpK)iéckgol(fKIm—l—k,q.l?IpKIk,k' (4.30)
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Etape 2 : Estimation de E (fx (px—% Pg)).
Sim = 4, il existe un nombre réel s € [1, + 00] tel que les propriétés d’injec-
tion continue suivantes soient vérifiées :

W IK) s W (K) 5 €°(K).
En effet, avec le théoréme de Sobolev, on a, dés que g = 1 :
w>UK) s B(K), Vse[l, +oof,
d’ou
WmhaK) & W (K).
1l suffit ensuite de choisir s tel que (1/9)—(1/s) = 1 pour que
wm=33(K) 5 4°(K),

ce qui est loisible d’aprés 1’inégalité (4.25).
Par un raisonnement analogue a celui de 1’étape 1, nous trouvons que

Vie W (K) s €°(K),  VpeP,(K),
EU G215 ClF G=7 D)o, ».%
< C|f o, w, | D=7 Dlo, . &
< || flin-s,0.21 D=7 o, .-
Ainsi, pour une fonction p € P, (}AK ) donnée, la forme linéaire
fewr 3 K)—>E(f[p~7p])
est continue, avec une norme < C |P—% P |o, .7 et elle s’annule sur P’espace

P, _.(K) grice a I’hypothése (4.26). Une nouvelle application du lemme de
Bramble-Hilbert montre que

Ve W N (K), VpeP,(K),
iEA(fA[i_&i;])I é CA‘flm—Ls.I?,f’_&I;lO,I?-
Comme I’opérateur f laisse invariant I’espace P, (13 ), on aura (¢f. Ciarlet [1],
n° 6, th. 2) :
|2=750.22 C| P2z

A

Par ailleurs, P’inclusion W27 (K) g L*(K) entraine
Vée Wz'q(KA), lélo,s,f(‘§ é(lé!o,q,ﬁ+|§|1,q,i+lglz,q,ic‘)
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et ainsi, comme W™ 19(K) c W™ 35(K) :

VfAE Wm—l,q(I%), |f|m—3,s,ﬁ é é(lf‘m—3,q,K+|j{\|m—2,q,K+|f|m—1,q,£)'

En combinant toutes les inégalités précédentes, nous obtenons :
Vfe wn t4(K), VpeP,(K),

IE(f[ﬁ_&ﬁ])l —<_= C(]f‘m—3,q,llz+]flm—z,q,l,(\+|flm—l,q,i(\)lﬁlz.f‘
D’ou, en particulier, pour f=fre W b4 (R)etp = pge Py c P, K) :
|EUx [Px—mpx ]|
é C(|fK|m—3,q,f(+|fK|m—2,q,k+|fK|m—1,q,I?)|II;K|2,I'Z' (431)
Si m = 3, ’hypothése (4.25) entraine W™ 14 (K) 5 ¢° (K), d’on
Vie wn 1 4(K), VpeP,(K),
|E(F[p=2PD| S C|S o, k| P=TP0, 0, %>
ou encore, par analogie avec ce qui préceéde,
|ES[p=npD| = ClISf ||2,0.%| P2 &-
En particulier, pour f=f,e W 14(K) et p = pyxe Py = P, (K), on
obtient :
|EGx[Px=7px DI = C |\ fxll2,q, 2| x5
ce qui n’est autre que ’inégalité (4.31) dans le cas m = 3.
Sim =2, alors P, (K) = Py = P,(K), n = 2. Les mondmes py de degré
< 2 vérifient p, = % py, soit E (fx [Px—17 pk]) = O, et les mondmes de degré

compris-entre-3-et n-vérifient une-inégalité-du type (4-31).
Ainsi, pour tout m = 2, I’inégalité (4.31) est vérifiée.

Etape 3 : Estimation de Ex (fp).
Pour obtenir 1’inégalité (4.27), il suffit alors de combiner les égalités (4.28)-
(4.29), les inégalités (4.30)-(4.31) et (¢f. Ciarlet [1], n° 6, th. 3 et 4) :

| fln1-0,0, 8 S CHE @t B) | f oot ta x> k=0,1,2,
IE’K|k,I’E§ Ch,;((det(BK))_”Z'plk,K: k=0,1,2. =

Remarque 4.5 : Par analogie avec les remarques 4.3 et 4.4, on observe que
la démonstration du théoréme 4.4 n’utilise que la notion de triangle de réfé-
rence & I’exclusion de la notion d’élément fini de référence. =

En combinant les résultats des théorémes précédents, nous obtenons 1’esti-
mation explicite de I’erreur :
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THEOREME 4.5 : Supposons que les hypothéses (3.1), (3.2) et (3.3) relatives
a la régularité de la triangulation T, et a la construction de la famille d’espaces
d’éléments finis V), soient satisfaites. Supposons aussi qu’il existe des entiers m,
n, 2 < m =< n, tels que les relations suivantes soient satisfaites pour tous les
triangles Ke 7, :

Pm(K) < PKC Pn(K)’
H™Y(K) 5 ¢°(K),

ot s est I’ordre maximal des dérivées partielles intervenant dans la définition des
ensembles Zg.

Supposons enfin que le schéma d’intégration numérique sur I’élément de réfé-

rence K soit tel que &, > 0, 1 < g < Q et vérifie 'une des deux conditions
suivantes :

VoeP,, 4(K), E() =0, (4.32)

VoeP, n-a(K), E@©)=0 \

et (4.33)

[ N A~
la réunion | J {bq} contient un sous-ensemble P, _, (K)-unisolvant.
q=1

Alors, si la solution ue H% (Q) du probléme variationnel (2.5) appartient a
Pespace H™ 1 (Q), si ajje Wrn=1= (Q), |i| = |j| =2, et si fe W 11 (Q)
pour un certain nombre q = 2 (q > 2 si m = 2), il existe une constante C indé-
pendante de h telle que

lu—unljz.a
§Chm_1{|ul,,,+1,n (434)

+ C N agllme1, o all#llme 1, 0¥ flln-1.4,0 !
l=ljj=2 /

ou u, € V), désigne la solution du probléme discret (4.1).

Démonstration : Les conditions d’application du théoréme 3.1 étant satis-
faites nous avons

||u_"thu”2,n = 6hm—1|u|m+1,ns

ou C désigne ici (et par la suite) une constante indépendante de 4. Par ailleurs,
les relations (2.2), (4.14) et (4.11) nous permettent d’écrire :

Ia(nhU, wy) — a, (T, u, wh)l = Z Z IEK(aijai(Tchu lx)aj W)
KeTy |i|=|j|=2

H
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ou m, u est 'interpolée de u dans V, et w, un élément quelconque de V,. Le
théoréme 4.3 entraine alors :

IEK(aijai(nhu |K)ajwh)l =< CAhﬁ—l “ a;; “m—l, oo,K”"fh“ ||m+1,Klwh lz,x,
ou encore, avec 1’inégalité de Cauchy-Schwarz et I’hypothése (3.2) :
] a(myu, w,)—a,(m,u, wh)l

= éhm”l(l Z @i llm-1, 0, ) || 754 ||+ 1, 2| 222, 0-
1

|=1il=2

En utilisant le fait que ’opérateur de Py-interpolation préserve l’espace
P, (K), nous avons

“ﬂ:hu”m+1,9§ ”u||m+1,9+“u_nhu|]m+1,9é éliu”m'f-l,ﬂa

et ainsi

inf <”u_vhH2,n+ sup Ia(v"’ wy) = a, (0, w;.)l )

vneVn wh€Vh Ilwhilz,ﬂ
1
< lu—myufl, qt sup L2t W)= (T4, wy) | (4.35)
wh€Vh HwhHZ,Q

lIA

éhm_l{I“‘m+1'9+(|i|=12;‘|=2HaiiHm—1,co,n)” #lnss,0}- !

De la méme fagon, les relations (2.3), (4.15) et (4.11) et le théoréme 4.4
entrainent

If(wh)_fh(wh)lé Z IEK(fwh)I
KeJdn

|

~

=C Y hg (mes(KNYP TP S |y g || @il

KeJy
~
e rmvam—1s____ s W\(1/2)Y=(1/) 1] £ 1) H.. I
=<Cn ULES (82)) 1J |im-1,q, Q|| Wr||2,Q

Pour cette derniére inégalité, nous avons utilisé 1’inégalité
;|a1( bK CKI < (EK: | ax ‘u)l/u(; | bxlﬂ)llﬂ(; ‘ cx IV)llv,

valable pour tous les nombres réels a = 1, B = 1, y = 1 satisfaisant

1 1 1
o=
o B v
On prend ici :
1 1 1
=T ﬁ=q’ Y=23
a 2 g
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d’ou la condition g = 2. Ainsi

N FCARIATA]

< G (mes @)D || £ Loy o (4.36)
wheVhn Hw,,”z,n

Nous sommes dans les conditions d’application du théoréme 4.1 et I’on
obtient 1’estimation (4.34) en reportant les inégalités (4.35) et (4.36) dans la
majoration abstraite (4.3). =

Dans le cas particulier d’une famille réguliére d’éléments finis d’Argyris ou
de Bell, les théorémes 3.2 et 4.5 entrainent :

THEOREME 4. 6 (estimation d’erreur pour I’élément d’ Argyris) : Soit une famille
réguliére d’éléments finis du type Argyris et soit V, Pespace d’éléments finis
associé vérifiant les conditions (3.3). Soit un schéma d’intégration numérique
tel que o, > 0, 1 = g £ Q, et vérifiant :

VoePs(K), E(9)=0. (4.37)
Alors, si la solution ue H% (Q) du probléme variationnel (2.5) appartient a

Pespace HS (Q), si a;;e W= (Q), |i| = |j| = 2, et si fe W*4a(Q) pour un
certain nombre q = 2, il existe une constante C indépendante de h telle que

““"“h”z.n

_S_éh4{|u|6,n+ _

1%

|=|Z'-| ) 2||a.-j||4,°o,n||u ls,e+ | fll4, 0.2}, (4.38)

ol u, € V), est la solution du probléme discret (4.1). =m

THEOREME 4.7 (estimation d’erreur pour I’élément de Bell) : Soit une famille
réguliére d’éléments finis du type Bell et soit V, I’espace d’éléments finis associé
vérifiant les conditions (3.3). Soit un schéma d’intégration numérique tel que
®, > 0,1 = g £ Q et vérifiant une des deux conditions suivantes :

VoePs(K), E(§)=0 (4.39)
ou

V¢ePs(K), E@) =0
et (4.40)

[N
la réunion U {bq} contient un sous-ensemble P5(K)-unisolvant.
q=1 i

Alors, si la solution we HZ (Q) du probléeme variationnel (2.5) appartient a
Pespace H5 (Q), si a;;€ W3 (Q), |i]| = |j| =2, et si fe W34 (Q) pour un
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certain nombre q = 2, il existe une constante ¢ indépendante de h telle que

lu—un]2,0

éCh3{|“|5,ﬂ+l.l ‘F‘l 2||aij”3.eo,n”“||s,n+”f||3.q.n}’ 4.4
il=|Jjl=
ot u, € V, est la solution du probléeme discret (4.1). =

Dans Lyness-Jespersen [1], p. 30, on trouvera deux schémas d’intégration
numérique vérifiant les conditions (4.37) et (4.39) et comportant respecti-
vement 12 et 13 nceuds. A notre connaissance, il n’existe pas de schéma plus
simple que les deux précédents vérifiant la condition (4.40). Pour conclure,
notons que les résultats de ce travail sont directement applicables au probléme
de la plaque encastrée (¢f. remarque 2.1) et qu’il est possible de les étendre au
cas d’un opérateur du quatriéme ordre uniformément elliptique [i. e. vérifiant
I’inégalité (2.4)] du type

Au= Y I Y a;(x)0 ).,
>} li]s2 fj1=2

En particulier, I’obtention d’une estimation d’erreur asymptotique du méme
ordre que celle donnée en (4.34) est alors possible en utilisant les mémes
schémas d’intégration numérique [i. e. vérifiant les conditions (4.32) et (4.33)].
Pour des résultats de ce type, on peut se reporter & Bernadou [1] ou figurent
également des exemples d’utilisation d’autres familles d’éléments finis de
classe %,
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