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RESULTATS NUMERIQUES DE REGULARITE
DU PROBLEME DE STOKES ET DU LAPLACIEN ITERE
DANS UN POLYGONE (*)

par René Loz ()

Communiqué par J CEA

Résumé — On étudie les solutions de P'équation z* sm? ¢ =sin?(z @) ze C, @ est un paramétre réel
On peut donner toutes les solutions de partie réelle bornée Ces solutions interviennent explicitement
dans le développement des solutions du probléme de Stokes dans un polygone de R?, au voisinage des
sommets

J. E. Osborn a montré [6] que la solution du probléme de Stokes dans un coin
d’angle ¢ admet un développement qui se décompose en une partie réguliére et
une partie singuliére dont les puissances sont liées aux solutions de I’équation

Z2sin2p=sm?(zp), z=x+1yeC. (%)
Il existe des résultats semblables pour le laplacien 1téré [2, 4].
11 est démontré en particulier [6], th. 4, pour le probléme de Stokes :
—Au+Vp=f dans Q,
Veu=0 dans Q,
u=0 sur 09Q,

Q étant le secteur infini déterminé par Ox et le demi-axe qui fait un angle ¢
avec Ox, le :

THEOREME : Supposons ¢#m, fe(W™(Q)? et
j r*| D™ f,|*dxdy< + o0 pour tout a<0,
Q

alors pour r petit, nous avons les développements suivants .

m;—1
U=+ y chk(ﬁh In*r + Zr’”a" (9),
0<x,<2 k=
m,—1 -1
p=p+ Y Z (0" nkr + 2 rridp(e),
O<x,<2 k=

(*) Regu ma1 1977
() Institut de Mathématiques et Sciences physiques, Umiversité de Nice
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268 R. LOZI

ouil e[Wi5t2(Q)?, pe WI*H(Q) et ¢ € di; db sont des fonctions C* de 6;
0<0<q,les z,sont les solutions de (x) de multiplicité m,,x,=Rez,; W5 (Qestla
classe de fonctions pour lesquelles la norme suivante est finie

||w||§m=zj 120=m | D[ dx dy,
i=0JQ

|D'w(x, y)|?= |Z | D*w(x, y)|2.

al=yj

D’autres théorémes sur les espaces de Sobolev avec poids sont également
démontrés.

I1 est intéressant de connaitre exactement tous les z, de partie réelle bornée
pour pouvoir résoudre numériquement le probléme de Stokes par une méthode
d’¢léments finis singuliers ou pour connaitre I’ordre maximal qu’il faut prendre
pour des éléments réguliers [8], chap. 8 et [1].

Nous étudions les solutions de I’équation (%) et nous pouvons donner
(M., @)e(R*)? étant fixé, toutes les solutions de (x) telles que |x|<M,,
V yeR™ ainsi que leur ordre de multiplicité.

Pour cela, nous définissons des ensembles &/} , hors desquels on connait
toutes les solutions de (%) et dans lesquels on peut compter, soit directement, soit
grice a un algorithme le nombre de ces solutions.

On retrouve en particulier les résultats de J. B. Seif [7] qui étudie les solutions
de (*) pour 0 <@ <= par des techniques différentes.

1. ETUDE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION (%)

Les solutions de cette équation sont aussi celles de 1’'une ou ’autre des
équations

zsin @ =sin (o z) (1)
zsin @ = —sin(p z), 2
ze C, z=x+iy ce qui donne
{ xsin@=sin xpchy o, (1)
ysing=cosx@shyao, (1)
{ xsin@= —sin x@chyq, 29
ysing=—cosx@shyo. (2"

Les solutions de (1) [resp. (2)] sont celles qui vérifient (1') et (1”') [resp. (2') et (27')].
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REGULARITE DU PROBLFME DF STOKES 269

Ces solutions étant symétriques par rapport & x, y et @, on se contente d’étudier
ces équations pour x, y et ¢ dans R™.

a-

On va définir des ensembles o} , = (R*)? dans lesquels on saura compter
exactement le nombre de solutions des équations (1) et (2), et hors desquels on
connait toutes les solutions de fagon explicite.

DEFINITION 1 : On définit les ensembles of}, suivants: keN, leN,
ie{0,1,2}:

%.F{(x, v, 9)e(R*|pelkm, (k+1)ﬂ[,xe]0,oz"—g¢|:sii=l=0
txe r l+i2—i +2i—i2cx T l+i
¢ @ 4 o o\ 2
+1 s -3i+1 ino
— == n
AR ] i
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270 R. LOZI

La figure représente la projection sur le plan (xO ¢) de quelques-uns de ces
ensembles.

On vérifie aisément que ces ensembles sont bien définis et disjoints.
On note 2
‘ d%:i=d§,ku'°j{,k: ﬂl,k=_U ﬂ;,k
et i=0

Aio=2i (R x{@})  pour i=0,1,2.

1.1. Les solutions hors des </, ,

1.1.1. ¢=0alors V(x, y)e(R*)? (x, y) est solution de (1) et de (2). Il n’y a pas
d’autre point de bifurcation de (1) dans (R*)? & partir de cette solution, que les
points x=y=0, x=1, y=0, car la partie principale de (1) et (1"’) aprés division
par @ ne s’annule que pour ces points.

1.1.2. ProPOSITION 1 : Les seules solutions de (1) et de (2) pour o=k, ke N*
sont les solutions (x, y) telles que xkeN, y=0.

Démonstration : =k (on prend ke N* vu 1.1.1). Les solutions de (1") sont

xkeN, yeR™ eten reportant dans (1) on trouve que y =0. On démontrerait de
méme pour (2).

1.1.3. PrOPOSITION 2 : La seule solution de (1) et de (2) pour x=0,V @ eR** est

la solution triviale x=y =0, de plus, il n’existe pas de point de bifurcation a partir
de cette solution.

Démonstration : Six=0(1") est vérifie VyeR"' et(1”") devient ysin =sh y ¢.
Si y=0 cette égalité est vraie, si y>0 elle est fausse car ¢>0 et

shyp>y@=ysin .
Le jacobien de
F x \_[xsing—sin x@chyo
y’(P “\ysinp—cosx@shyq
n’est pas inversible quand ¢ =sin ¢ sur la solution triviale et on peut toujours

appliquer le théoréme des fonctions implicites. On démontrerait de méme
pour (2).

Ceci termine 1’étude des solutions hors des &, .
1.2. Les solutions dans les <7, ;

1.2.1. Notons qu’il existe une solution évidente de (1) qui est x=1, y=0,
VeeR™*, et en raisonnant comme a la proposition 2, les seuls points de
bifurcation possibles de cette solution, sont les points ou @ =tg .
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REGULARITE DU PROBLEME DE STOKES 271

1.2.2. ProprosITION 3 : Si(k+1) est impair (resp. pair), il Wexiste pas de solution
de (1) [resp. de (2)] dans les o, , correspondants.

Démonstration : Soit par exemple k pair, | impair, alors dans <7, ,ona@elkm,
(k+Dn[ et xe[ln/o, (I+1)m/e[ donc sine>0 et sinx@=0, soit
xsin @>0=sinx @ ch y © : (1') ne peut pas avoir de solution, (1) non plus. On fait
de méme pour les trois autres cas (en notant que si =0 x €]0, n/¢]).

1.2.3. Les solutions réelles
ProrosITION 4 : o7, 4, etant fixé, soit

1—-1¢2
t=(— 1)'(5“(;‘p et f(t)=Arccost—

+Im;

(1) 1#0 (k+1) étant pair (resp. impair); si f (t)<O0, il existe une solution réelle
unique de (1) [resp. (2)} dans o7, ainsi que dans o}, si f (t)=0 il existe une
unique solution réelle de (1) [resp. (2)] dans o ,1,,4(9 qui vaut

xz(_l)k(Arccost+l1t)

et aucune dans A7;f, si f (¢)>0, il Wexiste pas de solution réelle de (1) [resp. (2)]
dans )4

(i) 1=0; k étant pair et ¢ =7/2 (resp. k impair) il existe une unique solution
réelle de (1) [resp. (2)] dans % k| €t aucune dans R Aty o (quand @ €[n/2, n[ la
solution de (1) est x=1);

(i) 1=0,k=0et @ <n/2 il existe une unique solution réelle de (1) quivaut x=1
dans s ), et aucune dans g, -

Démonstration : (i) 1#0 prenons k et [ pairs, si y =0 (1"’) est toujours vérifiée,
(1') se met sous la forme

xsin @ =sin x . (1"a)
Dans o, ,x@€[ln, (I+1)n], comme [ est pair, la courbe sinx ¢ est
strictement concave et ne peut étre coupée qu’en deux points au plus par une

droite, de plus elle est en-dessous de chacune de ses tangentes. Soit x, I’abscisse
du point ou la tangente a sinx ¢ a la méme pente que la droite xsin @ :

i .
xoz—[Arccos(sm(p>+ln].
© Y

vol. 12, n° 3, 1978



272 R 1071

Posons a=x,smn @ et f=smx, @, 11 y a trois cas posstbles

a<fP la droite xsin @ est sous la tangente a sin x ¢, on a deux intersections
dont les abscisses sont séparées par x, 1l existe une seule solution de (1’ @) dans
7y, €t une seule autre dans /7,

a=f ladrote est confondue avecla tangente on a une seule solution x = x,
dans o/},

o> ladroite est au-dessus de la tangente donc au-dessus de la courbe, (1’ a)
n’a pas de solution dans <7,

En posant

Sin
=22 goi<t,

©
a=t(Arccos t+Im), B=sm(Arccost)=./1—1t*,
s1
a—PB 1—1?

f(t)-——T:Arccost——t—+l1t,

I’étude du signe de f, donne les trois possibilités On démontre de méme les trois
autres cas (k ou l, pair ou impair), ce qui conduit a poser

t=(— 122 ®
¢

(1) et (1) =0, so1t k pair, x ¢€]0, [, sin x ¢ est strictement concave et a au
plus deux intersections avec x sin @, x =0 étant ’une d’elles et n’appartenant pas
a . ,| 11y a au plus une intersection qui existe toujours car la pente de xsm @
est inférieure a celle de la tangente 3 ’origine 4 sin x @ (qut vaut ¢) On a doncune
unique solution de (1’ @) dans &, k| Pour vorr dans quelle partie de &, , elle
se trouve, on cherche quand (1’ g) est vénifiée avec x=m/2 ¢ Cela donne ¢ =m/2

On distingue les cas suivants -

¢=m/2 onasine=<2q@/nsoit (/2 @)sin ¢ =1 et I'intersection de x sin @ avec
sinx @ appartient & /3, , donc 1l n’y en a pas dans A3}, (en particulier st
¢ €[ /2, nf x=1 solution de (1’ a) est dans 5/, ¢|, et c’est la seule solution dans ce
cas), le (11) est démontré

p<mn/2 alors (m/2¢@)sing>1 et l'ntersection de xsin@ avec smxQ
appartient & &/{,,, mals cette intersection est séparée de l'origmne par
(1/¢@)[Arccos (sin @/@)] donc elle appartient a Méow et 11 n’y en a pas dans
o34, Comme x =1 est dans /g, C’est la seule solution et le (1) est démontre
On procéde de méme pour k impair

La proposition 4, réglant complétement le sort des solutions réelles, on passe
a I’étude des solutions complexes

R AIR O Analyse numenque/Numerical Analysis



REGULARITE DU PROBLEME DE STOKES 273

1.2.4. Les solutions complexes

y étant différent de 0, on montre le :

LeMME 1 : (k+1) étant pair (resp. impair) (1) [resp. (2")] est équivalente a (3) :

1 —1)*ysi
x=—[Arccos<(—m—(E)+ln:l
¢ shyo

et X (y) solution de (3) vérifie :

1 (—l)ksin(p) ] ( 1)11:
—| Arccos{ ——— |+in [Zx ()< I+= | —,
@[ ( ® =*0) 2/ o

de plus % (y) est strictement croissante d’une borne a lautre.

La vérification de ce lemme est évidente, et vu la proposition 3, on n’a pas a
s’occuper des autres cas. On en déduit la :

PROPOSITION 5 : Si (k+1) est pair (resp. impair) il n’existe que des solutions
réelles de (1) [resp. (2)] dans /7, et AF,.

Démonstration : Vu le lemme 1, %(y) solution de (1”’) appartient & </} , donc
afortiori les solutions de (1).

COROLLAIRE &/, ), étant fixé :
(i) 1#0 (k+ 1) étant pair (resp. impair) si

1—(—1)k<l+%>%sin(p20,

il wexiste pas de solution strictement complexe de (1) [resp. (2)] dans </, klos
(i) =0, k étant pair et p=7/2 (resp. k impair) il n’existe pas de solution
strictement complexe de équation (1) [resp. (2)] dans 4, ), -

Démonstration : (1) [#0, k et | pairs, si (I+(1/2)) (n/@) sin 9 <1 vu le (i) de la
démonstration de la proposition 4, les solutions x; et x, de (1’ a) vérifient :

1 i 1
x1<A|:Arccos<sm—(p)+ln:| et ng([.;_,.)i_
® ® 2]

Pourtout yet ,ch y = 1,1a pente de x sin ¢/ch y ¢ est inféricure ou égale a celle
de xsin ¢, donc les 2 solutions X, (y) et X, (y) de (1') vérifient :

1 :
<%, () £x; < 6[Arccos<%>+ln:|§fc(y)

1
éi(y)<<l+—> T st (s DT
2/ 0 0]

vol 12, n°® 3, 1978



274 R. LOZI

X (y) étant solution de (1”’). On ne peut pas vérifier simultanément (1) et (1”"). On
démontrerait de méme les trois autres cas, ce qui conduit a poser

1
1—(—1)"<l+§)%sin<p;0.

(ii) =0, k pair et @ >m/2, d’aprés la proposition 4, x solution de (1’ @) vérifie
x =71/2 ¢ et X (y) solution de (1’) qui est unique vérifie : X (y) = x=n/2 @, mais % (y)
solution de (1) vérifie £(y)<n/2¢ vu le lemme 1. D’ou le corollaire. On
démontre de méme pour k impair.

On va alors obtenir des renseignements sur les solutions des équations (1') et
(2") qui avec I'algorithme développé ensuite, permettront de connaitre toutes les
solutions réelles ou complexes des équations (1) et (2).

PROPOSITION 6 : o7, ), étant fixé, t et f (1) définis comme a la proposition 4,
(k+1) étant pair (resp. impair) 1#0 (sauf si ¢ <m/2) et

1
1- (—l)k(l+§>%sin(p<0.
Soit X(y) la solution de (1') [resp. (2')] dans o, |, supérieure a x* avec :

x* : solution de (1" a) [resp. (2’ a)] dans o}, si f(t)<0;

x* : solution de x* ¢ =tg x* @ dans i, sif (1)>0[sik=1=0et @ <m/2,X(y)
est la solution de (1') et x* =1] alors -
I+~

¢
et X est strictement croissante d’une borne a I'autre, en particulier de x* a
(I+ (1/2))n/@ pour y croissant de y, a y,; de plus
(—1)"“J”csin(p>

sin X @

x*<x(y) =

1
y(X)= —Argch(
®

avec
= (x*) et = 1 Argch (— l)k l+ —1 —sin (0]
yg y yd g 2 .

Démonstration : Soient par exemple k et [ pairs, [#0 on pose

c>c=|iA1rccos<Sm—(p>+l1r:|sm(p
et ¢ o
B=sin|:Arccos<§%(—p~>:|,

on distingue deux cas : a <, il existe une solution x* de (1’ a) dans &/ ,1,;(]2“, mais
comme (I+(1/2)) (n/@)sing>1; elle ne peut pas &tre, dans df,qu, car

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



REGULARITE DU PROBLEME DE STOKES 275

xsin@>sinx . (1') est équivalente & xsin@/chyop=sinx¢@, la pente de
xsin @/ch y @ est inférieure a celle de xsin @ et décroit quand y croit. Comme
sin x ¢ est concave dans 7, |, , X (y) solution de (1) est strictement croissante de
x* a (I+1) (n/o) pour y allant de 0 4 1'®. On a

1 xsin @
1 =—A
(1) =y o) rgdl(sinx(p)

1 I\ =
=—Argch|{ I+ = ] —si .
Ya o rgc (( +2>(ps1n<p)

o> B onn’a pas de solution de (1’ a), on cherche x* pour lequel x*sin @/ch y @
est tangent a sin x @; de 1’égalité des pentes de x sin p/ch y @ et sin x p et de (1') on

tire
In 1\ n
x* p=tgx* avec x*o@e |—,{l+=)—| .
o=t oc o (1+3) 5l

On démontre que X(y) croit strictement de x* a (I+ (1/2))(n/@) et en parti-
culier de x* a (I+(1/2))(n/@) pour y allant de y,=y(x*) & y,; défini comme
précédemment.

d’ou ’on tire

On démontre les autres cas de la méme fagon, ce qui conduit a la
proposition 6.

Remarque : Pour 0,622 < ¢ <m/2 il n’y a pas de solution strictement complexe
dans A, .

Démonstration : Dans le cas ot ¢ <m/2, x* =1 si on montre que X(y,)<1, il ne
peut pas y avoir de solution commune a (1’) et (1""). Soit en posant

1 t
tzsm(p et u=Argch(n—)
o® 2

il suffit que

1 t
F (@)= 6Arccos<—g{;><1

mais F () est décroissante pour ¢ €]0, ©/2[ et en particulier F (0.622) = 0.999875.

ProposITION 7 : Sous les hypothéses de la proposition 6 et dans le cas
ou f(t)>0, soit %, (y) la solution de (1') [resp. (2')] dans |, inférieure a x*,
vérifie IT/Q <X, (y) < x* et X, (y) est strictement décroissante de x* da /¢ pour
yely,, . De plus, si %(y,)<x* il existe une unique solution complexe de (1)
[resp. (2)] de partie réelle x telle que % (y,) Sx < x*.

vol. 12, n° 3, 1978



276 R. LOZI

Démonstration : Le cas ou k=1=0 et ¢ <7/2 n’¢tant pas considéré car X, (y)
est la solution nulle quel que soit y, on fait le méme raisonnement qu’a la
proposition 6, pour démontrer l’existence et la décroissance de X,(y). Si
X (y,) =x*; comme X (y) solution de (1"”") [resp. (2")] est croissante et X, (y) solution
de (1) [resp. (2)] est décroissante a partir de x*, il ne peut exister qu’une et une
seule solution dont la partie réelle soit comprise entre I /@ et x* et en particulier
entre x(y,) et x*.

1.2.5. Dans le cadre de la proposition 6 si

(= 1) xsintp)

y(x)=Argch( -
sinx @

g L (—1)*(sin ¢/9) y (x)
F (x)= o [Arc cos( Sh o () >+ l n]

les solutions de (1) si (k + ]) est pair [(2) si (k + [) impair] strictement complexes ont
pour partie réelle les solutions de & (x)=x(I) auxquelles il faut ajouter la
solution prévue par la proposition 7 si & (x*)< x*, cette solution ayant une
partie réelle x comprise entre & (x*) et x*; de plus F est continue et strictement
croissante pour x € [x*, (I4+(1/2)) (n/@)] car vu la proposition 6 et le lemme 1, elle
est composée de fonctions strictement croissantes.

et

Vu le principe des solutions isolées des fonctions analytiques pour les
équations (1) et (2), les solutions de(I) sont isolées.

On va développer un algorithme donnant tous les zéros de (I) pour x €[a, b}
qui s’applique dans ce cas.

1.3. L’algorithme

L’algorithme se démontre en deux parties :

HypotHESE (H) : Soient [a, b] = R un intervalle de longueur finie et f une
application de [a, b] > R continue strictement monotone croissante, telle
que f(a)#a, f(b)#£b et que les solutions de I'équation (I) : f(x)=x soient
toutes isolées sur [a, b].

DEFINITION : On définit la suite (x,), .y de points de [a, b] de la fagon suivante :
) sife)<a:x,=a:

b—x;
Xi+1 =Xi+ _ZT'— ,
si x;# b, avec k; le plus petit entier positif ou nul tel que
fxiv)<x,
Xi+1=X; si x;=b;

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



REGULARITE DU PROBLEME DE STOKES 277

(1) sif(a)>a, xo=a:

x,—+1=min<b,f—()i+—>ﬁ>.

2

Dans les deux cas, on démontre que la suite (x,) est bien définie, croissante et
qu’on a le théoréme suivant :

1.3.1. THEOREME 1 : 1° s’il existe i tel que x, =b, alors il n’y a pas de solution
de (I) sur [a, b);

2°si lim x,=x#b<>x est la plus petite solution de(I) sur [a, b].

B ©

Démonstration : (i) x, est défini, montrons que x, I’est aussi :
J@<a < xo—f(x)=8>0,

fest continue : V& >0, 3a>01tq, V x vérifiant

\x—x0|<<x = ‘f(x)—f(x0)|<é"
= f(x)<f(xo)+& <f(x0)+8=xo

si <6 (ici x>xg), il suffit de prendre (x; —xo) <o pour que x; existe, soit
[(b—a0)/2"] <. On démontre de méme pour X; et la suite (x,) est croissante par
construction;

(i) on montre par récurrence que VieN, f(x;)>x;1q €t X112 X; ¢

1° onappelle i, le plus petit i tel que x; = b, comme (x,) est croissante [a, b] est
« partitionné » en intervalles

[xo, XU [x . X0 u oo Ulx oy, x ] Vxela, b], 3i,
tel que xe[x;, x;+,] mais f est croissante et I’'on a
fSf(xiv)<x2x,
soit f (x)<x dans le cas (i) et

f)Zf(x)>xie12x
dans ’autre cas;
2°(i)on a

b—x;
Xi+1=X,+ ok S X)) <x;
et

b—x;
y=x;+ SR =X+ 1+ (X1 —X3)

vol. 12, n°® 3, 1978



278 R. LOZI
et f(y)=x; par construction

S iw) <% Sf X4 1+ (X 1 — X))

et en passant a la limite
f()=x (x= lim x;),
i—> o
x est 1a plus petite solution de (I) : en faisant le méme raisonnement qu’au 1° on
montre que Vx', a<x<x' on a f (x')<x;
2° (ii) on est dans le cas ou x;<b car

x= lim x;#Db,
donc
VieN, x., =1 00t%
2
et
V>0, IN>0tq, Yn>N, |x,—x|<&
donc
lf(x,,)—-x|§|f(x,,)+x,,—2x|+|x—x,,\§3£
et

lim f (x))=x=f(x),

X, =X
de la méme fagon qu’au (i) : Vx', a<x<x' ona f(x')>x".

Réciproquement : Vu le 1° si x est la plus petite solution de (I) sur [a, b]
on a lim x,=y#b avec y=x d’aprés ce qu’on a démontreé.

n— o

On note G (f (x); a, b)= lim x, ol les x, sont définis comme au théoréme 1,
n = o

cette limite existe toujours car (x,) est croissante et majorée.

1.3.2. THEOREME 2 : Sous ’hypothése (H), il existe un nombre N < + oo et une
suite finie yo=a, yy, . . . , yy_1, Yy=>b définie par

;=G (f(x); yi=1, b)
si u;=b alors y;=b et N=1i si u;#b soit k; le plus petit ke N pour lequel
= —G(—f(=x+yi+z,); yi, zi) Hyitziy,
avec
b—u;

Zik=Ut 4o

2k
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et a condition que f(z,,)#z,, alors y;=z,, , telle que

N-1

[a, b]= 'yo[)]h Vitil

et que Vi, i< N —2 il existe une unique solution de (I) dans [y;, y;+ ] et aucune
dans [yy_,, b], de plus les solutions sont les uy, uy, . . ., Ui, . . ., Uy_y.

- Démonstration : Vu le théoréme 1,
Vxely,z]<la, b, —G(—f(—x+y+2z);y, 2)+y+z
est la plus grande solution de (I) sur [y, z], yo étant défini, si () n’a pas de
solution sur [a, b] alors u; =b=y; et N=1.
Si(I) a plusieurs solutions totalement isolées : soit x la plus petite sur [a, b], on

a uy =x#b, de plus il existe [, >0 tel que

Vx#x, xe[x—ly, x+1l)=J

on a f (x)#x, il suffit de prendre [(b—u,)/2"] <1, pour que

b—u
Z4 k1=u1+ —‘TI—EJ,
s 2k
donc que f (z, ;) #z,, et que la plus grande solution de (I) dans J soit aussi

x=u,, donc que
uy=—G(=f(=x+yo+211); Yo Z1i) T Yo+ 214,
et que dans [a, z, , ]=[yo, y;]il n’existe qu’une seule solution de (I) qui vaut u,.

On est ramené au méme probléme pour définir y, dans [y,, b] et le nombre de
solutions étant fini, la suite (y;) sera finie.

Pour tout (M x, M @)e(R*)? fixé, on est en mesure de calculer toutes les
solutions de (1) et de (2) dans I’'ensemble
{(x,y, 0)e®*)| . |x|<Mx, |o|<Mo}

comme le résume le tableau I.

Dans chacun des 7} , donnés, on détermine le nombre de solutions que ’on
calcule par I’algorithme dans les deux cas du tableau ci-apreés, et dans les autres
cas, soit par la méthode de Newton, soit par la méthode de [3] (ou on prend ¢
comme parametre de bifurcation).

1.4. Multiplicité des solutions

Les solutions de (1) et (2) étant disjointes dans les <7, , , il suffit de connaitre la
multiplicité des solutions de (1) ou de (2).
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TABLFAU 1
Equation (1) l
k’—\/\, 2
k+1
h=1=0 =0, k pair (k+ 1) paur, [ #0 imparr
A0 ot o* 20! o* £° o' o
<72 |o<mn2 f() <0 /(<0
Ilsrx=1| Osr Isr 1sr
o1 s
Osr Osr 1sr f@)=0 Osr
0> 72 ‘Pli"r/z ool 0 lrn=o0
0sr =1 Osr
] e
MO Ml ./d2 M MO W' M: .ﬂ
@ <0 622 g(9)=0
voir 0s ¢
rop 6,7
0sc petpalg 0sc 0s c O0sc voir 0s ¢ Os ¢
prop 6,7
¢=0 622 et
0s ¢ alg
e~
Equation (2) /=0, k impair (k+ 1) mmpair 17 Q (k + 1) parr

s r, solution réelle, s ¢

(—=1)*sino
t=——,

f(t)=Arccost—

0}

1-¢2

t

+In,

I\ =n
g(¢)=1—(~1)k<l+—>—8m¢
2/ ¢

solution strictement complexe (partie imaginatre #0)

ProPosSITION 8 : Toutes les solutions de (1) et de (2) dans les o, ;, sont simples,
sauf les solutions de la forme (x p=tgx ¢, y=0) qui sont doubles.

sin@—@cosx@chyp=0,

smx@shyep=0,

Démonstration Soit pour (1) d(z sin @ —sin ¢ z)/dz=0 équivalent 2

@)
&)

de (5) on a xe=In ou y=0. On peut montrer [équation (1'a) plus
proposition (5)] qu’il n’existe pas de solution de (1) dans les &/, , ayant I nt pour
partie réelle. y=0 donne en combinant (4) et (1) x p=tgx .
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Si on différencie une fois de plus, il vient @2 sin ¢ z=0équivalent 3 x o =I7 ce
qui est 1impossible pour une solution de (1). De méme pour (2).

2. EXEMPLE

On donne un tableau avec la solution de plus petite partie réelle pour ¢
variant réguliérement de n/8 a 1571/8 (n excepté).

TaBLEAU II
] x (®) Y ®)
n/8 10,740 5,660
/4 5,390 2,720
3n/8 3,617 1,686
/2 2,739 1,119
Sw/8 2,221 0,722
3 n/4 1,885 0,361
7 /8 1,338 0
9 n/8 0 801 0
S /4 0 674 0
11 n/8 U,093 0
32 0,544 0
13 /8 0,518 0
7 n/4 0,505 0
15 n/8 0,501 0

Il est & noter que la complexe conjuguée de cette solution est aussi solution
quand elle est strictement complexe, c’est-a-dire pour ¢ <2,553 rad. Dans le
probléme de Stokes, si f €[W3(Q0))? alors ue[W yre+? x@+2/p=el]z,

3. ANNEXE

Dans [2], on montre que pour wo=mn/2, il existe une solution de
(041 B)sin wp =sin [(a+iP) we] dans 1 <a <2 en définissant

an . an 8 ant ° [ o+/a?—sin? (am/2)
Flo)=cos gin>™ 2 [o? —sin2" L
(2)=cos 2 T x sy og( sin (art/2) ’

F'(1)=+wo et lim F ()= — o0,

a2

car

alors qu’il faut définir

_oam [, o pom 2 L o+ o —sin? (on/2) _an
F(o)=cos 74/ sin®— n|: og( sin(on/2) sin 3

et F(a) est décroissante de 0 & —2 pour 1Sa<2.
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