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SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS
POUR LES EQUATIONS D’EVOLUTION PARABOLIQUES
LORSQUE L'OPERATEUR DEPEND DU TEMPS (*)

par Marie-Noélle L Roux (%)

Communiqué par P A RAVIART

Résumé — On étudie la semi-discrétisation en temps d’une équation d’évolution parabohque o
P'opérateur dépend du temps Cette équation est discretisée par une méthode multi-pas On obtient des
majorations d’erreur lorsque 'opérateur est maximal sectoriel et la méthode multi-pas utilisée
d’ordre p(p21), fortement A(6)-stable (0<0=mn/2)

Abstract — We study the error due to the discretization in time of a parabolic problem with time
dependent operator The discretization is carried out by means of a multistep method Error estimates
are obtained for a maximal sectorial operator and a multistep strongly A (0)-stable (00 < nt/2) method
of the order p(p21)

1. POSITION DU PROBLEME

Soit A(t) un opérateur linéaire, non borné sur un espace de Hilbert H, de
domaine D (A) indépendant de ¢, dense dans H. On suppose que A(t) est
maximal sectoriel et on considére I’équation

W (t)+A)ult)=f(¢), 0<t_§T,}

u(0)=uy, ()

On se donne alots deux polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou
égala g :

q

PO-F al o oQ=Y BL  (4>0).

1=0

L’approximation u, de la solution u(t,) de (1) est obtenue au moyen du schéma

q q
Z (a1+AthA(tn+1))un+1=At Z Blf(til+l)‘ (2)
1=0 1=0
les valeurs de démarrage uo, u;, . . ., u,_; étant obtenues par une autre méthode.

(*) Regu mai 1978
(*) Université de Rennes, Département de Mathématiques Informatique, Rennes
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120 M.-N. LE ROUX

On suppose alors que ’opérateur A vérifie ’hypothése
Vs, t=0, HA_I(S)A(t)Hg(H n=C, 3)

ce qui permet de définir u, (n=0) de fagon unique dans H siugp, . . ., #y— sont
dans H. D’autre part, si les B, (0<i<g—1) sont nuls, I'hypothése (3) devient
inutile.

On suppose que la méthode (p, o) utilisée est d’ordre p, ce qui a lieu si et
seulement si, on a

q q
Y ite,=1Y #'B, 1=0,1,...,p. @)

On suppose aussi que la méthode (p, o) est fortement A4 (B)-stable. On pose

v 2)=pQ)+z0(),
Se={zeE/z=oo ou 0 ou —9<Argz< +0}.

La méthode est fortement A (0)-stable (0<8=<m/2) si et seulement s1 pour
tout z intérieur A S,, les racines des polynémes @ (., z) et ¢ sont toutes de
modules < 1. Dans le cas ou 8=0, on dit que la méthode est fortement A (6)-
stable si et seulement s1 pour tout x>0, les racines de w (., x) et de o sont de
modules <1, les racines essentielles {, de p sont simples et leurs facteurs de
croissance A, vérifient Re A, >0 ou les A, sont donnés par

o (€)
A= .
CGp' @)
On pose alors :
8,(z)=§;—g;§, 0<i<q.
—8-1(2) ... ~08,(2) —d(2)
1 0 0
L(z)= . ) : , L(z)e. £ (C%, C9).
0 ' 0 ;
1 0.

On définit I’erreur de troncature g, :

o= 3 [0 )+ ALBA G ) (i )= ALB, )

1=0

1 q
= E ,;o [dlu(tn+1)._AtBl ul(tn+l)]

R AIR O Analyse numérique/Numerical Analysis



SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES

et on pose
yn=u(tn)_um
yn est alors solution de

M=

121

(al+At BlA(tn+l))yn+1:At8n (5)
1=0
Sotent Y, et E, les vecteurs de H? définis par
yn+q— 1 En, 1
Yn= yn+?—2 ) E,,= 0
Vn 0
ou
En, 1 =(aq+At Bq A (tn+q))_ 1 Ep.
On note : I I'opérateur 1dentité,
An, 1=(Cxq+At Bq A(tn+q))_ ! ((11+At BIA (tn+t)):
Xn, 1 :'(aq + At Bq A (tn+q))_ 1 (d’l + At Bl A (tn+q)): 81 (At A (tn+q))’
—An,q—l T —An, I—An,o _Kn,q—l _Zn 1 _Kn 0

1 0 0 - 1 0 0
A"= , A"= :

0 0 0

1 0 1 0
La relation (5) peut alors s’écrire :
Y,.1=A,Y,+AtE,

et Y,+, s’exprime alors en fonction des données initiales par la relation

Yn+1=An~'-AO Y0+At z An'-~An—k+1En—k+AtEn~ (6)

k=1

Pour majorer Y,, il faut donc obtenir une majoration de

lAs. - Aneill g oy OZkZn.

vol 13, n°® 2, 1979



122 M -N LE ROUX

Admettons provisoirement les propositions suivantes

PRrOPOSITION 1  On suppose qu’ll existe une constante a> 0 telle que A(t)—al
soit un opérateur auto-adjoint positif vérifiant

3e€l0, 1] et M>0 tels que Vt, t'20, } ™

| A=) AO-AENA ()| gm m=<M|t—t|
Vi e 520, [|A YOO -AW)|lew m<M|t—t] @)
Bi=B2= =P;-1=0 (8 brs)

On suppose ausst que la méthode (p, o) utilisée est fortement A (0)-stable Alors 1l
existe des constantes positives C, p telles que l'on ait pour tout nz=0,
1=k=n+1

H An An—k+1 Hg(m H')§C £CM—wkat (9)

ProrosITION 2 On suppose que A(t) est un operateur maximal positif vérifiant
les hypothéses (7) et (8) ou (8 bis), amnst que 'hypothése (10)

T
Ja>0 et 0,|0<0p<— YV t=0, YueD(A4),
°< ’ 2) N . (10)
(A(t)—al)u, weS,,
On suppose ausst que la méthode (p, o) utilisée est fortement A(0)-stable

(0o <0 <m/2) Alors il existe des constantes positives C, y telles que 'on art pour
tout n=20, 1k<n+1

A, S e O L S ‘ LogAt|) (11)

ProrosiTioN 3 On fait les hypothéses de la proposition 2 sur Popérateur A et
on suppose que la méthode (p, o) est fortement A-stable Alors il existe des
constantes positives C, p telles que I'on ait pour tout n20, 1Sk=n+1

“An An—k+1 H,z’(m Ha)éc e(CM—P-)kAt (12)
De ces propositions, on déduit alors les théorémes

THeOREME 1  On fait les hypotheses des propositions 1 ou 3 et on suppose de
plus que la méthode (p, o) est d’ordre p Alors 1l existe des constantes
positwes C;, C, u telles que I'on ait pour tout n= g

|ult,)—un|n=Cs {e(c‘"_”)"' max |us—u(t)|y

0<ssq-1

+Ar j " e<CM-“><‘"“"|uw“)(t)ldt} (13)

0

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 123

Démonstration D’apreés la relation (6), on a la majoration

lu(tn+q)_un+q‘H§ “ Y.+1 Hmé HAn Ao”y(H! HY) l Y0| 54+At‘|En| He

+Atk; A Avcisr |l moll Enilias

L’utilisation de la formule de Taylor nous permet de montrer que s1 la
méthode (p, o) est d’ordre p et st ue C?*1(0, T, H), on a

le.| SCAP? j |u®* D (2)|yat

ln
et on a la méme majoration pour E, dans H?
De plus,

1ol

ge= max |u;—u(ty)|y
0ss<g-1

On en déduit immédiatement la majoration (13) en utilisant les propositions 1
ou3

THEOREME 2 On fait les hypothéses de la proposition 2 et on suppose de plus que
la méthode (p, o) est d’ordre p Alors U existe des constantes positwes Cy, C, p
telles que 'on ait, pour tout n> ¢q

|u(t,) —u, |y <C1(1+|LogAt|) {e(CM'“"" max | us—u(ts)|q

0ss<g-—-1

t
+At"J e(CM_")('"_”Iu“’“’(t)ldt} (14)

0

La démonstration de ce théoreme est identique a celle du théoréme 1

2. RAPPEL DU CAS OU A EST INDEPENDANT DE ¢

S1 I'opérateur A4 est indépendant de ¢, on a
Ay=A,=A=L(AtA) et Y, =A""'Y,+At Y A*E,_,

k=0

11 faut donc majorer || A*|| 4 4 yo Pour cela, on utilise les lemmes techniques
suivants

LemME 1 Soit zy un point intérieur au domane de stabilité absolue de la
méthode (p, o) 1l existe un voistnage ¥ de z,, une constante ¢, (0<c,;< 1), une
matrice versible H tels que

|H 'L H| g nSC1,  Vze? (15)

vol 13 n° 2 1979



124 M -N LE ROUX

Démonstration Soit z, un point intérieur au domaine de stabilité absolue de la
méthode (p, ), alors les valeurs propres {,(z,) de L(zo) qui sont les racines
de ©( , z,) sont toutes de module <1

De plus, pour tout £ >0, on peut trouver une matrice inversible H telle que

C1(z0) &1
H 'L(zo)H= N
(.sq(ZO)

avec g,=¢ ou 0 (0=:1=¢g—1) (forme réduite de Jordan)
Donc pour ¢ suffisamment petit, on obtient

|H ' L(zo)H||><1

Et par continuité, on en déduit qu’il existe un voisinage ¥~ de z, et une
constante ¢, (0<c; <1) tels que

“H_IL(Z)ané <1, VzeV

LEMME 2  On suppose que la méthode (p, o) est fortement A(B)-stable
(0=06=m/2) Il existe un voisinage B, de 0 dans Sy de la forme

Bo={zeC/z=E+re*® 0<r<m,, 0SEZE,},

une application z — H (z) € & (C?) avec H (z) inversible et une constante p>0 tels
que pour tout ze€ By, on ait

|H '@ LEHE)|[Se* (16)

Démonstration ~ Notons ,(0), ,{,(0) les racines de modulel
de w( , 0)=p( ), ces racines sont stmples Il existe donc un voisinage ¥"; de 0
danslequel les racines {, (z) (1 £ 1< s)de w( , z) sont simples et sont des fonctions
holomorphes de z et de plus,

|6 (@) Sc<1, s+1z1=¢q
Le polynoéme caractéristique w( , z) de L(z) s’écrit alors sous la forme
ol 2)=C€-6(2) (C-LEYPE, 2),

ou le polyndme P ({, z) a des coefficients holomorphes en z dans ¥"; On a,
pour ze ¥,

Ci=Ker(L(2)-C:(2) @ @ Ker(L(2)—L(2)) @ Ker(P(L(2), 2)

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 125

Considérons alors la matrice H' (z) dont les vecteurs colonnes sont des vecteurs
de base des Ker(L(z)—(;(2), ..., Ker(L(z)—{,(2)), Ker P(L(2)), z); il est
possible de choisir ces vecteurs de fagon que les coefficients de H'(z) dépendent
de maniére holomorphe de z dans un voisinage ¥", de O et on a

Le |
H ' (L@H )= | - Cs(z):L

ou les coefficients de I'(z) sont des fonctions holomorphes de z. De plus les
valeurs propres de I’ (z) sont {4 (2). . .(,(z) et sont donc de module < 1;on peut
donc trouver une matrice he ¥ (C?7°) telle que

A1 )R] <1

et par continuité, il existe un voisinage ¥ 3 de O et une constante c; €]0, 1[ tels
que

Vze vy, |h i (2)h|| Se <l

On pose alors H(z):H’(z)(%i%) et 1(z)=h"11'(2)h.
On a la relation
Ci(2) E 0
H (L) H(z)= ______.;._'_%Q_E ________
U N 10

d’ou
|H ' (2) L) H(2)|| £(max |Gi(2)], 1),  Vze¥ s
1=5:<s
Or il existe un voisinage B, de 0 dans S, de la forme
Bo={zeC/z={+re*®, 0=<r=<mo, 05(=80}

et une constante p' >0 tels que

VzeB, |G| e (1=iq) [4.

Donc il existe une constante positive p telle que

VzeByn Y s, H '(2)L(z)H(z)Se "¢
vol. 13, n® 2, 1979



126 M.-N. LE ROUX

LemME 3 : On suppose la méthode (p, o) fortement A(B)-stable (0<0=n/2).
Alors il existe des constantes positives R, u, C telles que pour tout z tel que
—0;=<Argz=<60,(0<6;<0)s10>0et zeR, 220 51 0=0, on ait

|| L"(z)|| S Ce v si z=E+ret®, £20, |z| <R,

17
HL"(z)”§Ce_"" si |z|§R. an

Démonstration : La méthode étant fortement A4 (8)-stable, il existe une matrice
inversible H telle que

|H ' L(o)H|| <1,

et par continuité, il existe des constantes positives R, p telles que, pour l z| 2R,
on ait
”H‘lL(z)H“ Se
d’ou on déduit
lL"@|| < |H||.|H ' L@H|".|H *||£Ce ™,  VzeS,, |z|ZR.

D’autre part, d’aprés le lemme 2, il existe un voisinage B, de 0 dans S, de la
forme

Bo={zeC/z=(+re*®, 0<r<m, 05(=G0 ),
une application holomorphe z — H (z) € & (C? et une constante p, >0 tels que

|H ') L) H(2)|| <e ™,
donc
fL"@ = | H@ ||| H @) fe ™™ <Coe ™™ VzeB,.
Par ailleurs d’aprés le lemme 1, on peut trouver des points z,€ S, , 1 <j<k, des

voisinages B, de z,, des matrices H, inversibles et des constantes ., tels que :
k

(i) |J B, recouvre I’ensemble {zeC, |Argz| <0, |z| £R, z¢Bo };

=1
(ii) on ait, pour tout ze B, 1<j<k :
|H, ' L(z)H,|| Se™
d’ou, pour tout z€B, :
| @ < 1B L@ B s C, e
et en posant

_W

z=04re*", ,
g =R

|L"@) || =C e

R AIR O Analyse numérique/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 127
On a donc le résultat cherche en prenant
C=max{C,, 05k}, p=mm{p, 0<;<k}

LEMME 4 On suppose la methode (p, ©) fortement A (0)-stable Alors il existe
de constantes positives R, pu, C telles que, pour tout z tel que
—0;<Argz=<6, (0£0,<0)s10>0¢et zeR, 220 510=0, on ait

un

||L"(z)—L"(oo)||gce|Z\ pour |z| =R (18)
I
Démonstration Pour n=1, on a I’égalité
aq—qu—anq—l: ’ cxOBq_aq[jO
1 0 0
L(z)— L(0)= — ——— ,
Bq(aq+qu)
0 0
donc

ILO-L)| =S pour |z|=R

||
Pour n>1, on a I’egalité

n—1

L"(z)— L"(0)= ZOLk(Z)(L(Z)—L(OO))L"—I_k(oo)

d’ou en utilisant le lemme 3,

—1 pmHk (1K) e M

||Ln(z)-—Ln(oo)|[§CZ;0 B <C B pour |z| =R

ProrosITION 4 On suppose qu'il existe a>0 tel que A—al soit un opérateur
maximal positif et que la méthode (p, ©) est fortement A-stable ou fortement A (0)-
stable s1 A est auto-adjoint Alors il existe deux constantes C et po ne dépendant
que de p, a, o et Aty telles que, pour At < Aty, on ait

A || g gre g < C e -

Démonstration S1 la méthode est fortement A-stable et 4 —al maximal
positif, on a

| A || g o= || L* (AL A) || g g < sup | L*(Atz) ||

ez=a

vol 13 n° 2 1979



128 M.-N. LE ROUX

et d’apres le lemme 3 :

|| L (Atz) || < Ce#aRe < C gmwkte pour |Awz| <R
et
{i L"(Atz)i

<Ce™ ™ pour |Atz|=R.

On en déduit la majoration (19) avec po=inf(na, pu/Aty).
Si la méthode est fortement A4 (0)-stable et 4 auto-adjoint, on a

| A* || ¢y = sup [ Z*(Atx) |

x2a
et le résultat se déduit de 1a méme fagon.

PRroPOSITION 5 : On suppose que la méthode (p, o) est fortement A(0)-stable
(0<0<m/2) que 'opérateur A est maximal positif et vérifie :

Ja>0 et 90(0<90<g): VueD(A), (A—al)u, weS,. (20)

Alors pour tout Aty>0, il existe deux constantes C et |, ne dépendant que
de p, ©, a, 8y et Aty telles que pour At < Aty, on ait

| A¥|| gy = C(1+ | Log At |) e~ (21)
Démonstration : On a ’égalité

Ak:Lk(AzA):Lk(oo)HszJ (L*(Atz)— L*(c0)) (z I — A)~ ! dz,

a’+I"g1

ou a'=a/2, Ty est le contour orienté positivement défini par Argz# iel

A 0
(0o<0,<0) et Ae L (HY) est définie par A= e ,
0 A
D’autre part, on a la majoration [4] :
— C 1 ’
l(z1—4) 1”.2’(H,H)§ Vzely +a'.

0—8, {z—a'[ +a'’

On définit T'y et ', par

R R
F1={zefel+a’,|z[§E}, I‘Z::{zel“el:a’,lﬂgxt—}.

R ALR.O Analyse numénque/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 129
On obtient en utilisant le lemme 3
1 k k -1
—— | (L*(Atz)—L*(o0))(zI—A)" " dz
2m Jr,
R/A
< C J‘ le—pokAt(a +r(s1n(0—6,)/51) dr

=0-0, | o r+a

— ok R/At
; 5 j dr <~€—e‘““k“(1+|LogAtl)
— VYo

o T+a = 0-86,
, M
=mf(pa’,— |,
Ho=1 <H A to)
en utilisant le lemme 4, on obtient

LJ‘ (L*(Atz)— L*(00))(z I — A) Y dz
2me )r,

+C

en posant

< C @ o bk dr S—C— e Mk
~0-—-0, ~— R

on en déduit donc la majoration (21)

3. ETUDE DU CAS OU L’OPERATEUR 4 DEPEND DE ¢
Notations on notera Km =L(c0) et Z(t) lopérateur de . (H%) défin1 par

A(t) 0
A(t)= :
0 A(t)

LEMME S5 On suppose qu'il existe a>0 tel que pour tout t =0, A(t)—a I soit un
opérateur auto-adjoint positif On suppose que la méthode (p, o) est fortement
A(0)-stable Alors pour tout g, tel que 0<e =<1, 1l existe deux constantes C et p
ne dépendant que de la méthode (p, ©), a et € telles que

—pkAt

At ) K= R e 19 SC ez @2

Démonstration La méthode étant fortement A (0)-stable et A (t)—al auto-
adjoint positif, on a

A (60 ) (A= A%) || o < sup || % (L*(Atx) — L¥(o0)) |

vol 13 n® 2 1979



130 M -N LE ROUX

Soit xeR, a<x<R/At ou R est défin1 dans les lemmes 3 et 4, on a

—u kAt
[lx(L*(Anx) — L¥ (0] [ SC ™ +e™)x*<C" o
avec
pa H
/: f r
w=m ( 2 ’2Ato>

So1t maintenant x = R/At, d’aprés le lemme 4, on a alors
Kk K et e ™ et

: _ < PSC'—— = C
Hx (L*(Atx)— L*(o0)) “ _CAtx X'= At T 7 (kAr)F

D’ou, on déduit immédiatement la majoration (22)

S1 la méthode est fortement A(0)-stable (0<6=m/2), on a un lemme
analogue

LEMME 6 . On suppose que A(t) est un opérateur maximal positif vérifiant

Jda>0 et 6, 0<60<E ,
2 23)
Vt=0, YueD(A4), ((A(t)—al)u, u)eS,,

On suppose ausst que la méthode (p, o) utilisee est fortement A(B)-stable
(0o <0 =m/2) Alors pour tout ¢ tel que 0 <e <1, 1l existe deux constantes C et p
ne dépendant que de la méthode (p, ©), a, 0, 8y, € telles que

— o _ e—pkAt
”Aa(triq)(Aﬁ_A’;c)Hz’(H” Hﬂ)éc(k_At—); (24)
Démonstration On a ’égalite
_ — 1 —
A (tys g (AR—AL)= —— 2 (L*(Atz)— L*(0)) (z I — A (t,+,) " L dz,

211

a -i»l",,l
ou a'=a/2 et Ty est le contour orienté positivement défin1 par Argz= +6,
0,<0,<0)
D’autre part, on a la majoration

C
H(ZI_A(tn+q))_1 “g(y H)§

& Vel +d
|z—a'| +a 1

On défimt I'y et I, par

’ R ( ! R
I“1={zea +re,r|Z|§E}’ I’2=izea +Fel,lz|gE}

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 131

On obtient en utilisant le lemme 3 :
1 _
”—J Z5(L*(Atz) — L* (o)) (z I — A (ty+,) " 1 dz
2ri Jr,

© R/At
é C (e—p.kAtu'J‘ e—pkAlr(sm(B—el)/sme) rt:- 1 dr + e—pk J‘ e 1 dr) .
0

0

Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variable y=(k Atr)*. On
obtient alors :

LJ‘ Z*(L*(Atz)— L*(0))(z I—Z(tn+q))_1 dz

2wi
e—ukAla’ © ) e—pk e—uokAl
< C( J e—u(sm(9~0,)/sm6)y‘" dy + > <C'’

(kALY |, Ac )= (KAt

en posant
po=inf{ pa’, S
2 Aty
En utilisant le lemme 4, on obtient :

2ni

1 _
—J (L (Atz)— L (o0)) (z I — A (tns )~ dz

2

s} €~ 2 —pk e~1
<C| . e mk! dr=Ce R .
R/At At At e—1

On en déduit donc

—pki
epAt

4t ) A= A | 5 C

LEMME 7 : Onfait les hypothéses des propositions 1,2 ou 3, sauf ’hypothése (8)
ou (8 bis). Alors il existe une constante C, ne dépendant que de la méthode (p, o),
a, € telle que pour tout a=0, pour tout k=1, on ait

[ A%+ 1 = Ak 2o iy S CM At ™ (25)

Démonstration : On démontre cette majoration d’abord dans le cas ou k=1.
Si k=1, on a d’aprés la définition de A,:

— — g-1 —_
“AHH —A"HE’(H“)éc Zo “ A"+ 1,l'—A",i“£’(H.H)
=
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et

An+ 1, z_Kn, zz(aq+At BqA(tn+q+1))—1

X At(Bl qu_ Bq (Xl)(A(t,,+q+ 1)—A(tn+q))(dq+At BqA(tn+q))_1!
d’ou

[Ansssi =Bl m
é“(%‘f‘At B A(tysgr1) A (tns g+ 1)“,97(11 H)Atl B.otg—PBg ot l )
A7 tnrgs DAt ge )= Altas DA™ (s ) || 0 1y
X || A7 (s ) (g + AL By At g) ™ |-

Or,
—1 4e C
| @+ AL By A(tnsgs) * A (tn+q+1)||2(ﬂm§E,
i PR ) 1 C
142 % (tas o) (g + AL By A (201 ) HS’(HH)é'Atl——s
et

”A_s(tn+q+1)(A(tn+q+1)_A(tn+q))A_l+E(tn+q)“,Z’(H H)éMAt:
d’aprés ’hypothése (7).
On en déduit
|| Ans i —Au|| ope o< CM At.

Si k est supérieur ou égal a 2, on a alors :

k-

— — 1__ - —
AI;+1—A$|: A£+1(An+1_An)Alr:_p_1
p=0
_— 2 - - B .
=Y (AR —ABY(Apsy —A) AP AP
p=1
k—2 __ _ . —
+ Y AL (A — AN =AY
p=0

1

k—1 _ _ . . k—1__ .
+ Y (AL =AY Ay — AN P+ Y AL (A —A)ATTTE
p=1

p=0
On majore ensuite séparément chacun des termes de cette somme

(A = AZ) (A s — AN AP = AR PN || e g
<|| A2y s~ AB) A% (tns g ) || 2
A (tne g 1) Pns s — A A7 (b0 ) || o
X || ALty ) AETP = AP | g .
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D’aprés le lemme 5, on a

- o —nupAt
(A2, — AZ) A (tns s ) || 9 S C(I,—At—)e
et
B B B —uk—p—1)At
47 e d AL A" e = C i Ty A
En outre

A= (g 1) Prr 1 = A A~ (101D || o

q—1 — * —
éc z HA_s(tn+q+1)(An+1 L'—An I)A —1+S(tn+q)n
1=0
et
”A_E(tn+q+1)(An+1,1_Zn,1)A_1+E(tn+q)“Y(H)
éAtlcx'q Bl—al Bq | “(qu+A thA(tn+q+ 1))_1 “g(ﬂ H)»
“A_s(tn+q+1)(A(tn+q+1)_A(tn+q))A—1+£(tn+q)“$(H H)
“ (dq+At BqA(tn+q))_1 “g(y H)é CM Atz,
d’aprés I’hypothése (7)
On en dédut

A2y 1 — AR Ay — A (A2 = AP || g e 1
P T

<CMAt——
- p*(k—1—p)'

On majore ensuite le deuxi€éme terme
| A% (Aus s —ADAETP7 = AP || s o
<Ce™™ H (Xn+ 1 —X,,) A7? T (tatq) ”y(y«) >

A2 (b ) AETP7T = AP ™) || ot g
Or,

H(Xn+1_Xn)zﬁl+s(tn+q)nf(H" HY)
<CAt Zolocq B, —a, B.A H(Ot,ﬁ-At BgA(tnsgs D) A (L gt 1)“3*(11),

|| A_E(tn+q+ 1) (A(tn+q+1)_A(tn+q))A_1+z(tn+q) II,?(H H)
x|[(otg+ At By Atas )l o ;y SCM A2,
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134
d’aprés (7). Donc
i — _ - _ B e—p(k—p—l)At
| AL (Ans 1 =AY AP = AP ) || ooy SCMAze i
de méme
N — _ — —plk—1-—p)
A2+ = AZYAus 1 = A A7 || g g S CM At e -

et
| A2 (Aps 1 — A AY || e g S CM At e7#ED
on obtient la majoration

[ A%+ s = Akl e
—p(kAl)A! k—2 e—ppe—p(k—l—p)At

<CM At —+ -
- { prk—1-p)'~* ,,;o (k—1-p)'~*
k-1 —upAre—u(k 1-p)
+ 2 ~*—~S——+(k—1)e_“(""”}
= p
k—2 1 >

SCM At e 1>A’<1+ —_—
,,Zl pPrlk—1—p)~—®

k—2
1 reste donc & majorer la quantité : ), 1/(p*(k—1—p)' 7).
p=1
On considére pour cela la fonction
f(x) _ O<x<1
x)= , ;
xE (1 _ x)l —-t

cette fonction atteint son minimum en g, on en déduit

1
(k=) (p/k=1)*(L—(p/(k—1))* *
pik— 1) dx p
e P <
é.[(p—l)/(k—l)xs(l—x)l_s PO 1=t
et
1
(k=1 (p/tk—1) (1 —(p/(k—1))' "¢
(p+ DIk—1) dx P
pour mga,

IIA

L/(k—l) xX*(1—x)'7*

pour O<e<l1

d’ou
k-2 1 1 dx
Z £ 1-¢ § J £ 1—-¢ é C
p=1p(k_1—P) 0X*(1—x)
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et donc
[ Aksy—AE[|SCM At e * D

Ce lemme nous permet alors de démontrer les propositions 1, 2, 3

Démonstration de la proposition 3 Pour simplifier les notations, nous nous
contenterons de faire la démonstration dans le cas k=n+ 1, la démonstration se
généralisant sans difficulté au cas k#n+1 On a I’égalité

n+1

Ay Ae=ART 4+ Y (ALFUTPA, Ao—ANETPAL, Ay
p=1
En outre,
XZ+1PAP_1 AO—/_\_;tzl_pAp_z AO
=M= ARET A, ApH AR (A = Ay )Apms A,
d’ou
”A" Aonﬁ’(ﬂ"ﬂ“)§HX6+l”nf(H"H")
+ XA AR Ay A
p=1

n+1

+ Z H(An+1 p__ K’;“_")Z‘(tp_ﬁq)u

XHA—E tp-1+q)(Ap—1~Kp—1)H HAP—Z AO“

+ZHA"“ Pl A=Al 1A Aol

H A AR A @] 47t (o= Ao) [ +]| %] [|A0—Ao|
D’apres la proposition 5,

[ AB" || ¢ my S Ce 0% (1+| Log At|)
d’aprés le lemme 8§,
”K;+1 p__ An+l p“g(yﬂ Hq)SCMAt e-p(n+l p)At
d’aprés le lemme 6,
e p(n+1—p)At e——u(n-{-l—p)m

A B N e Y3 b Vo

d’apres le lemme 3 .
H Xr:: 1-p H < CeHti-p
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Il reste a majorer les quantités
“Z_S(tpﬂl)(/\p_;\—p)” et “AP_KF“‘
Or,
_ _ q-1 _—
H Ais(tp+q)(Ap"—Ap) H éc Z Il A_s(tp+q)(Ap, l—Ap, z)llg(ﬂ H)
1=0
et
“Aa(tpw)(Apu_Ap,t)“
él Bl ' ” AtAl_E(tp+q)(aq+At BqA(tp+q))_1 “2(11 H)
“ A~ ! (tp+q)(A (tp+1)—A(tp+q)) H .
Donc d’aprés I’hypotheése (8) ou (8 bis), on obtient :
”Z—a(trFq)(Ap_Xq)HS’(H“,H“)§CMAIHE;
de méme
A= Ap || ¢ g = CM At

Posons alors :
ao = 1,

a,=e"||Ap_y . Ao|lp@em. 1SpSn+l.

On a alors :

a,,+1§C<(l+|LogAt|)+MAt Y, a,,)

p=0
Montrons par récurrence 1'mégalité
a,=C(1+|LogAt|)(1+CM At)".
En effet, ce résultat est vrai pour n=1; supposons que cette inégalité ait lieu

pour n; dans ce cas, on a

an+1§C(1+lL0gAt|)(1+CMAt Y (1+CMAt)">,

p=0

(1+CMAty*1—1
SC(1+]L
@nr 1 SC(1+] 0gAt|)<1+CMAt CA AL ,

d’ou

@n+1 SC(1+|LogAt])(1+CMAt)*** SC(1+|LogAt|)eMt+nar,
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On obtient donc la majoration
HAn Ao”y(m Hw)éce(CM—“)"Al(1+|LOgAtD

La démonstration des propositions 1 et 2 est analogue
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