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SUR QUELQUES METHODES DE GRADIENT REDUIT
SOUS CONTRAINTES LINEAIRES (*)

par Hocine MokHTAR-KHARROUBI (1)

Communiqué par J CEa

Résumé — On montre que les méthodes de gradient réduit sous contraintes linéaires sont ausst des
méthodes de directions réalisables Cect nous permettra a partwr de deux lemmes dus a Zoutendyk
d’établir la convergence de deux variantes assez généiales de la méthode de Wolfe, et ce sous des
hypotheses plus faibles que celles généralement formulées dans la httérature sur le sujet

Abstract — In the case of hnear constraints, we show that reduced gradient methods are also
methods of feasible directions Using two lemmas due to Zoutendyk, this allows us to prove the
convergence of two fair ly general variants of the method of Wolfe, under hypotheses which are weaker
than those generally assumed n the literature

INTRODUCTION

La premiére méthode de gradient réduit fut proposée en 1962 par Wolfe [6] en
vue de résoudre des programmes a contraintes linéaires et fonction économique
non hnéaire de classe C!.

Cette méthode fut par la suite reprise et complétée par Faure et Huard [1].
Mais bien qu’elle fut utilisée avec succés pour résoudre des problémes réels de
dimensions importantes, sa « convergence » théorique ne put étre établie; bien
plus, en 1966 l'auteur de la méthode publia un exemple numérique simple sur
lequel l’algorithme convergeait vers un pomt non optimal [7]. Ce cas de
non-convergence est en fait dii, d’une part a un phénomene dit de « zigzag »,lors
duquel les pomts engendrés par I’algorithme oscillent entre deux ou plusieurs
contraintes en tendant vers un point non optimal, et d’autre part 4 un
phénomeéne dit de « blocage » sur les contraintes au point limite.

Ceci sera explicité plus clairement lors de 1’étude.

Par ailleurs le gradient réduit comportant des opérations analogues a celles de
la méthode simpliciale (en particulier ’utilisation des bases et des changements
de base), peut comme cette méthode, étre sujet & des phénoménes de
dégénérescence.

Le probléme de la convergence théorique du gradient réduit fut étudié par
Huard [2], qui sous une hypothése (H) de non-dégénérescence, établit cette
convergence pour des fonctions économiques concaves de classe C? et & dérivées
secondes bornées.

(*) Regu septembre 1977
(*) IN A, boulevard Jourdan, Paris
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168 H. MOKHTAR-KHARROUBI

Une variante particuliére est donnée par la méthode « convex-simplex » de
Zangwill [8] qui en avait établi la convergence pour des fonctions économiques
concaves de classe C*, sous la méme hypothése (H) et I'une des deux hypothéses
(a4 notre sens trop fortes) suivantes :

(H1) ralgorithme ne cycle pas [8];
(H2) a chaque itération les plus grandes variables sont en base [9].

Enfin comme autre variante connue, citons la méthode de Luenberger [3],
dont la convergence fut €tablie par son auteur pour des fonctions économiques
concaves de classe C* sous les hypothéses (H) et (H2).

Dans ce qui suit, sont proposées deux variantes assez générales constituant des
extensions des méthodes de Zangwill et de Luenberger.

La convergence de ces variantes sera établie sous I’hypothése (H) de non-
dégénérescence, pour des fonctions économiques (*) de classe C*. Nous nous

affranchirons ainsi des hypotheéses (ﬁ) et (ﬁf) et de celles portant sur les
dérivées secondes.

Deux grandes parties composeront ce travail : dans la premiére, aprés un bref
rappel sur des directions réalisables, nous montrons que les méthodes de
gradient réduit sous contraintes linéaires, sont aussi des méthodes de directions
réalisables.

Cecinous permettra dans ’autre partie d’établir 4 I’aide de deux lemmes dus a
Zoutendijk, la convergence des méthodes proposées.

Note : Dans tout ce qui suit, par « algorithme convergent », il faut entendre
tout algorithme engendrant des suites qui sont :

1° soit finies;

2° soit infinies et vérifiant la propriété qu’en chacun de leurs points
d’accumulation les conditions d’optimalité de Kuhn et Tucker sont satisfaites.

1. NOTATIONS : RAPPELS SUR LES DIRECTIONS REALISABLES ET PRESENTATION
DES METHODES DE GRADIENT REDUIT

1.1. Notation
n
R" désigne I’espace euclidien usuel, muni du produit scalaire x . y= Z x,y, et
1=1
de la norme induite ||x||2=x.x,
si x, yeR", [x, y]={zeR"z=x+t(y—x); tel0, 1]};
V f désigne le gradient de f: R” — R différentiable;

() Concaves

R AIR O Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE GRADIENT REDUIT 169

N sera I’ensemble des entiers naturels et si { ;/k € N } est une suite de nombre
réels et si K = N, on écrira :

Y @ pour Y a.

X kekK

1.2. Rappels sur les directions réalisables

Soit le programme général

max f (x), ; D < R",
(P) { xeD, ou {f:R"—»R de classe C'.

DerFiNiTioN (Zoutendijk [10]) : Soit xe D; se R" est dit direction réalisable
en x si :

30 >0/[x, x+0 s]< D, (1)

V/(x).s>0, )
notons
S(x)={seR"/s direction réalisable en x } .

Procédure générale de direction réalisable
On dispose de xeD; k=0.

Itération k

k k
(%) si S(x)=4 stop sinon choisir s*& S (x) et calculer :

04 =sup{0 [)kc,;c+()sk]cD},
0% =sup {O/V f (x+15).5>0, V[0, 0 [},
'=x+0,%  ou O,=min{6L, 0%),
aller en (k) avec k+1 au lieu de k.

REMARQUE : (i) 6,, fournit le premier maximum local de f sur la demi-droite

Dy={z/z=x*+1s*;120};

(ii) la procédure précédente ne fournit pas nécessairement des points

. . . k
stationnaires au sens S (x) =, car s* est pris quelconque dans S (x); par contre ce
choix arbitraire donne une grande généralité aux deux lemmes suivants :

vol. 13, n° 2, 1979



170 H MOKHTAR-KHARROUBI

LemMmE 1 2 1 (Zoutendyk [10]) Soit {(x*, s)/keK } une sous-suite d’une
suite infime bornée engendree par la procedure piecedente

stda>0/NkeK, Vf(;(c) sk =a alors

fbornee = Y 0, <+o0
K

LEMME 1 2 2 (Zoutendyk [10]) Sous les hypothéses du lemme precédent

JkNk=k, keK, = 0,=0k

1.3. Présentation des méthodes de gradient réduit

Nous en donnons un exposé different des exposés origmaux afin de montrer
que ce sont des méthodes de directions realisables

Le programme considéré est de la forme

max f(x), A est une matrice d’ordre (m, n),
P) Ax=a, ou aeR”,
x>0, f R"—> R de classe C!
Notations1 3 Onnote D le domaine de(P)soit Q={1, ,n},pourLcQ,
on note
L=0-L,

A% est la sous-matrice de 4 dont les colonnes sont indicees dans L,

V. f(x) est le vecteur formé de composantes de V f(x) indicees dans L,
I = Q est une base s1 |I|=m et rang 4' =m

On note alors

J(D)=)"1,

T (I)=J(I) A le tableau simplicial,
t ()=J(I)a le second membre

RemMArRQUEs 1 3 1 (1) Sotent xe D, se R", alors

¢ As=0  Vf(x) s>0 1 3a)
€50 = 30>0/x+0 20, (1 3b)
(n) (1 3b) @{SJ;O, V)/x,=0 (1 3¢

HypoTHESE (HR) rang A=m

Par (HR), 1l existe une base I, induisant sur s la partition {s;, s;] telle que
A's,+A's, =0,

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



METHODES DE GRADIENT REDUIT 171
d’ou )
s;=—T'(I)s; (1.3d)
Par ailleurs :

VIx).s=V, f(x).5+Vrf(x). sr
et avec (1.3D) :

. = Vf(x).s=d"(x,I).5;
ou

d(x, =V f(x)=V, f(x) T 1)

Les conditions (1.3 a) et (1.3 ¢) deviennent alors :

s;=—T'(D sy, d'(x, I).sr>0, } (1.3¢)

5,20,  Vj/x,=0.

REMARQUE 1.3.2 : Toutes les méthodes de gradient réduit différent pour
I’essentiel par la fagon de définir s & partir de (1.3 ¢).

Dans ce qui suit nous discutons quelques définitions de s;. Pour simplifier
I’écriture nous noterons (lorsqu’aucune confusion n’est a craindre) ¢, T, d pour
t(I), Ty et d(x, ).

1.3.1. DeriniTioNn D 1 (Wolfe[6]):

. d, si d,z0 ou x,>0,
viel. 5= 0 sinon.

1.3.2. DEFINITIONS PROPOSEES.
DeriniTioN D2 : Soit pel0, 1] quelconque fixé une fois pour toutes, soient
dy=max{d,;jel}, x,d,={minx,d,;jel},
a=max{d;, |x,4d,|},
I={jel/|x,d,|zpa},
ceci étant, on définit s; comme suit
d si d,20 ou jel,,

s,=< 7
J 0 sinon.

ReEMARQUEs 1.3.3 : (i) Dans la méthode « convexe-simplex », Zangwill
définit s; comme suit :

a) si d;2|xpdp|, s est défini par
5;=0, Vi#l et s=d;

vol. 13, n° 2, 1979



172 H MOKHTAR-KHARROUBI

b) sinon sy est donne par
s,=0, Vi#p et s,=d,,
on a donc une méthode de relaxation, on notera D 4 cette définition
(1) La prise en compte d’un plus grand nombre de composantes, tout en ne
changeant rien a la preuve de la convergence, fournit une méthode « plus
proche » de la méthode originale

(1) On n’est pas tenu de prendre en compte, tous les éléments de I, On peut

ne considérer qu’un nombre quelconque d’entre eux, ce nombre pouvant méme
changer d’une 1tération a ’autre

DerFiNniTioN D3 Cl’est une extension d’une défimtion proposée par
Luenberger [3] Soient nfonctions ¢, R — R (éventuellement egales) vérifiant

(H1) @, est continue,
(H2) ¢.(t)20, VteR.,
(H3) ¢.(t)=0 <« =0,
(H4) do,/dt(0) existe et est finie
On définit alors s; comme suit
d, st d,z0,
’={ ©,(x,)d,  smnon

REMARQUES 1 3 4 S1 Vi, Vi, ¢,(t)=t, on retrouve la méthode de
Luenberger
ProprIETE 1 3 2 (1) Pour les defimitions D1 et D3

sy=0=> x vérifie les conditions de Kuhn et Tucker
(2) Pour les défimitions D2 et D4

a=0=x vértfie les conditions de Kuhn et Tucker
(3) Pour les quatre défimtions

st5;#0 et 51 36>0/x+065=0 ou
s={s;, s7] et §=-— T’—s,—,
alors s € S (x)

Preuve 1°Pour les définitions D 1,1l est facile de vérifier que s;=0 <> {d,—g Oet

x; dr= 0} On voit alors aisément quil existe u=V,f(x)J tel que
d=Vf(x)+uA=<0etx d=0ce qu exprime les conditions de Kuhn et Tucker

2° Concernant D2 et D4, on a

_ d, =0, (1)
a=0 < {xp p=0, )
M) = {d4=0, 3

R AIR O Analyse numenque/Numerical Analysis
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ce qui avec (2) donne
{x,d,=0, Viel 4
(3) et (4) expriment les conditions (K — T).

3° Pour ce qui est de D 3, remarquons que :

o d; <0, (5)
== {d1<0 = o,(x)=0, ©)
(6) et(H3) < {d,<0 = x,=0, (7

1) ={x.d=0,
(5) et (7) expriment les conditions (K — T').
Pour toutes les définitions, s a été construit de fagon a satisfaire :
As=0 et Vf(x).s=dr.ss>0,
si de plus 30/x+ 0 s=0, alors se S (x).
REMARQUE 1.3.5: S1 5;#0 et si (ii) n’est pas vérifice :
drel/x, =0 et 5, <0.

On dira alors que le couple (4, x) est dégénéré; dans ce qui suit, on fera
I’hypothese suivante :

HYPOTHESES DE NON-DEGENERESCENCE (Huard [2]) :
(H) VxeD, rangdY=m o M={j/x,>0}.

Conséquences : (i) sous ’hypothése (H), V xe D, June base I/x; >0;

(i) dans ces conditions 6, =sup { 8/[x, x+ 8 s} = D }>0, le couple (A", x)est
alors dit non dégénéré.

2. ALGORITHME GENERAL DE GRADIENT REDUIT ET ETUDE DE LA
CONVERGENCE

On dispose de xeD, d’un couple (A4', x) non dégénéré et du tableau
simplicial T=JA4.

Itération courante :

(1) calculer d;=V;f(x)—V, f(x) T
(2) définir s; selon 1.3.2;
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174 H. MOKHTAR-K HARROUBI

. § ss=0 pour D1; D3
2 1 s t :
(2a) si { a=0 pour D2; D4 } S1op
(2b) sinon aller en (3).

(3) calculer : _
s,;=—T's; et s=[s.s]

0, =min { x,/—s,; 5,<0},
/ 0,,=sup {0/V f (x+1ts).s>0,Vte[0,0 [},

| x=x+06s ou 0 =min{0,, 8,},

définir Z={j/x,=0} aller en (4);
4) (a)si ® <8, ouZI=0Q reprendre en (1) avec x et le méme tableau T,
(b) sinon changer de base afin d’éliminer les variables indicées dans Z n I, puis
reprendre en (1) avec x et la derniére base obtenue.

2.2. Elimination des variables basiques nulles

Soit [A4, AT] une partition de A4, ou I est une base.
Soit [x;, x7] la partition induite sur x e D; notons

M={j/x,>0}, M=MnT,

Z ={j/x,=0}, Z =Z nlI.
LeMME 2.2 (Huard [2]) : Si rang AM =m et si M%Q) alors :
VreZ, 3peM/T?P+0 on T=(A)'A4.

REMARQUE : Le lemme 2.2 assure la possibilité¢ d’élimination des variables
basiques nulles.

CRITERE DE CHOIX DE p: Soit
I,={jel/T:#0},
x,=max{x,/jel, }.
Le candidat p d la base peut étre w’importe quel indice jeI,(3) vérifiant :
x,zpx, oun PBeo, 1].

(®) Wolfe [6] propose de prendre p=g Un choix totalement différent de ceux qui précédent est
proposé par Huard [2] dans le cadre de la variante qu’il propose

Dans ce qui suit on supposera pour simplifier que ’algorithme utilise le critére de Wolfe, les
démonstrations étant les mémes pour le cas général.

R AIR O Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE GRADIENT REDUIT 175

2.3. Sur la convergence des algorithmes

Proprirrs 2 3 1 Soit f(\F sk)/keN} une suite nfinte  engendree pai

Palgorithme general, st 3 K < N infini tel que | || s‘ll“ /heK | =0 alors tout point
d’accumulation de la sous-suite { x*/ke K } verifie les conditions (K —T)

RFMARQUE Par un abus de notation, nous ecrirons sf pour sf (I, etant la base
k
en x)

Preuve de la propriete Solent x K = K/{x*/keK} - x
Les bases etant en nombre fin1, 3K <= K, une base I ke K = I, =1, par suite

d x-d(x)=V f(x)—V, f(x) T est une fonction continue, (2 3a)
d’ou

{dX)/keK} »d=Vf@D-V, [T
A ce miveau on affirme que
d<0 et x d=0, (2 3b)
smon s’1l existait un indice j tel que (1) ou (2)
(N HJ>O, cec1 avec (2 3a)=
354>0,  k/k2k, keK = d=a, 2 30

2 EJ<0 et x,>0 ce qu toujours avec (2 3a)=
= = d“|> o
3a>0, k/k2k  keK = { | J'~§°‘ } 2 3d)
(2 3d) et (H3) (hypothese de la definition D 3) donnent

u>0/kzk, keK = ¢,(9=u

Q2 3e)

Conclusion (1) On voit alors aisement a partir de (2 3¢, d, e) que pour
I’algorithme general

Jap>0, ko/kzko, keK = |[|st]|2a0

et cect contredit I’hypothese de la propriete,

(1) (_2 3 b) est donc etabl, ce qui exprime precisément les conditions (K — T7)
pour x

ProOPRIETE2 3 2[2] Silasuite engendree par I'algorithme converge, le nombre
de changements de base est fim

vol 13, n° 2, 1979



176 H. MOKHTAR-KHARROUBI

PrOPRIETE 2.3.3 : S'il existe K< N tel que {||s%]|/keK} —0 et sif est

k
concave, alors tout point d’accumulation de la suite totale { x/ke N } est optimal.

Preuve : Par la propriété 2.3.1, on sait que tout point d’accumulation de

k
{x/ke K} est stationnaire.

Soit x un de ces points : fétant concave, x est optimal et f = f (x) est la valeur
optimale du programme.

k
La suite { f(x)/ke N} étant croissante, f est constante sur 'adhérence de
k . s .
{ x/ke N }; par conséquent tout point d’accumulation x* vérifie f (x*) = f; ce qui

établit la propriété.

2.4. Analyse de la convergence

HypoTHESES : (i) f est de classe C' et concave;
(it) D est borné.

Soit {(x*, s)/ke N } une suite engendrée par 1'algorithme général.

- N 7. . . - k r 7
Mis & part le cas évident d’une suite finie (le dernier point X engendré étant
optimal) nous avons a envisager les deux cas suivants :

1 cas : inf{||s}||/ke N }=0.
Alors 3K N/{||s¥||/keK } > 0.
On peut alors (sous les hypothéses ci-dessus) utiliser la propriété 2.3 .3 et

k .
donc tout point d’accumulation de la suite totale { x/ keN } est optimal.

2° cas : inf{ |[s’;‘||/keN}=a>0.
Il est alors facile de vérifier (*) & I’aide des défimtions 1.3.2 que

Ja*>0/VkeN, V[f(x".s"za*. ()

Par application des lemmes 1.2.1 et 1.2.2, on sait que
Y B <+o0 et Iko/k=k, = 0,=0% 2

N

(#) Cette vénification est essentiellement technique, nous n’avons pas jugé utile de la reproduire

RAIRO Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE GRADIENT REDUIT 177

(2) donne
{0k /keN} -0, 3)

le nombre de bases étant fini
3p>0/||TUY| Sp.  Vk,
D étant compact, V f continu ainsi que les fonctions ¢, :

3550/ #]55, ¥k,
d’ou 4)

Il <llst ]+ st s+ p=p>o0.

A ce niveau, on affirme que la suite totale converge; en effet

0 k ! k
—x=3Y x—-x=) 05
1=0

=0

k+l I+1

+
X

La série de terme général 0, s' est convergente car elle est normalement
convergente; en effet

Y es|=Y 6 s|[=p Y i<+oo par (2).
leN leN leN

Comme la convergence de la série § 8, s' équivaut 4 la convergence de la suite
1S €Q

k
{x/keN}, on a le résultat annoncé.
La suite €tant convergente, le nombre de changements de base est fini
(propriété 2.3 .2), c’est-a-dire :
3k, une base I/kzk = I,=1I. (5)
Par suite
{d(x* I)/JkeN} > d=V f(x)=V,f(x) T. ©6)
Soit k*>max { ko, k} : de (3) et (5) on déduit que

3KcN, gel/kzk*,  keK |

k+1

- 0 =x/—sk et x,=0 )
M q q

q

k _

donc {x,/keK}— x,=0.
A ce niveau considérons séparément les différentes définitions :
a) Cas de la définition D 1

vol 13, n° 2, 1979



178 H MOKHTAR-KHARROUBI

(5) exprime qu’a partir de I1tération k, l'aigoiithme comcide avec
I’algorithme du gradient projeté dont on sait qu’il ne converge pas (cf [7])

(3) et (7) expriment qu’a partir de I'steration k* on peut avoir un phenomene
de z1g-zag, suivi d'un phénomene de blocage sur la contrainte x,=0 (¢f [7])

b) Cas de la défimtion D 3

(2) et (7) donnent

k
O =x,/—sk ou sk=g,(x5dt et x,=0,

x,=0 donc @,(x,)=0,
cec1 permet d’écrire
k

—X

1 q q
6k =3 ‘— - 3
. d:; |: ?q (x',;) @ (xq) ]
par suite

K IR B
{04 /keN} 7| doroai |*°

Ceci contredit (3), le cas (b) est donc exclu pour D 3 ce qui nous raméne au
cas (a) pour lequel on a la convergence

ConcLusioN Dans le cas de la défimtion D 3, I’algorithme est convergent

¢) Cas des défimtions D2 et D4
(7) donne _
qgel,
VkeK, |xktd:|zpat, 8)

xpdy| ]

ou
o =max { df,

REMARQUE S’il s’agit de D4,onap=1etg=p
A partir de I"tération k, la base est constante, par suite, Vj el, la fonction

x—d,(x)=V,f(x)=V, f(x) T’
est continue

Il en est alors de méme des fonctions
x — max { d,(x), 167} =d,(x),
X — min { x,d, (x),]e-I_] =x,d,(x)

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



METHODES DE GRADIENT REDUIT 179

De cela, on déduit la continuité de la fonction

o«  x-—oa(x)=max{d(x),|x,d,(x)|}
de (7) et (8) on tire
{a=u(x*)/keN} -0,

ce qui avec la continuité de o, donne

a(x)=a=0

a=max {d,, |

x,. 4, |} et d=d(x)
et l, et p, tels que

d =max{d,jel} et X4 =mm{x,d, el }

Py " Px

a=0 exprime donc que x verifie les conditions de Kuhn et Tucker, x est donc
optimal dans ce second cas

Nous avons finalement établh le résultat suivant

THEOREME DE CONVERGENCE On suppose
(1) f concave, de classe Ct,
(11) le domaine D borné,
() L’hypothése (H) de non-dégénerescence vérifiée

Alors dans ces conditions, Palgorithme général est convergent pour les
définitions D2, D3 et D4

Commentaires 1° L’étude des méthodes de gradient reduit par les directions
réalisables a ’avantage de montrer que sous I’hypothése (H), les cas de non-
convergence ne peuvent provenir que de phénoménes de zigzag et de blocage,
situation correspondant aux relations (2), (3)et(5)de 2 4

2° Nous avons établi la convergence des variantes proposees SOus
I’hypothese (H) de non-dégénérescence pour des fonctions C* concaves Nous
nous sommes donc affranchis des hypothéses (H1) et (H2) (Zangwill-

Luenberger) et des hypotheses d’existence et de finitudes des dérivées secondes
(Huard)

3° Remarquons que concernant la défimtion D3, un point de recherche
mntéressant sur le plan pratique, pourrait étre la détermination de systémes de
fonction @, permettant « d’améliorer » la convergence Des fonctions ¢, satis-
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faisant les hypotheses H1, 2, 3, 4) existent en grand nombre; par exemple :

@ (t)=gqt; q>0,
o(t)=qte,

p
o(t)=> at ou a,20; j=1,p.
1=1
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