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OSCILLATEURS HARMONIQUES

FAIBLEMENT PERTURBÉS :

L'ALGORITHME NUMÉRIQUE DES « PAS DE GÉANTS » (*)

par Jacqueline BOUJOT, Alain PHAM NGOC DINH

et Jean-Pierre YEYRIER O

Communiqué par J L LIONS

Résumé — On étudie le schema algébro numérique des « pas de géants » introduit par Feix, Nadeau,
Veyner pour résoudre les équations des oscillateurs harmoniques faiblement perturbes Ce schema est
une méthode a pas séparés qui repose sur le principe des développements asymptouques On démontre la
convergence à partir de Fintroduction de notions de consistance et de stabilité puis, on presente quelques
applications numériques

Summary — We study the numencal algebraic scheme "the giant step method" présentée by Feix,
Nadeau, Veyner to solve the équations ofshghtly perturbed harmonie oscillator The method is a one-
step method founded upon the pnnciple ofthe asymptotic expansions The convergence ofthe algorithm
is proved from the introduction of consistency and stabihty conditions The obtained formulas are
checked over with two examples

1. INTRODUCTION

Les équations différentielles de la forme

x + x = ef(x,x,t), £e[0,T],l

x(0HXo ; x(0)=Y0) j

caractérisent les oscillateurs harmoniques faiblement perturbés dans les cas
autonomes ou non autonomes, e est un petit paramètre qui pondère la
perturbation.

(*) Reçu novembre 1978
i1) Département de Mathématiques, Université d'Orléans (France)
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On peut citer, par exemple des équations classiques en mécaniques des
vibrations [1] telles que l'équation linéaire de Mathieu de la forme

x-\-x = EX cos kt, k est une constante

et les équations non linéaires de Van der Pol et de Düffmg auxquelles
correspondent respectivement

f(x, x, t) = (l— x2)x (cas autonome),

f(x, x, t)^Ecos((ùt + (p) + /cx3 — ex,

E, K, c sont des constantes données.
La résolution de (1) généralement abordée par les méthodes de Krylov

Bogolioubov [2] ou par la méthode plus récente des échelles multiples [3] est une
résolution de type analytique qui repose sur le principe des développements
asymptotiques. Il est difficile dans ces méthodes de calculer à la main, les
développements à un ordre élevé. Les méthodes numériques usuelles de type
Runge Kutta [4] par exemple, sont par ailleurs utilisables pour résoudre (1). Le
pas de la discrétisation en temps est indépendant de la perturbation et petit
relativement à Finverse de la pulsation de l'oscillateur libre (ici 1). Ce choix
présente des inconvénients : erreurs d'arrondis, coût de la méthode.

La méthode numérique des « pas de géants » introduite par Feix, Nadeau,
Veyrier [5] consiste à écrire un développement asymptotique sur des intervalles
de longueur T{Tk préciser est tel que le produit Te est petit) et à construire une
méthode à pas séparés en effectuant des réinitialisations successives. C'est donc
une méthode qui fait le pont entre les méthodes purement analytiques et les
méthodes numériques. Le présent travail a pour but de faire l'analyse numérique
de cet algorithme [6].

Après avoir précisé les hypothèses de résolution, on commence dans une
première partie par démontrer l'existence de développement asymptotique pour
le problème (1). Le schéma numérique « pas de géants » est ensuite explicité et on
lui associe des définitions — consistance, stabilité, convergence — habituelles
pour les méthodes numériques de résolution des systèmes différentiels. On peut
alors faire une démonstration de la convergence du schéma.

De nombreux résultats numériques ont déjà été présentés [7]; on rappelle ici en
partie 4, quelques résultats établis pour l'équation de Düffmg. La méthode peut
être généralisée aux systèmes différentiels; on reprend l'exemple d'un système
couplé d'ordre 2 sur lequel Kabakov a déjà comparé différentes méthodes de
résolution [8].

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numencal Analyse
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2. POSITION DU PROBLÈME. ÉTUDE DE DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

2.1. On étudie l'équation différentielle

= e/(x, x, t),

dans l'intervalle re[O, T] où x est fixé éventuellement grand.
x désigne une fonction du temps t, x sa dérivée par rapport au temps, e un petit

paramètre, Xo, Yo, ƒ sont donnés.

On suppose dans la suite que les hypothèses suivantes sont vérifiées

(i) ƒ est de classe cê° par rapport à l'ensemble des variables x, x, t\
(ii) j est de classe <g °° relativement à x, x, et de dérivées continues par

rapport à x, x, t.

Dans (i), (ii) le triplet (x, x, t) décrit le domaine D x [0, x] où D est un compact
deR2 .

Sous ces hypothèses, le problème (1) admet une solution unique, notée x * (t, &)
de classe <é2 par rapport à t(2).

2 .2. Existence de développement asymptotique.

Soit u(t, s) un développement du type

tt(f,e)=£ erur(t). (3)

solution formelle de (1). Les coefficients ur(t) sont déterminés par l'identification
relativement aux différentes puissances de s. On obtient ainsi formellement :

wo + uo = 0; avec les conditions initiales uo(0) — Xo, uo(0)= YO;

ui+u^fiuç, M0, t); avec ul(0) = u1(0) = 0;

Vp>l,
p— 1 m

m = l Jc = O

OÙ

P x - V = X ("i)°" • • • («p-J"'-(«i)Pl • • • tiP-J"
a . . P .

m!

(2) On signalera en cours de démonstration, les modifications entraînées par le choix d'hypothèses
plus restrictives que (2).

vol. 14, n°l, 1980
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les OLlt pt vérifiant

p — m p — m

X oc,+ £ P. = »».
1 = 1 1 = 1

p—m p—m

£ i.(oc,)+ I i.(f5,)=(p-l),
1 = 1 1 = 1

avec les conditions initiales wp(0) — wp(0) = 0.

La série ]T eru,.(t), est en général divergente.
rZO

DÉFINITION 1 : La solution x*(£, s) de (1) admet un développement
asymptotique d'ordre JVX pour (t, e)e[0, 7\] x [0, e j , lorsqu'elle s'écrit sous la
forme

x*{t,e)=Y, £rvr(t)+o(eN>); V(f,e)e[0, r j x t O . s J . (5)

On a alors la :

PROPOSITION 1 : II existe EX < 1 vérifiant

S I T < Â 7 ? (6)

ow M x est une constante dépendant deft tel queV{t, e)e[0x] x[0, s j /a solution
x* (t e) du problème (1) admet un développement asymptotique a* or dr e N1 où N A

est un entier positif fixé arbitrairement.

Démonstration : Soient

x 1 ( t , e ) = u 0 ( t ) + E t t 1 ( 0 + . . . + e / V l % i ( 0 , (7)

z(tte) = x*(tfe)-x1(t.B). (8)

z est solution de l'équation différentielle :

lt t)-f(xlfxlt t)],
(9)

z(0) = z(0) = 0( '

avec a(t , e) = s / ( x 1 ? xlf t)~xl-x1.

En utilisant le reste de Taylor d e / (x x, x x, t) au voisinage de (w0, w0, 0 il vient,
avec (7) et les relations d'identification (4) :

^ î̂  0

,«o + e / i 1 . f ) r ' ) , (10)

R A I R O. Analyse numénque/Numencal Analysis
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OÙ

6e]0, 1[,

h1=eu1{t)+ ... +ew 'uN , ( f) ,

. dh,
h

Grâce aux hypothèses (2), les ur{t) sont bornées sur [0, x], il existe donc une
constante K dépendant de ƒ telle que :

+ 1. (11)

A l'équation différentielle (9) on peut associer l'équation intégrale

z(t, E ) = a (s, e)s in(t-s)ds + E sin(f-s)fc[s, z{s, E), z(s, e), £]ds, (12)
J J

a (s, e ) s i n ( t - s ) d s + E s i n ( f -
J o J o

avec ft(s, z, z, Ê) = ƒ (z + Xx, z + x l f t ) - / ( * i > x x , t).

Pour résoudre (12), on considère la suite itérative

zr+i{t, s)= a (s, 8)sin(t-s)rfs + £ sin(t —s)fc[s, z r , zP, e]ds j v '
J o J

0,

sin(t —
J o

où h (s, z0, z0, e) = 0 et a (t, E) vérifie (11). Il existe donc e1<l pour lequel les
relations (13) entraînent la propriété

dès que 0 ̂  E ̂  s x.

v = 0 ou 1 correspond respectivement à z1 (t, s) et z1 (t, E).

On peut alors montrer que

zM(t, e)= o (ENI) pour v = 0,l et r ^ O . (15)

En effet (15) est déjà vérifiée pour r = 0 et 1. A partir de (13), on peut écrire :

= £ j sin (v )(*-s){h[s, z r , z r , £ ] - M s , zr-i> zr_ltz]}dst (16)
J o

£ ! est choisi tel que zr (t, E) et zr (t, E) appartiennent au domaine de régularité de ƒ
On déduit alors de la formule des accroissements finis appliquée à la fonction h,

vol. 14, n°l, 1980
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l'existence d'une constante Kx dépendant de/, telle que

J o
OU

sup [\zr(t, e)~zr^l(t,e)\ + \zr(t, z)~ir_1{t} é)\]

(17)

et

II vient alors :

sup
\jt,x,x)e[ö,x]xD

df
dx sup

(t, x, x)e[0, x]xD

ÊL
dx

avec

Sous la condition (6) :

x < avec M1 = 4.K1.

On peut déduire de (19) la majoration suivante :

Les relations (20) et (14) montrent que

(18)

(19)

(20)

(21)

D'autre part la condition (6) entraîne que K2 est inférieur à 1, alors la suite
{zr(t, z)}rm est une suite de Cauchy d'après (19) :

lim sup |z r(t, E) —zr_i(t, E ) | = 0 .

Si on désigne par z * (t, s) la limite de zr(t, s) quand r tend vers l'infini, on montre
par passage à la limite dans (13) que z*(t, s) satisfait l'équation intégrale (12). Il
reste à vérifier que z*(t, e)= o (eNl) pour (t, 8)e[0x] x[0, e j . Cette propriété
résulte du passage à la limite dans (21), sous la condition (6).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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La solution x* (t, e) peut donc s'écrire sous la forme

soit

l)- (22)

cela signifie que sur [Ot] x [OeJ vérifiant (6), x*(t, s) possède un développement
asymptotique d'ordre Nlf quel que soit A/̂  arbitrairement fixé.

REMARQUES : 1. On retrouve au moyen de la démonstration précédente, le
résultat d'existence de solution pour le problème (1) (solution possédant de plus
un développement asymptotique).

2. La démonstration reste valable si on remplace la condition (ii) par :
(iii) ƒ a des dérivées partielles d'ordre p, par rapport à x et x et

dq+q'f/dxqdxq', est continue par rapport à (x, x, t) pour O^q + q'^p, à
condition de supposer Nl inférieur à l'ordre de dérivation de ƒ Le
développement asymptotique, se réduit à un développement limité d'ordre N t .

3. Pour s donné, e< 1, la condition (6) ex< l/Ml, n'est pas toujours vérifiée.
Alors la proposition 1 est satisfaite pour (t, 8)e[0Ta] x[0, e] tel que

± (23)
- 1 M/

C'est cette remarque qui conduit à la description du schéma numérique « pas de
géants ».

3. DESCRIPTION DU SCHÉMA NUMÉRIQUE

3.1. Partant du problème (1), on considère une subdivision de l'intervalle [O, x]
en (JV-h 1) points distants de T=x/N, où T^ T1 et 7\ vérifie la condition (23).

Sur chaque intervalle [Tn, Tn + 1] on calcule les valeurs approchées Xn+l de
x*(Tn + i, e) et Xn + 1 de x *(Tn + l , s) à partir de Xn, Xn avec les relations

Xn(t,z)= t z'vAt), )
r% \ (24)

Xn{Tn,z) = Xn; Xn(Tn.e) = Xn. j

On a posé

Xn = Xn-ATH,E), Xn = Xn.x{Tn,*)\ X0{0,s) = Xo, Xo(0,z)=Yo.

vol. 14, n ° l . 1980
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Dans (24), X„ (t, s) représente le développement asymptotique d'ordre p de la
solution du problème

(25)
£/(x, x, t) pour ts[T„, Tn + 1],

x(Tn) = Xn; x(Tn) = Xn.

Les vr(t) sont calculés à partir des conditions initiales :

0, vr(Tn) = 0 pour r £ l .

On définit alors Xn+i=Xn(Tn+1, s), Xn+1=Xn(Tn+1, e) ce qui donne
l'initialisation au pas de temps suivant [Tn+1, Tn+2]-

On associe à (24) un schéma noté X* (t, e) tel que :

(26)
r = 0

représente la solution asymptotique d'ordre p sur l'intervalle [Tn, Tn+1] du
problème :

= sf (x, x, t\ te[Tnt TH+1], j

j
Les termes v* (t) du développement sont calculés avec :

vt{Tn) = x*(Tn, e), io(TJ = i*(Tn, E),

i;*(rn) = 0, t;r*(rn) = 0 pour r ^ l .

On définit donc :

X*+i = X*(TH+1, E), X* + 1=X*(TR+1, e)

et on écrit :

x*(t, e) = Z*(t,8) + Ep+10)n(t,£), (28)

ep+ A $„ (t, e) représente le reste du développement asymptotique de la solution
x* (t, s) sur l'intervalle [Tnt Tn + 1],

3.2. Il est usuel d'associer aux schémas numériques classiques de résolution des
équations différentielles [4]; les notions de convergence, consistance, stabilité.

R.A.I.R.O. Analyse mimérique/Numencal Analysis
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On introduit de même, pour le schéma (24)-(25) adapté à la résolution du
problème (1) les définitions suivantes :

DÉFINITION 2 : Le schéma (24)-(25) est convergent si :

lim Max {\Xn-x*.(TH,e)\ + \Xn-i*{Tn,e)\}=0. (29)
r - > 0 n = 0 , 1, . . . , N

DÉFINITION 3 : Le schéma (24)-(25) est consistant si :

DÉFINITION 4 : Le schéma (24)-(25) est stable, s'il existe fc, fonction de e, Tet ƒ
telle que

^ / c { | x * ( r r t , £ ) - X 0 | + | x * ( r „ , £ ) - X n | } , n = 0, 1, . . . f N - l . (31)

lim/c = iC; ^ est une constante indépendante de £ et de ƒ (32)

4. CONVERGENCE DE LA MÉTHODE

4 .1 . Étude de consistance

On étudie le reste du développement asymptotique défini en (27)-(28), sur
l'intervalle [TnfTn+1].

Pour la démonstration, on écrit (1) sous la forme du système équivalent,
encore noté (1) :

y=-x + Bf(x, y, t); te[Ox].

D'après (28) la solution x* (t, E) de (1) s'écrit sous la forme générale

Î^ïlZTe^} (33)

OÙ

q>1P = X*(f, e), Ç ^ f l U t , e) sur tout intervalle [Tn, Tn + 1).

vol. 14, n°l, 1980
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Avec (1) on obtient le système

d^ Yi=_

dt dt

S" ~dT = ~'dt 2

(34)

avec

On peut alors démontrer le lemme suivant :

LEMME 1 : Sur V intervalle [Tn, Tn+1], Q>n(t, E) et én(t, E) ont une limite finie
quand E tend vers zéro et vérifient la propriété :

| 0 B ( r , e ) | + | * B ( r , e ) |=o ( r ) quand r - 0 (35)

Démonstration : On déduit de (34) que Y1-(dYip/dt) = zp+1 Ç2. Avec les
hypothèses (2) et la formule de Taylor, Y2 est majoré par un développement fini
de puissances croissantes de E, SP+1 Ç1) £ P + 1 Ç 2 - D'autre part
Yi — (dq>ip/dt) = (i =1,2) s'annule lorsque Ç x =Ç2 =0 ; dans ce cas x* (t, E) = <p x p,
x*(t, e) = {p2p est solution de (1). Il en résulte que le développement de
Y2—{d<p2p/dt) admet en facteur un coefficient de la forme (a1t)1 + a2Cy2)z

p+1,
avec ux et a2 constantes dépendant de / ; et que Ton peut écrire la majoration
globale suivante :

dt
Yt- dt

ou
M et a sont deux constantes positives dépendant de ƒ;

r| ! et r |2. fonctions de t et de E, sont des fonctions dominantes de
(en particulier |Çi | + |Ç2 | ^ "H )

et Ç2

Pour 0 ^ s < 1 on a

1
<

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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En choisissant r| = r |1+r|2, on obtient la relation

dv{ 2 Mr\

On se place maintenant suri 'intervalle [ Tn, Tn + x ] quel que soit n = 0 ,1 , . . ., iV.
Soit r](n), fonction de £ et de £, la restriction de r| à l'intervalle [Tn,Tn+1]. r|(n)est
définie sur [0 7] et on peut prendre

puisque Csi(Tn) = Jli2{Tn) = 0 avec les conditions de réinitialisation. x*(t, s) et
x * (t, e) étant continues en t = Tn, il en est de même de Ç x et Ç 2 donc de rj x et r\ 2-
Grâce à la continuité on a r| ( t, &) S 1 sur [ Tn, Tn + x ] avec T petit et on peut écrire
la majoration;

" H W ^ - — v 'lin) p g \

Par intégration sur [0, t]; il vient :

te[0, 71, (39)

On peut alors déduire de (39), les deux propriétés suivantes :

(i) Lorsque l'intervalle [0 T] tend vers un intervalle de longueur nulle ( T -» 0),

on a grâce à la continuité r|(n) {T) -> 0, et avec (39) il vient :

lim —{n) ^T' ^ - 0 , ou encore r\ (n) {T, e) = o (T)f V n.

Soit en revenant aux notations initiales :

| * B ( r , e ) |+ | * B ( r , 6)| =o(71 quand 7 ^ 0 .

(ii) Faisant tendre e vers zéro dans (39), r| {n) {t, e) a une limite indépendante de
e soit A(t) telle que :

S M2 T2.

On en déduit que <&„ (t, s) et Ôn (t, e) ont une limite finie (dépendant de 7) quand
£ -• 0 (i) et (ii) démontrent le lemme 1.

Conséquence : On déduit de (35) et de la définition 3 que le schéma numérique
défini par (24)-(25) est consistant.

vol. 14, n°l , 1980
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REMARQUE 4 : La propriété (ii) traduit que sur [Tn> Tn + 1], x*(t, e) —cp l p /sp + 1

a une limite finie, indépendante de £ quand s -• 0; c'est-à-dire que x* (t, z) admet
un développement asymptotique d'ordre p. On retrouve là un des résultats
démontrés dans le paragraphe 2.

4 2. Étude de stabilité

Pour l'étude de stabilité, on explicite les équations différentielles vérifiées par
Xn(t, e) et X*(t, s), auxquelles on associe des équations intégrales.

LEMME 2 : Sous les hypothèses (2) le schéma (24)-(25) est stable et on a de plus
k = l+2£cT, où c est une constante positive liée àf.

Démonstration : On se place sur l'intervalle [Tn, Tn+1] n ^ 1 et on écrit la
solution sous la forme (28) :

avec

r = 0

Les vf (t) sont définies par les équations de (4) avec les conditions initiales

t;*(77
n) = 0, i ) * ( r j = 0, r > 0. j

Par intégration, on obtient facilement

v${t) = x*{Tn, e) c o s ( ^ - r n ) + x*( r„ , £ ) s in (£- r B ) , }
> (41)

üg(t)= —x*(Tn, e) sin ( t - rn) + x*(Tn> e) cos ( t - r B ) . J

Les fonctions v* (t), v* (t) (r ^ 1), solutions des équations (4) avec les conditions
initiales (40) sont des fonctions de classe ^ x au moins par rapport à,Vo(t)etv$(t),
et de dérivées continues par rapport à (ug, ù$, t, s).

On en déduit, en utilisant de plus (41), que la fonction X* (t, e) est solution
d'une équation différentielle de la forme

y + y = zq>[x*(Tn> e), x*(Tn , e)]; te[Tn, Tn+1], (42)

avec les conditions initiales :

(43)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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cp est une fonction de classe (ëx par rapport à x* (Tn> e) et x* (Tn, s) et dont les
dérivées sont de classe ci° par rapport à [x* (Tn, e), x*(Tn, e), t, e]. Supposons
par exemple que p = 3; on obtient l'équation différentielle

= e îf-{v$, v%, t)

h 0 + y ^ î 2 & { v % , v%, t)

s 2 . ^ „ ^ .#

d'où l'équation de forme (42) en tenant compte de (41).

Revenant maintenant au schéma numérique (24)-(25). Le même raisonnement
que précédemment montre que la fonction Xn(t, e) est solution de l'équation
différentielle

: n , X n , t , z ) ; te[THITH + 1], (44)

avec les conditions initiales

(45)

Aux relations (42)-(43) d'une part; (44)-(45) d'autre part, on associe les
équations intégrales :

sin {t~s)<p[x*{Tntt),x*(Tn, e), s, e]ds, (46)

sin{t-s)q>[Xn,Xn,s,B]ds (47)
t

d'où

J T

i*(Tn,E),s,e]-v[XH,Xn,s,E]}ds.

On utilise alors la formule des accroissements finis. Il existe une constante c> 0,
dépendant de ƒ telle que :

quel que soit te[Tn, Tn+1] on a

\y(t)-z(t)\£\x*(Tn,z)-XH\
+ EcT[\x*{TH,B)-XH\ + \i*{TH,s)-Xn\]. (48)
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De même à partir de (46)-(47) :

[\x*(Tn,e)-Xn\ + \i*{Tn,B)-Xn\l (49)

De

on déduit alors :

I Y* — Y I 4- I Y* Y I

g A-[|.v*(r„.f.)-,Yj-hl.v*frH . s ) - X „ | } , (50)
avec

k=l+2scT. (51)

La stabilité résulte de (50) —(51) et de la définition 4.

4.3. Convergence du schéma numérique

Des lemmes 1 et 2 résulte la :

PROPOSITION 2 : Le schéma numérique des « pas de géants » (24)-(25), défini pour
résoudre le problème (l)-(2) est convergent.

Démonstration : Soit

Avec (28) et (51) il vient

Pn^e^MI^-J^eJl + l^n-J^eîH+fcp»-! (53)

(53) est vérifiée pour tout n = 0, 1, . . . , N et par itération on a

+ k"[ |X 0 -x*(0,e) | + | X o - x * ( 0 , e ) | ] . (54)

Xo et Xo sont choisis tels que :

X0 = x*(Q,e)t

0=Yo = i*(0,z).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Avec les îemmes 1 et 2 et la relation (51), on obtient :

Pnè T—J o(T) quand T-+0, J
K — 1 /

(55)

on a utilisé dans (55) la forme spécifique (51) de la constante de stabilité, alors :

k=l+2&ct<e2ecT et

Selon la définition 2, la convergence du schéma résulte de (55) par passage à la
limite T^O.

Remarques

REMARQUE 5 : Pour le schéma numérique présenté, la consistance et la stabilité
n'entraînent la convergence que si l'on peut trouver une constante de stabilité k
de la forme k = K + g(e, i), avec K constante telle que K < 1 et g{e, t) = O(T)
quand T->0.

Pour l'étude particulière du schéma appliqué au problème (l)-(2), la
consistance et la stabilité entraînent la convergence puisque k est de la
forme (51).

REMARQUE 6 : On dira que le schéma numérique est d'ordre p lorsque le
développement asymptotique (24) à partir duquel il est défini est un
développement d'ordre p.

Sous les hypothèses (2), le schéma est convergent dès l'ordre 1, mais bien
entendu on a intérêt à utiliser des schémas d'ordre plus élevé pour obtenir une
meilleure précision.

S. APPLICATIONS DE LA MÉTHODE

5.1. Cas scalaire : étude de l'équation de Dlifting

L'algorithme précédent a été appliqué à l'exemple de la résolution de
l'équation de Düffing en oscillations forcées

x + x = E[kx3-$x + E cos (o t + cp)], )

x(0) = a, *(0) = 0.
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les fonctions vr (t) définies dans la description (24)-(25) du schéma, sont calculées
analytiquement.

On commence par faire une comparaison entre la méthode prise à l'ordre 1,
puis à l'ordre 2 et une méthode de Runge Kutta classique. Pour e = 0,01 et oo = 1,
on désigne par :

Xi(£) la solution obtenue avec un développement d'ordre 1 pour le pas

4.0 -3.0

l

- 2 0 - 1

5.0

4.0

3.0

2.0

7 1 °

0 0

2

-2 .0

-3J3

- 4 . 0

-5.0

-

1.0 2.0 3.0

-

PAS DE GEANTS A L'ORDRE 2

e =o.oi

E =1

K =0.2

3=0
$ =3U16

T =10.
L G=100.

t
4.0

Fig. 1

x2 (t) la solution obtenue pour le pas T= 10 avec un développement d'ordre 2;
xK (t) la solution obtenue avec une méthode de Runge Kutta d'ordre 4 pour
laquelle le pas de temps adapté au problème (56) est égal à 0,025.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Les résultats numériques sont présentés (3) dans le tableau.

19

t

X l W

x2(t)

xK{t)

10

-0,81615

-0,81615

-0,81517

50

1.02450

1,02451

1,01848

100

1,08981

1,08985

1,07944

1000

1,90537

1,90308

1,90219

2 300

2,24125

2,23427

2,26479

2 900

-0,83585

-0,83311

-0,82436

e

0,46

1

56

La dernière colonne 0 représente le temps de calcul normalisé. La lecture du
tableau confirme que l'algorithme des « pas de géants » est une méthode
numérique adaptée à la résolution des équations de type (1).

5.0

3.0

00

-0.5

-4.5

Fig.2

Pas de géants a l'ordre 2

e = 0.01

U = 1.

E = 1

K = 0.2

13 = 0

0 = 3 1416

T = 5

G = 100.

(J) Nous tenons à remercier M. Lutton pour son travail de programmation,
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On reprend maintenant quelques applications [7] faites avec des développe-
ments d'ordre 1 ou 2 dans les cas suivants :

co = l : 8-0,01; T=10 (fig. 1); £ = 0,01; T=5 (fig.2);

co = 0,9991 : 8-0,001; r=0,5 (fig. 3);

co = O,33312 : 8 = 0,001; T=0,5 (figA),

Fig. 3

Les résultats x(t) sont représentés graphiquement dans le plan (A, cp), A
désignant l'amplitude de x(t) et cp le déphasage de l'excitation. Chaque point
(An, <pn) signale le passage du système à un maximum d'amplitude déterminé
numériquement. Dans le cas de la figure 4, An et cp„ sont calculés par des
formules de récurrence associées au développement asymptotique de la
solution x(t); c'est la méthode des « pas de géants » stroboscopiques. Les

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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courbes obtenues correspondent respectivement à des conditions initiales
différentes.

Le paramètre G indique que la graduation le long de la trajectoire dans le plan
(A, cp) est effectuée toutes les G périodes. Les calculs sont relatifs à un temps de
l'ordre de 3 000 périodes.

g- 4

5.2. Étude d'un système couplé

La méthode précédente et les résultats théoriques se généralisent aux systèmes

différentiels de la forme

i ~T 0 } j -X f — b J f ^ A i , A 2 , . . . , A n , A ^ , A 2 , . . . , A f l , l ) , t — J - ? ^ - j . . . , « ,

avec les conditions initiales

vol. 14, n ° l , 1980
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On reprend l'exemple du système traité par Kabakov dans [8]

= z(x2-3y2),
(57)

Dans le cas 8 = 0,1 on présente des résultats numériques tout à fait
comparables à ceux de [8] pour 0^t:§2,900 *

— les solutions xK (t), xK (t), yK (t), yK (t) sont obtenues par une méthode de
Runge Kutta d'ordre 4 à pas variables,

— les solutions x 3 (t), x 3 (t), y3 (t),y3(t) sont établies avec la méthode des pas
de géants à l'ordre 3 et un pas de temps T— 1

t

XK(t)

ix(t)

yK(t)

xz{t)

xAt)

ysit)

yi(t)

1

0,853 8

0,5819

0,5616

-0,1806

0,853 8

0,5819

0,5616

-0,1806

10

-0,368 5

-1,0216

-0,5194

-01585

-0,368 5

-1,0216

-0,5194

-0,1585

100

-0,797 3

0,7716

0,1132

-0,863 0

-0,797 3

0,7716

0,1131

-0,863 0

1000

0,065 5

1,1203

-0,4619

0,3462

0,065 4

1,1205

-0,462 0

0,3464

2,900

0 875 0

-0,673 0

-0,105 2

0,855 6

0,873 7

0,675 7

-0,1084

0,855 0

Les temps de calcul 6 relatifs à chacune des méthodes sont tels que
QK =3,30 0 3 ce qui montre encore l'intérêt de la méthode.

5 .3. Remarques et conclusion

La méthode numérique dont on a vu ici quelques applications peut être
utilisée avec un pas de temps ( T ^ 7\) variable. Elle se généralise au traitement
stroboscopique des équations de la mécanique non linéaire pour lesquels elle
permet de pousser les calculs à un nombre élevé de périodes.

Dans le cas des équations classiques, les solutions approchées Xn(t, E) sont
obtenues explicitement sur chaque intervalle. Pour les schémas d'ordre élevé le

R A I R O Analyse numerique/Numencal Analysis
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calcul nécessite l'introduction de langages qui manipulent les symboles
algébriques, les résultats précédents en particulier sont établis avec un code
Formac La méthode permet ainsi de donner des résultats numériques sur des
temps longs (plusieurs milliers de fois la période de base) avec une précision
intéressante

Lorsque les solutions Xn (t, s) ne sont pas accessibles de manière analytique,
c'est le cas par exemple de certaines équations du type x + g(x) = sf(x, x, t), la
méthode peut être conjuguée avec un algorithme numérique standard sur
chaque pas de temps de longueur T, à partir des conditions initiales Xn, Xn.

On a vu d'autre part que la méthode des « pas de géants » s'applique aux
équations vectorielles et l'extension de son principe à la résolution d'équations
hyperboliques à faibles perturbations non linéaires est à envisager.
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