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STABILITE D'UN ALGORITHME DE RECHERCHE
DE VALEUR PROPRE
DE PROBLEME GENERALISE (*)

par J.-P. Berrioz (})

Communiqué par P.G. CIARLET

Résumé. — L’algorithme QZ a pour but de résoudre le probléme de v aleur propre Ax =\ Bx: dans cet
article nous étudions la stabilité mathématique de I'algorithme lorsque A et B sont singuliéres.

Abstract. — The QZ algorithm is designed for solving the generalized eigenvalue problem, Ax =\Bx;
in this paper we study its mathematical stability if A-and B-are singular. -

1. NOTATIONS ET INTRODUCTION

Dans I’ensemble des matrices carrées d’ordre n, a coefficients complexes, on
note # ’ensemble des matrices Hessenberg supérieures, 9 l’ensemble des
matrices triangulaires supérieures, % 1’ensemble des matrices unitaires.

On définit une factorisation (QZ) d’un couple (4, B) de # xZ comme la
double factorisation unitaire et triangulaire :

(1) trouver une matrice Q de % telle que QA =R avec R appartenant a J;

(2) trouver une matrice Z de % telle que (QB) Z =T avec T appartenanta 7 et
QAZe ¥ .

La factorisation (1) est notée factorisation (QR), la factorisation (2),
factorisation (QR)*.

Q et Z (resp. R et T) sont appelés facteurs unitaires (resp. triangulaires) d’une
décomposition QZ de (4, B). Le couple de ## x 7 noté

(4, B)=(QAZ, OBZ)

est un couple des transformées (QZ) de (4, B).

(*) Regu juin 1979
(*) Attaché aux Services Techniques de I’Armée, 5, rue Brossay-Saint-Marc, .
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228 J.-P. BERLIOZ

L’algorithme (QZ) génére une suite de couples (4, By) de #° x .7 de la fagon
suivante :

A,=A, B,=B,
As+1=QsAsZsa Bs+1=QsBsZsa

ou Q; et Z sont des facteurs unitaires de (4;, B,).

Lorsque A et B sont inversibles, I’algorithme est équivalent a ’algorithme QR
et les matrices A, tendent vers une forme presque triangulaire supérieure, ce qui
permet en général de déterminer les couples (a, B) vérifiant ’équation

det(B A—o B)=0.

Dans le cas général, la double factorisation (QZ) n’est pas définie de fagon
unique (ou plutét & une diagonale unitaire multiplicative prés) (voir 3), et la
convergence et la stabilité de 1’algorithme ne sont pas trivialement induites par
celles de I’algorithme QR. Dans (3) il a été établi que I’algorithme QZ détecte les
singularités d’une classe de matrices (4, B) en arithmétique exacte, nous nous
proposons de montrer que cette propriété est mathématiquement stable par
rapport aux perturbations de 4 ou B lorsque le déterminant ci-dessus n’est pas
identiquement nul.

Apres avoir noté K,, I'’ensemble des matrices de C,, dont les k premiéres
colonnes sont linéairement indépendantes, nous rappelons les résultats obtenus
a propos des factorisations (QR) dans {i] :

ProrosiTiON 1.1 : Soit A appartenant a E,, et une factorisation (QR) de A -
QA =R, alors toutes les factorisations (QR) de A peuvent se mettre sous la forme

A, O A, O
(5 a)e (T 0)r

avec A, diagonale unitaire d’ordre k et A, matrice unitaire d’ordre (n—k).

Pour la factorisation (QR)*, nous notons E§ le sous-ensemble des matrices de
C™ dont les k derniéres lignes sont linéairement indépendantes et nous avons une
proposition analogue :

ProrosITION 1.2 : Soit B appartenant é E}, et une factorisation (QR)* de B :
B=TZ*, alors toutes les factorisations (QR)* de B peuvent se mettre sous la forme

;0 z, O
z , T >
(5 =) (% =)
avec Ly matrice unitaire d’ordre n—k et X, diagonale unitaire d’ordre k.
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VALEUR PROPRE DE PROBLEME GENERALISE 229

L’étude de la double factorisation (QZ) se fait sur ’ensemble des couples de
H xT, et dans le cas ou A est Hessenberg non réduite; les propositions
suivantes résument 1’étude de son unicité, et de son comportement en cas de
singularité de 4 ou B.

ProrosiTioN 1.3 : (4, B)de # x I avec A Hessenberg supérieure non réduite,
B de premier terme diagonal b, non nul, et une factorisation (QZ) de (A, B) de
facteurs unitaires Q et Z, alors tous les facteurs unitaires de (A, B) peuvent
S’écrire :
AQ, ZY avec A et T deux diagonales unitaires.
ProposiTiON 1.4 : Soient (A, B) de # x T, avec A Hessenberg supérieure non

réduite, B de premier terme diagonal b |, nul, alors il existe un indice p unique et
une factorisation particuliére de (A, B) avec Q* Hessenberg supérieure non réduite

et Z de la forme
I 0
Z= ,
<0 Zz>

avec I, matrice identité d’ordre p, Z , matrice Hessenberg supérieure unitaire non
réduite. Tous les facteurs (QZ) de (A, B) peuvent s’écrire :

z 0
AQ et Z < Ol s > avec X, unitaire d’ordre p,
2

et X, diagonale unitaire d’ordre n—p,
A diagonale unitaire d’ordre n.
Ces propositions suggérent I'introduction d’un sous-ensemble de matrices de
H# x 7, permettant de décrire la suite des itérés d’un couple (4, B) avec A

Hessenberg supérieure non réduite et det (3 A — o B) non identiquement nul, et de
définir une relation d’équivalence caractérisant les factorisations (QZ).

2. FACTORISATION QZ ET RELATION D’EQUIVALENCE ASSOCIEE
Notons & ,, pour p+4¢ =< n le sous-ensemble des matrices de #° x 7 définies

par :

(A, B) appartient & &,, (p et g pouvant étre nuls) si et seulement si det
(BA—aB)#0 et se partitionne en matrice bloc-triangulaire supérieure dont
3 blocs diagonaux vérifient :

1° si p#0 : (A, B;) d’ordre p, tel que :
A;=U, R, W,,
B,=U,; N, W,,

vol 14, n°3, 1980



230 J.-P. BERLIOZ

avec R, triangulaire supérieure, N ; triangulaire supérieure nilpotente, U y et W
matrices unitaires;

2° si(n—p—q)#0:(A4,, B,)d’ordre n—p—gq avec A, Hessenberg supérieure
non réduite et B, triangulaire supérieure;
3° siq#0 : (A5, B;) d’ordre g tel que :
A3=U3 N3 W,
B3;=U;3 R;3 W3,
avec N ; triangulaire supérieure nilpotente, R 5 triangulaire supérieure inversible
et Uj et W5 unitaires.
Soit # ,, 'ensemble des matrices unitaires d’ordre n défini par :
Ue ,, si et seulement si U est bloc diagonale unitaire composée au plus,

de trois blocs diagonaux unitaires U; respectivement, d’ordre p (si p#0),
n—p—gq, q (si g#0), de plus U , est diagonale.
La relation suivante £ ,,, associée a % ,,, est une relation d’équivalence :
soient (A4, B) et (C, D) deux couples de 5 x 7 ,(A, B) Z ,, (C, D) si et seulement
si il existe deux matrices de % ,,, U et W telles que

C=UAW, D=UBW.
Cette relation posséde les propriétés suivantes :

PrOPRIETE 2.1 : Soient (4, B) et (C, D)de # x T équivalents par & ,,, si (A, B)
appartient a § ,, alors (C, D) appartient aussi d § ,,.

REMARQUE : Les matrices UAW et UBW sont blocs-triangulaires supérieures
de blocs diagonaux de méme ordre que 4 et B et de la forme

U,' Ai Wg et U,-Bi Wi'
Ils vérifient donc les propriétés (1), (2) et (3) définissant & ,,.
PrROPRIETE 2.2 : Si(A, B) appartient a & ,,, alors il existe deux indices uniques p’

et q' vérifiant p'2p, q'=q, p’'+q' <n tels que tous les transformés (QZ), (4, B),
appartiennent d &, et soient congrus modulo ..

REMARQUE : (A) On étudie toutes les décompositions (QZ) de (4, B) obtenues
par des décompositions des blocs (4;, B;) pour i £ 3 on détermine:
Q; A;=R; avec R, triangulaire supérieure,
(Q;: B)) Z,=T; avec T, triangulaire supérieure,
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VALEUR PROPRE DE PROBLEME GENERALISE 231

une classe de facteurs unitaires de (4, B) est donnée par les matrices unitaires
blocs diagonales

0=(Q)), Z=(Z,) pour i<3.

Les transformés (4, B) ainsi obtenus, ont pour blocs diagonaux (4; B)
respectivement d’ordre ¢, n—p—gq, p, on vérifie :

C!z
o
(]

si q#0, A=
Si p;éo, 423

1Ny
3 R3

1=

1>

gr %r
eV}
(w]
NN

1 R,
3 N;

Il
Ql

3= 3>
avec

U,=Q;U;,, W,=W,Z, pour i=13.

C’est donc I'étude de (A4,, B,) qui est déterminante; deux cas sont possibles :

1° B, a son premier élément diagonal B, (1,1) non nul, alors d’aprés la
proposition 1.3 les facteurs Q, et Z, sont déterminés & une diagonale
multiplicative prés, et les transformés (Q Z) ainsi construits appartiennent 4 § ,, si
“A est inversible, ou a §p;+l si A n’est pas inversible (p'=p,qg'=q+1).
q'=q+1).

2° B, ason premier élément diagonal nul, alors il existe un indice p, unique
défini par la proposition (1.4), et les transformés (QZ) ainsi construits
appartiennent a §,, p ;,’; tlp ? si A est inversible, a §, +pag+1 SIDOD
(p'=p+2q’'=q+1).

Notons que I'hypothése det (B A —a B) non identiquement nul implique
p'+q =n.

(B) Etudions maintenant toutes les décompositions possibles de (4, B).

Si A, est inversible, alors tous les facteurs Q sont de la forme précédente car A
appartienta E,_ , on applique 1.1 et ¢’ =q de facon unique et les facteurs Z sont
déterminés par (4,, B,).

Si 4, n’est pas inversible, tous les facteurs Q sont de la forme

Ay 0 e 0
0 A, X P
Y Qs
avec A, diagonale unitaire d’ordre n—gq’, A, matrice unitaire d’ordre q’, car A

appartient a E,__

Ay 0 4 . T, % . .
De plus ( 01 Az) B peut s’écrire : ( 0‘ 7/,2> avec 7T, triangulaire

supérieure d’ordre n—q’ et T, matrice inversible d’ordre g’

vol. 14. n®3. 1980



232 J.-P. BERLIOZ

Toutes les factorisations (QR)* de T, sont définies 4 une diagonale unitaire
multiplicative prés, X ,, d’aprés la proposition 1.2.

Toutes les factorisations ¥, telles que T, X, soit triangulaire supérieure, sont

delaforme (TOI TO ) ,avec T, matrice unitaire d’ordre p’ et 1, diagonale unitaire
2
d’ordre n—p' —q’, car T, (p’+1, p’+1) est non nul comme B(p'+1, p'+1).

. z 0 .
La matrice < 01 Ez) appartient a %, .

Nous pouvons conclure que tous les transformés QZ de (A4, B) appartiennent a
€, OU p" et g’ sont définis dans le paragraphe (A) et sont congrus modulo £,

3. STABILITE DE LA DECOMPOSITION QZ

Dansla suite de I’article || 4 || noterala norme de Frobénius de 4, et || (4, B) [|1e
maximum de || 4| et || B]|.

Les remarques suivantes sont immédiates : pour toutes matrices unitaires de
C,,.QetZona

l@4z, 0BZ)|[=[/(4, B)|
De plus si P et Y sont aussi des matrices unitaires de C,, :
@Az, QBZ)—(PCY, PDY)|| £||(4, B)=(C, D)||

Nous pouvons rappeler les résultats de continuité obtenus pour la
décomposition (QR) dans [1] :

A appartenant a E,, ensemble des matrices de C,, ayant leurs k premicres
colonnes linéairement indépendantes, admet une factorisation (QR) :

A=Q*R

et C de E, admet une factorisation (QR), C=P*S; on peut partitionner les
facteurs unitaires en

Q*:(Qal|< [ Q;c) avec Qalkeq:nk’ Q;ecnn—ks
P*=(P¥ | P%) avec PfeC,, P%eC,,_..

ProrosiTION 3.1 : Pour tout voisinage ¥~ de A dans E,, il existe une constante
Ay dépendant de ¥ et de A, telle que pour toute matrice C de ¥" N E, on ait:

IP1=0ul = e[ 4=C],

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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de plus, il existe un voisinage W de A, W < ¥, tel que pour tout Cde W N E,, il
existe une matrice unitaire A de % o, telle que

|A—QP*|| A2 /2(n—k)(n—k+1) |4-C|].

REMARQUE : A, dépend essentiellement de fagon croissante de la quantité
A1t 407 avee

A:(AlaAZ)s Aleq‘:nka AZECnn—ka

pour ce qui est des bornes déduites de la référence 1.
A, dépend linéairement de || A, ||.||(A¥ A,)™! A¥|| en prenant la référence 6.

Un résultat analogue peut étre obtenu pour la décomposition (QR)* présentée
dans le paragraphe 1, factorisant toute matrice complexe d’ordre n, B en un
produit

B=TZ* ou Ted et Ze¥.

E¥ est ’ensemble des matrices de C,, dont les | derniéres lignes sont
linéairement indépendantes et le partitionnement de Z :

Z=(Z1,Zz) avec ZIEC,,,,,_I et ZZEC,,I.

C est une autre matrice de E} de facteur unitaire par (QR)*, une matrice
unitaire Y admettant le méme partitionnement que Z, on peut énoncer :

PROPOSITION 3.2 : Pour tout voisinage ¥~ de B dans Ef, il existe une constante
A, ne dépendant que de ¥~ et B, telle que, pour tout D de E,n"¥", on ait

122~ Y| < %) B=D]|.

De plus, il existe un voisinage # < ¥ de B tel que, pour tout D de W~  E¥ il existe
une matrice X de U, _, , telle que

|Z—z*Y|| A2 /2(—D) (n—1+1)||B=D]|.

THEOREME 3.1 : Soit (A4, B) de & ,, dont une transformée (QZ) appartient a €, .
avecp'+q <netp Z petq' = q',il existeunvoisinage W de(A, Bydans # x T
et une constante K dépendant de W et (A, B), tels que pour tout couple (C, D) de
H xT N W et tout facteur unitaire (QZ) de (4, B), Q et Z, il existe des facteurs
(QZ) de (C, D), P et Y, des matrices unitaires de U,y A, X tels que

@A, £)—(Po*, z* V|| = K||(4, B)-(C, D)|.

Démonstration : On commence par montrer que si (C, D) de # xJ est
suffisamment proche de (4, B) vérifiant les hypothéses du théoréme 3.1, alors

vol. 14, n°3, 1980



234 J.-P. BERLIOZ

pour tout facteur (Q, Z) de (A4, B) il existe des facteurs unitaires P, Y de (C, D) tels
que les colonnes comprises entre les indices p'+ 1 et n—gq' (resp. Q* et P*) sont
voisines en norme et, pour conclure on utilise un résultat de [1] sur les matrices
presque unitaires. Etablissons d’abord le lemme 3. 1.

LeMME 3.1 : Pour tout (4, B) de # x 7 , il existe un voisinage ¥ de (A, B), une
constante K tels que, pour tout (C,DYde # x T N W , il existe une décomposition
(QZ) de (A, B) et une décomposition (Q, Z) de (C, D) vérifiant :

|(@*, 2)- (P~ 1)|| £ K||(4, B)-(C, D)|.

Démonstration du lemme : On raisonne par récurrence sur 1’ordre des matrices
(A, B). Pour n=2, on essaye cas par cas de se ramener aux hypothéses des
propositions 3.1 et 3.2.

1° (A, B) appartient & E, x EY : appliquons 3.1 : il existe #; et K,, #)
voisinage de A4, tels que pour tout C de #7, et tout facteur (QR) de 4, Q, il existe
un facteur (QR) de C, P, tel que

[ P*—0*|[ = K. [j4-C].

Fixons un facteur (QR) de A4, Q, : on applique 3.2 4 Qo B, 3%, et K,, %,
voisinage de @, B tel que pour tout D’ de #7, et tout facteur (QR)* de OB, Z, il
existe un facteur (QR)* de D', Y’, tel que

1Z-7| s K.|[eB-D'|

En particulier, on peut construire un voisinage %~ de (4, B) tel que pour tout
(C, D) de #", C appartient 2 #", et PD appartient 43 # ,, en remarquant

||PD—Q,B|| £ K||(4, B—(C, D)||.
En prenant D’=PD il vient :
|Z-7Y|| £ KK.||(4, B)—(C, D)||.

Comme n=2, toutes les décompositions sont de la forme AQ, ZZ, et les
inégalités de 3.2 s’appliquent avec AQB, A%, K, : pour tout (C, D) de #" il
existe P et Y tels que

(P, 1) (Q. 2)|| < max (K, KK,)||(4, B)~(C, D)]|

2° A n’appartient pas 4 E, et B appartient & E¥ : pour toute matrice Q, QA4
appartient &8 J en particulier pour Q =P ou P est tel que PC appartienne a 7,
PB appartient 2 ET on applique 3.2 a la matrice PB.

3° A n’appartient pas & E, et B n'appartient pas 8 E¥ : on peut prendre,
comme dans 2", Q = P déterminé par C. Soit PB appartient a E} et c’est le cas (2),

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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soit PB n’appartient pas 4 E¥, alors pour toute matrice Y, PBY appartienta 7,
en particulier, pour Y telle que PDY appartienne a 7 .

4° A appartient 2 E, et B n’appartient pas a E} : on applique 3.1, si OB
appartient a E¥ on est ramené au cas 17, sinon pour tout Z, QBZ appartienta .7 ,
en particulier pour Z=1Y tel que PDY appartient 4 J .

Le lemme est donc vérifié pour n=2.

On suppose le lemme vérifié jusqu’a I’ordre n, et soit (4, B) un couple d’ordre
n+1 vérifiant les hypothéses du lemme.

Le procédé de construction décrit dans [3] permet d’écrire les facteurs unitaires
de la décomposition (QZ) de (4, B) de la fagon suivante :

0=(2.Q1,

Z=Z(D),,
ou Q, (resp. Z,) est une matrice de Givens annulant I’¢lément (2,1) de A4
(resp. OB).

Q, (resp. Z ) est déterminée par la sous-matrice 2 x 2 dans le coin supérieur
gauche de A (resp. Q, B).

(Q), [resp. (Z),] est une matrice unitaire rendant Q ; A triangulaire supérieure

[resp. (Q), Q1 BZ,].

Ces deux matrices sont respectivement déterminées par les sous-matrices
d’ordre n situées dans le coin inférieur droit des matrices Q, A et Q; BZ,.

Ces deux cas vérifient le lemme et les inégalités de normes présentées en début
de paragraphe achévent la démonstration.

Revenons maintenant a (4, B) de § ,, vérifiant les hypothéses du théoréme 3. 1.

Le lemme nous permet d’utiliser un voisinage  de (4, B) de # x J et une
constante K tels que pour tout(C, D) de ce voisinage, il existe des décompositions
de (4, B) et (C, D) telles que

|(@*, 2)-(P*, 1)|| £ K||(4, B)-(C, D)||.
Mais d’aprés 2.2 toutes les transformées (QZ) de (4, B) sont congrues modulo

R, »ce qui veut aussi dire que les colonnes entre p’+1 et n—q’ de Q* et Z sont
définies & une diagonale unitaire multiplicative prés.

Et si ’on partitionne

Q.
Q= QZ avec Qlecp'n’ QZECn—p'—q'n! QZECq'n’
0,
Z=\(Z,,2Z,,Z,) avec Z,eC,., Z,eC,, . ., Z3€C,

vol. 14, n°3, 1980



236 J.-P. BERLIOZ

et si ’on considére des partitionnements analogues pour P et Y respectivement,
alors nous pouvons écrire : pour tout (C, D) de #J n % et toute factorisation

QZ de (A4, B), il existe une factorisation (QZ) de (C, D) avec les facteurs P, Y tels
que

|P.~0:| £ K||(4, B)—(C, D),
grice au théoréme des matrices presque unitaires de [1], on peut établir que les

matrices PQ* et Z* Y sont voisines de matrices unitaires de %, on pose
e=|/(4, B)—(C, D)|| et I’on indique briévement la démonstration par Z* Y.

Avec les partitionnements précédents, on peut écrire :

ZYY, Z{Y, Z}Y,
zxy=( z3xY, Z3Y, Z%Y, |’

Z3Y, 2Z3Y, Z%Y%
il est immédiat que

IS APy N ==y
1zt Ya | =) Z2 Yi||=[| 21 (V2= Zo) | S K V/Pe,
1Zs Y1l =[|z. Y8l =[|Z2:(vs-ZD)| < KJq'e,
d’autre part Y et Z sont Hessenberg supérieure et p'+4q’ < n, alors :
Z3Y,=Z%Y,=0.

En écrivant que Z* Y est unitaire et en utilisant les inégalités précédentes, il
vient :
|I-(ZrY)ZFY)*||£Ke pour i=13
et d’apres le théoréme sur les matrices presque unitaires, si € est suffisamment

petit, il existe des matrices unitaires X, et £, respectivement d’ordre n, =p’,
n,=gq’ telles que

sz* Yi_zi“ = Vni(niy 1) Ke.

Pour exprimer les conséquences de ce théoréme dans l’espace quotient

H XTI [|R,,, nous introduisons une distance équivalente a la distance de la
topologie quotient en écrivant :

inf,, (4, B, C, D)——-ian(AA 2, ABX)—(C, D)H,
(A, ZYEU g X U pg tel que (AAZ, ABX)eH# xT,

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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et la classe d’équivalence d’un élément (A4, B) de o x 7 par Z,,:
(4, B) >
| (4, B),q—(C, D)y || pg= min [inf,, (4, B, C, D), inf,,,(C, D, A, B)].

On peut énoncer :

CoroLLAIRE 3.1 : Soit (A4, B) de £ ,, avec (A,B)de &y » il existe unvoisinage W~
de (A, B),, dans # x T | R ,, et une constante K tels que pour tout (C, D),, de ce
voisinage on ait

“ (‘Za E)p'q’ _(65 ﬁ)p’q’ ”p'q’ § K “ (A) B)pq _(C’ D) ”pq'

Démonstration : On peut écrire, pour toute matrice A, £ de %p,q, :

ACZ—A=AC(Z—Y*Z)+AP(C—A)Z+(AP—Q)AZ,
d’ou 4
IACZ—AZICINZ=Y*ZI+]IC—All+]|A—QP*||.|| A].
" Cesinégalités peuvent aussi étre vérifiées par ADE —B,AAZ —~C,ABx—Det
dans # x J nous avons

I(ACE, ADT)—(4, B)|| £ II(C, D)||. I E~Y* Z||

+I(C—A4, D-B)||+|A—QP*||.||(4, B,
pour tout couple de matrices (A, Z) de %, x %, , en particulier le théoréme 3. 1
fournit un voisinage de (4, B), une constante K tels que pour tout (C, D) de ce
voisinage, il existe un couple de %, X%, , (A, I) vérifiant :

l(A—QP*, £-Y*Z)|| S K|(A~C, B-D)||.

La définition des distances dans les espaces # x 7 /2, rend alors immédiat
le résultat :

”(é’ ﬁ)p'q’ _(Z’ E)p'q’ ”p'q’ =K ”(A’ B)Pq_(c’ D)I"IHP'I’

dans un voisinage de (4, B),, dans 3¢’ xJ /2 ,,, €t K’ ne dépend que de (4, B).
4. STABILITE DE L’ALGORITHME QZ

Dans la référence [3], il a été établi que I’algorithme QZ, introduit dans le
premier paragraphe, construit d I’aide d’une décomposition particuliére de chaque
itéré, éliminait les singularités de A et B lorsque A est non réduite et le premier
terme diagonal de B non nul. En particulier lorsque det (B 4 —o B) n’est pas
identiquement nul, mais admet une racine de la forme (0, 1) avec la multiplicité p
et une racine de la forme (1, 0) avec la multiplicité g définies a partir de la forme de

Kronecker [4] de (4, B), on peut énoncer les propriétés suivantes :
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ProposiTioN 4 1 I existe un indice sq tel que

1° pour s < s¢,(As, B,) appartienta &, , pour 1 <p,<pet0=gq,=q,tous
les 1teres appartiennent a la méme classe d’equivalence defime par %,
(Ass1, Byyy) appartient 4§, avec p,<ps, Sp et 4,<q,4159,

2° pour tout s 2 s, (A B;) appartient a § ,, et pour un s donne, tous les iterés
appartiennent a la méme classe d’équwalence défime par X ,,

PrROPRIETE 4 2 Avec les hypothéses précédentes, il existe un voisinage W de
(A, B)ydans # x I et une constante C tels que pour tout couple (C,D)de # x T
dans ce voisinage on ait

145, B)py—=(Cy, D)l 5 < C*|| (4, B)=(C, D)
Cette derniere propriete est une consequence immediate de I'inegalite
H(A\ B\)m_(Cs’ Ds)MHpq é “(AS’ BS)

et du corollaire 3 1

_(C\ > Dv)p

[ q ”P;ﬂ

Ces deux dernieres propositions permettent de conclure a I’elimination
mathématiquement stable des singularites du probléme generalis€é pour une
classe d’eléments de # x , aprés un nombre fin1 d’étapes, I’algorithme QZ avec
translation décrit dans [5], posséde des propriétes de convergence et de stabihité
équivalentes aux propriétes de l’algorithme QR
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