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STABILITÉ D'UN ALGORITHME DE RECHERCHE
DE VALEUR PROPRE

DE PROBLÈME GÉNÉRALISÉ (*)

p a r J . - P . B E R L I O Z (l)

Communiqué par P.G. QARLET

Résumé. — L'algorithme QZ a pour hut de résoudre le problème de t (deur propre Ax — X Bx; dans cet
article nous étudions la stabilité mathématique de Valgorithme lorsque A et B sont singulières.

Abstract. — The QZ algorithm is designedfor sol ving the tjeneralized eigenvalue problem, Ax = XBx;
injhis paper we study its mathematicalstability if A-and B^are singular. ~~

1. NOTATIONS ET INTRODUCTION

Dans l'ensemble des matrices carrées d'ordre n, à coefficients complexes, on
note jf l'ensemble des matrices Hessenberg supérieures, ST l'ensemble des
matrices triangulaires supérieures, <%£ l'ensemble des matrices unitaires.

On définit une factorisation (QZ) d'un couple (A, B) de jf x^F comme la
double factorisation unitaire et triangulaire :

(1) trouver une matrice Q de % telle que QA=^R avec R appartenant à !F\
(2) trouver une matrice Z de °U telle que (QB) Z=T avec T appartenant à ^ et

La factorisation (1) est notée factorisation (QR), la factorisation (2),
factorisation (QR)*.

Q et Z (resp. Ret 7) sont appelés facteurs unitaires (resp. triangulaires) d'une
décomposition QZ de (A, B). Le couple de Jf x«f noté

est un couple des transformées (QZ) de (A, B).

(*) Reçu juin 1979

i1) Attaché aux Services Techniques de l'Armée, 5, rue Brossay-Saint-Marc, .
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228 J.-P. BERLIOZ

L'algorithme (QZ) génère une suite de couples (As Bs) de 2ffî x 3~ de la façon
suivante :

AX=A9 B,=B,

où Qs et Zs sont des facteurs unitaires de (As, Bs).

Lorsque A et B sont inversibles, l'algorithme est équivalent à l'algorithme QR
et les matrices As tendent vers une forme presque triangulaire supérieure, ce qui
permet en général de déterminer les couples (a, P) vérifiant l'équation

Dans le cas général, la double factorisation (QZ) n'est pas définie de façon
unique (ou plutôt à une diagonale unitaire multiplicative près) (voir 3), et la
convergence et la stabilité de l'algorithme ne sont pas trivialement induites par
celles de l'algorithme QR. Dans (3) il a été établi que l'algorithme QZ détecte les
singularités d'une classe de matrices (A, B) en arithmétique exacte, nous nous
proposons de montrer que cette propriété est mathématiquement stable par
rapport aux perturbations de A ou B lorsque le déterminant ci-dessus n'est pas
identiquement nul.

Après avoir noté Kk, l'ensemble des matrices de Cnn dont les k premières
colonnes sont linéairement indépendantes, nous rappelons les résultats obtenus
à propos des factorisations (QR) dans [i] :

PROPOSITION 1 . 1 : Soit A appartenant à Ek,et une factorisation {QR) de A :'
QA = R, alors toutes les factorisations (QR) de A peuvent se mettre sous la forme

Ai 0\ (A, ON
0 A2)

Q' [O A2)
R'

avec Ai diagonale unitaire à*ordre k et A2 matrice unitaire d'ordre (n — k).

Pour la factorisation (QR)*, nous notons E* le sous-ensemble des matrices de
Cnn dont les k dernières lignes sont linéairement indépendantes et nous avons une
proposition analogue :

PROPOSITION 1.2: Soit B appartenant à E$,et une factorisation (QR)* de B :
B = 7Y*, alors toutes les factorisations (QR)* de B peuvent se mettre sous laforme

% ON / % O

avec E j matrice unitaire d'ordre n — k et E 2 diagonale unitaire d'ordre k.
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VALEUR PROPRE DE PROBLÈME GÉNÉRALISÉ 229

L'étude de la double factorisation (QZ) se fait sur l'ensemble des couples de
/ x f , et dans le cas où A est Hessenberg non réduite; les propositions
suivantes résument l'étude de son unicité, et de son comportement en cas de
singularité de A ou B.

PROPOSITION 1.3 : {A, B) de J^ x 3~ avec A Hessenberg supérieure non réduite,
B de premier terme diagonal blx non nul, et une factorisation (QZ) de (A, B) de
facteurs unitaires Q et Z, alors tous les facteurs unitaires de (A, B) peuvent
s'écrire :

Àg, Z E avec À et E deux diagonales unitaires.

PROPOSITION 1.4: Soient (A, B)de ffl x 3~, avec A Hessenberg supérieure non
réduite, B de premier terme diagonal bxl nul, alors il existe un indice p unique et
une factorisation particulière de (A, B) avec Q* Hessenberg supérieure non réduite
et Z de la forme

avec I, matrice identité d'ordre p, Z2 matrice Hessenberg supérieure unitaire non
réduite. Tous les facteurs (QZ) de (A, B) peuvent s'écrire :

AQ et Z I ] avec lll unitaire d'ordre p,

et S 2 diagonale unitaire d'ordre n — p,

À diagonale unitaire d'ordre n.

Ces propositions suggèrent l'introduction d'un sous-ensemble de matrices de
3^ x3T, permettant de décrire la suite des itérés d'un couple (A, B) avec A
Hessenberg supérieure non réduite et det ($A — aB) non identiquement nul, et de
définir une relation d'équivalence caractérisant les factorisations (QZ).

2. FACTORISATION QZ ET RELATION D'ÉQUIVALENCE ASSOCIÉE

Notons ^pq pour p + q ^ n le sous-ensemble des matrices de 3tf x ZT définies
par :

(A, B) appartient à ^pq (p et q pouvant être nuls) si et seulement si det
($A — aB)£0 et se partitionne en matrice bloc-triangulaire supérieure dont
3 blocs diagonaux vérifient :

1° si p^O :{AU BJ d'ordre p, tel que :

A1 = U1R1 Wl9

B1 = V1N1 Wl9
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230 J.-P. BERLIOZ

avec R1 triangulaire supérieure, N t triangulaire supérieure niîpotente, U x et W\
matrices unitaires;

2° si (n — p — q) ̂  0 : (A 2 , B2) d'ordre n — p — q avec A 2 Hessenberg supérieure
non réduite et B2 triangulaire supérieure;

: (A3, B3) d'ordre q tel que :

avec N 3 triangulaire supérieure nïlpotente,R3 triangulaire supérieure inversible
et (7 3 et PF3 unitaires.

Soit ?/pq l'ensemble des matrices unitaires d'ordre n défini par :
U eJié pq si et seulement si U est bloc diagonale unitaire composée au plus,

de trois blocs diagonaux unitaires Ut respectivement, d'ordre p (si p^O),
n — p — q, q (si g#0) , de plus U2 est diagonale.

La relation suivante Mpq, associée à ̂ pq, est une relation d'équivalence :
soient (A, B) et (C, D) deux couples de 3tf x ̂ , (4, J5) ̂ M (C, £>) si et seulement

si il existe deux matrices de %pq, U et W telles que

C=UAW, D=UBW.

Cette relation possède les propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ 2 . 1 : Soient {A, B) et (C, D) de 2% x 3~ équivalents par @pq,si {A, B)
appartient à ltpq alors (C, D) appartient aussi à %pq.

REMARQUE : Les matrices VA W et UBW sont blocs-triangulaires supérieures
de blocs diagonaux de même ordre que A et B et de la forme

ViAiWi et UiBtWt.

Ils vérifient donc les propriétés (1), (2) et (3) définissant £p<r

PROPRIÉTÉ 2.2 : Si (A, B) appartient àtpqy alors il existe deux indices uniques p'
et q' vérifiant p ' ^ p , q'^q,p' + q'^n tels que tous les transformés (QZ), (Â9 B),
appartiennent à £>p.g, et soient congrus modulo Mp>q>.

REMARQUE : (A) On étudie toutes les décompositions (QZ) de (A, B) obtenues
par des décompositions des blocs (Ah Bt) pour i <* 3 on détermine:

QiAi — Ri avec R t triangulaire supérieure,

(Qi Bù Zi = Ti avec Tt triangulaire supérieure,

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numericaî Analysis



VALEUR PROPRE DE PROBLÈME GÉNÉRALISÉ 231

une classe de facteurs unitaires de (A, B) est donnée par les matrices unitaires
blocs diagonales

Q = (Qt), Z = {ZÙ Pour ! = 3.

Les transformés (À, B) ainsi obtenus, ont pour bîocs diagonaux (At B.)
respectivement d'ordre q, n —p — q, p, on vérifie :

si

si

avec
pour i=l s3.

C'est donc l'étude de (Â2, B2) qui est déterminante; deux cas sont possibles :
1° B2 a son premier élément diagonal B2 (1,1) non nul, alors d'après la

proposition 1.3 les facteurs Q2 et Z 2 sont déterminés à une diagonale
multiplicative près, et les transformés (QZ) ainsi construits appartiennent à ^pqsi

^A estTinversible, ou à ^pq+1 si A n'est pas inversible (p '=p , q' = q+\).

2° B2 a son premier élément diagonal nul, alors il existe un indice p2 unique
défini par la proposition (1.4), et les transformés (QZ) ainsi construits

appartiennent à %p+Pii J
 P 'fj^2 si A est inversible, à £>p+P2,q+l sinon

(' 2' l)

Notons que l'hypothèse det ($A-aB) non identiquement nul implique

p' + q' £n.

(B) Étudions maintenant toutes les décompositions possibles de {A, B).

SiA2 est inversible, alors tous les facteurs Q sont de la forme précédente car A
appartient à En_q, on applique 1.1 et q' = q de façon unique et les facteurs Z sont
déterminés par {A2J B2).

Si A 2 n'est pas inversible, tous les facteurs Q sont de la forme

0 A^ Vo QJ
avec A ! diagonale unitaire d'ordre n~q\ A2 matrice unitaire d'ordre q', car A
appartient à En_q,.

De plus ( * ) B peut s'écrire : ( * J avec Tx triangulaire
\ 0 A2y \ v T2J

supérieure d'ordre n — q' et T2 matrice inversible d'ordre q'.

vol. 14. n°3. 1980



232 J.-P. BERLIOZ

Toutes les factorisations (QR)* de T2 sont définies à une diagonale unitaire
multiplicative près, E2> d'après la proposition 1.2.

Toutes les factorisations l*x telles que T1 Lx soit triangulaire supérieure, sont

de la forme j * J, avec x± matrice unitaire d'ordre p' et x2 diagonale unitaire

d'ordre n-p'-q', car 7\ (p '+ l , p' + l) est non nul comme B{p' +1, p' + l).

• / % 0 \ • . „
La matrice I appartient a ^ , ,.
Nous pouvons conclure que tous les transformés QZ de (A, B) appartiennent à

%p'qf °ù p' et q' sont définis dans le paragraphe (A) et sont congrus modulo @tp,q,.

3. STABILITÉ DE LA DÉCOMPOSITION QZ

Dans la suite de l'article || A || notera la norme de Frobénius de A, et j| (A, B) || le
maximum de ||^4|| et | |B||.

Les remarques suivantes sont immédiates : pour toutes matrices unitaires de
Cnni Q et Zon a

|| (QAZ,QBZ) || = || 04, B) ||

De plus si P et Y sont aussi des matrices unitaires de Cnn :

\\(QAZ, QBZ)-(PCY, PDY)\\ = ||(^3 ^ - ( C , Z))||

+ \\{A, B)||.||(Qf Z)-(P, Y)||.

Nous pouvons rappeler les résultats de continuité obtenus pour la
décomposition (QR) dans [1] :

A appartenant à Ek, ensemble des matrices de Cnn ayant leurs k premières
colonnes linéairement indépendantes, admet une factorisation {QR) :

et C de Ek admet une factorisation {QR), C = P*5; on peut partitionner les
facteurs unitaires en

Ö* = (6f I Q!) avec

P*=(PÏ | Pf) avec

PROPOSITION 3 . 1 : Pour tout voisinage i^ de A dans Ek,il existe une constante
Xk dépendant de 'V et de A, telle que pour toute matrice C de If nEk on ait:

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



VALEUR PROPRE DE PROBLÈME GÉNÉRALISÉ 233

de plus, il existe un voisinage if de A,if <= Y, tel que pour tout C de if n Ek, il
existe une matrice unitaire À de <%o,n-k te^e aue

REMARQUE : Xk dépend essentiellement de façon croissante de la quantité

A = {AUA2), A1eCnk9 A2eCnn-k,

pour ce qui est des bornes déduites de la référence 1.

Xk dépend linéairement de \\At \\.\\(Af A ^ 1 ̂ î II e n prenant la référence 6.

Un résultat analogue peut être obtenu pour la décomposition (QR)* présentée
dans le paragraphe 1, factorisant toute matrice complexe d'ordre n, B en un
produit

S - r Z * où Te^r et Z e t .

Ef est l'ensemble des matrices de Cnn dont les 1 dernières lignes sont
linéairement indépendantes et le partitionnement de Z :

Z = (Zl9Z2) avec Z^C,, ,- , et Z2e£nl.

C est une autre matrice de E f de facteur unitaire par (QR)*, une matrice
unitaire Y admettant le même partitionnement que Z, on peut énoncer :

PROPOSITION 3 . 2 : Pour tout voisinage if de B dans Ef, il existe une constante
Xi ne dépendant que de Y et B, telle que, pour tout D de £ , n Y, on ait

\\Z2-Y4z\t\\B-D\\.

De plus, il existe un voisinage if ci YdeB tel que, pour tout Dde'W r\Ef il existe
une matrice I à f n _ i 0 telle que

||Z-Z* r|| ̂  \ij2(n-l)(n-l+l)\\B-D\\.

THÉORÈME 3 . 1 : Soit (A, B) de t,pq dont une transformée (QZ) appartient à ^p,q.
avec p' + q' < n et p' ̂  p et q' ̂  q', il existe un voisinage *W de (A, B) dans Jtf* x 2T
et une constante K dépendant de if et (A, B), tels que pour tout couple (C, D) de
2tf x^~ nW et tout facteur unitaire (QZ) de (A, B), Q et Z, il existe des facteurs
{QZ) de (C, D), P et Y, des matrices unitaires de Wp'q>A, E tels que

||(A, X)-(P2*> Z* y)II £K\\(A9 B)~{C, D)\\.

Démonstration : On commence par montrer que si (C, J)) de J f x . f est
suffisamment proche de (A, B) vérifiant les hypothèses du théorème 3 .1 , alors

vol. 14, n°3, 1980



234 J.-P. BERLIOZ

pour tout facteur (Q, Z) de (A9 B) il existe des facteurs unitaires P, 7 de (C, D) tels
que les colonnes comprises entre les indices p' +1 et n — q' (resp. Q* et P*) sont
voisines en norme et, pour conclure on utilise un résultat de [1] sur les matrices
presque unitaires. Établissons d'abord le lemme 3.1.

LEMME 3 . 1 : Pour tout (A, B)deé4?x &\ il existe un voisinage Y* de {A, B), une
constante K tels que, pour tout (C, D)de3tf? xST n W, il existe une décomposition
(QZ) de (A, B) et une décomposition (Q, Z) de (C, D) vérifiant :

II (G*, Z)-{P*,Y)\\ ^K\\{A, B)-(C, D)\\.

Démonstration du lemme : On raisonne par récurrence sur l'ordre des matrices
(A, B). Pour n = 2, on essaye cas par cas de se ramener aux hypothèses des
propositions 3.1 et 3.2.

1° (A, B) appartient à E1xE^ : appliquons 3.1 : il existe W[ et Ku ^
voisinage de A, tels que pour tout C de HT x et tout facteur (QR) de A, Q, il existe
un facteur (QR) de C, P, tel que

Fixons un facteur (QR) de A, Qo : on applique 3.2 k QQB, 3 ^ et K2,i^'i
voisinage de Qo B tel que pour tout D' de W2

 e t t o u t facteur (QR)* de QB, Z, il
existe un facteur (QR)* de D', Y', tel que

En particulier, on peut construire un voisinage W de (A, B) tel que pour tout
(C, D) de W, C appartient à if x et PD appartient à W2, en remarquant

\\PD-Q0B\\ ^ K\\(A, B)-(C, D)\\.

En prenant D' = PD il vient :

\\Z-Y\\£KK2\\(A,B)-(C,D)\\.

Comme n = 2, toutes les décompositions sont de la forme AQ, ZZ, et les
inégalités de 3.2 s'appliquent avec ÀQB, AH ,̂ K2 : pour tout (C, D) de W il
existe P et Y tels que

||(P, Y)-(G, Z)\\ ï m*x{Klt KK2)\\(A, B)-{C, D)\\.

2° A n'appartient pas à E1 et B appartient à E% : pour toute matrice Q, QA
appartient à &* en particulier pour Q = P où P est tel que PC appartienne à 5 \
PB appartient à £? on applique 3.2 à la matrice PB.

3° A n'appartient pas à Ex et B n'appartient pas à E? : on peut prendre,
comme dans 2U, Q = P déterminé par C. Soit PB appartient à E t et c'est le cas (2),
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VALEUR PROPRE DE PROBLÈME GÉNÉRALISÉ 235

soit PB n'appartient pas à E f, alors pour toute matrice Y, PB Y appartient à
en particulier, pour Y telle que PDY appartienne à 9~.

4° A appartient à E1 et B n'appartient pas à £f : on applique 3.1, si QB
appartient à £f on est ramené au cas 1 °, sinon pour tout Z, QBZ appartient à .̂ ",
en particulier pour Z= Y tel que PD7 appartient à < \̂

Le lemme est donc vérifié pour n = 2.
On suppose le lemme vérifié jusqu'à l'ordre n, et soit (A, B) un couple d'ordre

n+1 vérifiant les hypothèses du lemme.
Le procédé de construction décrit dans [3] permet d'écrire les facteurs unitaires

de la décomposition (QZ) de (A, B) de la façon suivante :

où Ql (resp. Zi ) est une matrice de Givens annulant l'élément (2,1) de A
(resp. QB).

Qx (resp. Zi) est déterminée par la sous-matrice 2 x 2 dans le coin supérieur
gauche de A (resp. Qx B).

(Q)n [resp. (Z)n] est une matrice unitaire rendant Qx A triangulaire supérieure
[resp. (Q)nQxBZtl

Ces deux matrices sont respectivement déterminées par les sous-matrices
d'ordre n situées dans le coin inférieur droit des matrices Q x A et Q x BZ !.

Ces deux cas vérifient le lemme et les inégalités de normes présentées en début
de paragraphe achèvent la démonstration.

Revenons maintenant à (A, B) de %pq vérifiant les hypothèses du théorème 3.1.
Le lemme nous permet d'utiliser un voisinage a> de (A, B) de jtf x 3T et une

constante K tels que pour tout (C, D) de ce voisinage, il existe des décompositions
de {A, B) et (C, D) telles que

||(6*, Z)-{P\ Y)|| £K\\(A, B)-(C, D)||.

Mais d'après 2.2 toutes les transformées {QZ) de (A, B) sont congrues modulo
&p'q' »ce Quiv e u t aussi dire que les colonnes entre p' +1 et n — q' de Q* et Z sont
définies à une diagonale unitaire multiplicative près.

Et si l'on partitionne

/e.\
0 = 1 6 2 ) avec öi6«V». e26Cn_p W n > e2eCq.„,w

Z = ( Z 1 , Z 2 , Z 3 ) avec Z^C,,,., Z2 e €„,„_,_,., Z36Cn?.

vol. 14, n°3, 1980



236 J.-P, BERLIOZ

et si l'on considère des partitionnements analogues pour P et 7 respectivement,
alors nous pouvons écrire : pour tout (C, D) de jf^ n W et toute factorisation
QZ de {A, B), il existe une factorisation (QZ) de (C, D) avec les facteurs P, Y tels
que

\\P2-Q2\\£K\\(A,B)-(CtD)\\9

\\Z2-Y2\\£K\\(A9B)-(C,D)\\9

grâce au théorème des matrices presque unitaires de [1], on peut établir que les
matrices PQ* et Z* Y sont voisines de matrices unitaires de fpV, on pose
E = HG4, B) — (C, D)\\ et l'on indique brièvement la démonstration par Z* 7.

Avec les partitionnements précédents, on peut écrire :

il est immédiat que

\l-Z*2Y2\\^Kjn-q'-P'e,

d'autre part 7 et Z sont Hessenberg supérieure et p' + q' < n, alors :

En écrivant que Z* 7 est unitaire et en utilisant les inégalités précédentes, il
vient :

\\l-(Zf 7i)(Zf Yt)*|| g Ke pour i = l,3

et d'après le théorème sur les matrices presque unitaires, si e est suffisamment
petit, il existe des matrices unitaires Sj et E2 respectivement d'ordre n1=p',
n2

 = q' telles que

Pour exprimer les conséquences de ce théorème dans l'espace quotient
34? x^/0êpq, nous introduisons une distance équivalente à la distance de la
topologie quotient en écrivant :

infM (A, B, C, D) = i

(A, S ) 6 * P f l x * M tel que (AXE, ABE)e^f x ^ ,

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



VALEUR PROPRE DE PROBLÈME GÉNÉRALISÉ 237

et la classe d'équivalence d'un élément (A, B) de ffl x^ par Mpq :

{A, B)pq,

||(,4, B)pq-(C, D)pq\\pq= min [infM (A, B, C, 2>), infM(C, D, X, B)].

On peut énoncer :

COROLLAIRE 3 . 1 : Soit {A, B) de \pq avec (Â, B) de £,p,q., il existe un voisinage if
de (A, B)pq dans J^ x 9~l$pq et une constante K tels que pour tout (C, D)pq de ce
voisinage on ait

H A B),,-(C, D\,q, \\,, g K\\(A, B)pq-(C, D)\\pq.

Démonstration : On peut écrire, pour toute matrice A, S de <%ip.q, ;

d'où :

Ces inégalités peuvent aussi être vérifiées par AD S - B, AÂ S » C, AB Z - 5 et
dans Jf x$~ nous avons

IKACL, A5Z)-a , 5)11 g ||(C, D)||.||Z- y*Z||

pour tout couple de matrices (A, Z) de %p.q, x <%tp.q,, en particulier le théorème 3.1
fournit un voisinage de (A, B), une constante K tels que pour tout (C, D) de ce
voisinage, il existe un couple de %pfq, x <%p,q,, (A, E) vérifiant :

La définition des distances dans les espaces ^ x *T/Mpq rend alors immédiat
le résultat :

||(C, D)p,q,-(Â, B)p,q, \\,q, S K'\\(A, B)pq-(C, D)pq\\pq,

dans un voisinage de (A, B)pq dans J f x ̂ IMpq, et K' ne dépend que de {A, B).

4. STABILITÉ DE L'ALGORITHME QZ

Dans la référence [3], il a été établi que l'algorithme QZ, introduit dans le
premier paragraphe, construit à Vaide d'une décomposition particulière de chaque
itéré, éliminait les singularités de A et B lorsque A est non réduite et le premier
terme diagonal de B non nul. En particulier lorsque det (p^4 —aB) n'est pas
identiquement nul, mais admet une racine de la forme (0,1) avec la multiplicité p
et une racine de la forme (1,0) avec la multiplicité q définies à partir de la forme de

Kronecker [4] de (A, B), on peut énoncer les propriétés suivantes :
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PROPOSITION 4 1 // existe un indice s0 tel que
1° pour s < i 0 , (AS9 Bs) appartient à £,p ̂  pour 1 < ps < p etO ̂  qs ^ q, tous

les itères appartiennent a la même classe d'équivalence définie par 0lp qs

(As+1, Bs+1) appartient à ÇPs+igs+i avec ps^p^ + 1^p et qs^qs+i^q,

2° pour tout s ^ s0 , {ASBS) appai tient à t,pq et pour un s donne, tous les itérés
appartiennent à la même classe d'équivalence définie par Mpq

PROPRIÉTÉ 4 2 Avec les hypothèses précédentes, il existe un voisinage W de
(A, B) dans ffl x£T et une constante C tels que pour tout couple (C, D) de 3tf
dans ce voisinage on ait

\\(AS, Bs)pq-(CS, Ds)pq\\pq £ C*\\(A, B)-{C, D)\\

Cette demicK piopneic est une conséquence immédiate de Tinegalite

et du corollaire 3 1

Ces deux dernières propositions permettent de conclure a l'élimination
mathématiquement stable des singularités du problème généralisé pour une
classe d'éléments de ffl x ̂ ~, après un nombre fini d'étapes, l'algorithme QZ avec
translation décrit dans [5], possède des propriétés de convergence et de stabilité
équivalentes aux propriétés de l'algorithme QR
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