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EXISTENCE DE MAILLAGES OPTIMAUX
DANS LES METHODES D’ELEMENTS FINIS ()

par Paula pE OLIVEIRA (1)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On démontre I'existence d’un maillage optimal T*, maillage qui minimise Ierreur
|u—u(D) lm entre la solution u d’un probléme elliptique continu du deuxiéme ordre et la solution u(T)
du probléme approché résolu dans un espace d’éléments finis V(T).

Abstract. — We show the existence of an optimal mesh T* which minimises the error | u—u(l) Ilzn s
where u stands for the solution of a second order continuous elliptic problem and u(T) is the solution of
the approximate problem, solved in a finite element space V(T).

1. INTRODUCTION

La solution approchée d’un probléme d’éléments finis dépend du type
d’élément fini choisi, du « raffinement du maillage », c’est-a-dire du diamétre des
¢léments de ce maillage mais aussi de la position des nceuds dans le maillage.
C’est seulement depuis peu que la dépendance de la solution approchée par
rapport au maillage a commencée a étre traitée. Plusieurs auteurs se sont
intéressés a l'optimisation des maillages. Sans étre exhaustif on peut citer
Babuska et Rheinboldt ([1], [2]), Caroll et Barker [3], McNeice et Marcal {5}, W.
Prager [9], Tang et Turcke [10], Turcke et McNeice [11].

On considére dans un domaine polygonal Q de R? un probléme elliptique
continu du deuxi¢éme ordre de solution u. Soit T un certain type de maillage,
V(T) Pespace d’éléments finis associé avec p degrés de liberté et u(7) la solution
approchée dans V(7). On veut étudier la fonction T — |u—u(T)|2,, T étant
paramétrisée par les coordonnées de ses nceuds, quand 7 varie dans
un certain sous-ensemble fermé 7~ de (R?)?. On s’intéresse plus précisément au
probléme de la recherche d’un maillage optimal T*e€J qui minimise
lu—u(T)|2 4. Pour ce faire, on commence par démontrer que la triangulation

T* qui minimise |u—u(T)|,2,n est aussi celle qui maximise L fu(T)dx, ou

(*) Regu juillet 1979.

(*) Analyse numérique, Tour 55, Université Pierre-et-Marie-Curie, 4, place Jussieu, 75005 Paris.
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280 P. DE OLIVEIRA

f e L?(Q)est le second membre du probléme. On se raméne ainsi a ’étude de la
continuité de cette derniére fonction. La principale difficulté de la démonstration
consiste a établir la continuité a la frontiére de 7, puisque la continuité a
I'intérieur est un résultat classique conséquence de la continuité de la solution
d’un systeme elliptique relativement aux coefficients et au deuxiéme membre. On
traite dans un autre travail [8], le probléme de la dérivabilité par rapport a 7.

A notre connaissance, le seul travail dans le domaine d’existence de maillages
optimaux est ’article de Caroll et Barker cité mais ces auteurs ne considérent pas
le probléme de la « dégénérescence » du maillage qui constitue la difficulté
essentielle de la démonstration.

2. POSITION DU PROBLEME

Soit Q=10, a[ x]0, b[ un rectangle de R? et f une fonction de L2?(Q). On
considere le probléme

—Au=f 1dans Q, 2.1)
ue Hy(Q),
dont la formulation variationnelle s’écrit :
Vve H5(Q), f Vu.Vvdx= r fodx,
Jo Jo (2.2)

ue H} (Q).

Etant donné un maillage 7={ K } de Q, ot les ensembles K sont des rectangles
contenus dans Q, on définit I’ensemble Z des maillages admissibles. Soient
(xi, y;),i=1...M, j=1...N les coordonnées des nceuds de T. Posons

*9-={(xa y)=(xi, ,Vj)ERM{'Nl ngiéxi+léa:0§})j§yj+l.—<:b
i=1...M,j=1...N}, (2.3)

qui est un sous-ensemble fermé et borné de (R*)M*V et ot x,,,, =a, yy., =b.

A chaque (x, y)e 7, qui définit un maillage 7 unique, on associe un espace
d’éléments finis V(T),

V(T)={U(T)€H(l)(Q);D(T)QKEQI(K),VKET}, (2.4
Q' (K)= {q:R2 - R q(, B)= Y a;a'p/, aijeR} (2.5)

1=0.1
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Figure 2.1

Dans I'espace V(T') on considére le probléme approché

Yo(T)eV(T), LVu(T).Vv(T)dx=Lﬁ)(T)dx, 2.6

u(T)Ye V(T),
ou de fagon équivalente

Ju(T))= min J[u(T)),
o(Tye V(T) 2.7)
u(T)e V(T),
ou

Tb=3 |

()

[Vo(T))?dx— J fo(T)dx.
o
On cherche un maillage T* tel que

VTed, |u—u(T*)lfnélu—u(T)lfn»} 2.8)

T*eJ.
LemME 2. 1: Il est équivalent de minimiser par rapport 4 T Uerveur |u—u(T) |ﬁ o

ou de maximiser la fonctionnelle J SJu(T)dx.
o

Démonstration : 11 suffit de développer le carré

|u~u(T)|12,Q=J

Q

(Vu?dx —2f Vu.Vu(T)dx+ j (Vu(T)*dx, (2.9)
o o

et de remplacer j

(Vu)?dx et 2J VuVu(T)dx a partir de (2.2). W
o

Q
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282 P. DE OLIVEIRA

On peut donc formuler (2. 8) de la fagon suivante :

VTeT, qu(T*)dxg qu(T)dx,

T*eJ.

(2.10)

On est ainsi ramené 4 démontrer la continuité de I’application 7 — j Ju(T)dx
Q

dans le compact 7 ; il suffit de la démontrer pour un point de la frontiére de 7
comme on I'a déja remarqué dans I'Introduction.

LEMME 2.2 : Soit v une fonction linéaire sur un intervalle I de longueur h.
Alors (*) :

6
lvlo_w,,é—ﬁlvlo‘,. (2.11)

Démonstration : Sans restreindre la généralité on peut supposer que I =[0, h].
Posons vy=v(0), v, =v(h). Alors :

Figure 2.2

h _ 2 h 2 — o)’
vy, = vo+ 217 %o, dx = 05+ o (v; —vo) X + © zUO) x*
0 h 0 h h

1 h
=h <U<2) +vo (v, —vp) +—3(U1 ‘Uo)z) =—3('f'(2) +v} +vo0;)

h h h h
=‘6(U(2)+Uf+(vo+vl)2) 2—6(”(2)4‘”%)2—6“137‘{”(2» U§}=-6|UL)2,00,1- u

(*) Ce résultatest un cas particulier des inégalités analogues établies pour les éléments finis (cf. [4]).
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Considérons maintenant la figure 2.4 et supposons

X =X;=xX3={,=0. Xy=Xs={;. VM1=V2=)Y3=1,, Ya=Mna2.
Soit 7 le maillage ainsi obtenu, de nceuds (x, y).

NotaTions : (1) On utilise la notation T — T aulieud’expliciter les nceuds de T
qui convergent vers les nceuds de T .

(2) On utilise le symbole — pour indiquer la convergence faible.

3) g représente l'intérieur de 7.

THEOREME 2.1 : .

u(T)-——xu(f) quand T-T,

w(T) "B u(T) quand T—T.

Démonstration : Pour rendre plus claire la démonstration on va représenter T’

par
(X, .Y)=(xia Yj)eRM+N

et donc
u(T)=ulx,y) et V(T)=V(x,y).

La démonstration sera faite en quatre étapes :

(i) Contréle des degrés de liberté quand T ~ T
Puisque J (v)—— o0 et que J [u(x, y)} <J(0) on déduit que :

ltoll = o0

3CeR, Y(x,ped, lulx, »l,a=C. (2.12)

Considérons, par exemple, une droite horizontale d’ordonnée Ye[0, b]. Les
restrictions u, (x, y) des fonctions u(x, y) a cette droite ont I’allure suivante :

Vind

0 %

Figure 2.3

vol. 14, n°3, 1980



284 P. DE OLIVEIRA

A partir de (2.12) et du théoréme des traces (cf. Necas [6]), on peut conclure
que

ICeR, VY(x,))ed, } 2.13)
fuy (x, Mo, s =Cllulx, M o =C,
la constante C étant indépendante de Y.
D’apres le lemme 2.2 :
3C, uy (X, P) | im (e x SCluy (X, Wiz, =C, (2.14)
3C, Ny (X, P e (e 29 SCluy (%, Y124, 59 =C, (2.13)

les constantes C étant indépendantes de x5, x4, X5, &;.

Remarquons, que pour les intervalles dont la longueur tend vers zéro, onn’a
pas d’estimation du type (2.12), (2.13).

Appliquant ces estimations aux droites Y=y , j=1...N, on dédut que :
1CeR, Ju(x,, y)|=C, a=3,4,5,6. (2.16)
Soit & I’ensemble des indices (i, j) tels que x, (resp. y,) soit 'une des deux

extrémités d’un intervalle dont la longueur ne tend pas vers zéro. De facon
analogue on a

ICeR, Y(,j)eé, |ulx,y,)| <C. 2.17)
De (2.17) on peut extraire un nombre fini de fois des suites {x]}<={x,} et
{yr}={y,}, telles que
V(i,j)e&, 3u,eR, u(x?, yh) - u,. (2.19)
(i1) Convergence globale

Examinons la convergence de la suite u"=u(x", y") sur le rectangle K,
(fig. 2.4). Posons K =K, (x", y") et représentons par w}, les fonctions de base
de I’espace V(x", y") associées au point (x}, y}). On a

w'= Y un(xl, yDwl, 2.21)

(x?, y))eKq

D’autre part, pour tout se K9, il existe no=n, (s) tel que

se K1 pour nZ=ng, (2.23)
et donc
Vnzne, u"(s)= Y u(xy, y)wy (). (2.24)
(7, y}eKS

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis
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g

Figure 2.4

De (2.19) et (2.24) on conclut, utilisant la forme explicite des fonctions de base,
que u" converge presque partout sur K, vers une fonction de @' (K,). Faisant le
méme raisonnement pour les autres rectangles (fig. 2.4), on a

u"—u, p.p.sur Q. (2.25)
€0 (K), 1<I<6.

vol. 14, n°3, 1980
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(i) we V(x, y) ou (X, y) définit T

De (2.25), on ne peut pas déduire que ue ¥ (x, y), puisqu'on n’a aucun
renseignement sur le raccord éventuel des fonctions EI k> l=1...6.Avec(2.12),
on sait que (u") est borné dans H! (Q), et donc qu’il existe une suite extraite, qu’on
notera encore (1), et u' € H} (Q) tels que

u"—u, dans Hi(Q), }

2.2
u"—u, dans L*(Q). (2.26)

Du fait que u" — u, dans L% (Q) il existe une sous-suite, qu’on notera encore (u"),
qui converge presque partout dans L?(Q). En combinant avec (2.25) on en
déduit que d’une part u, =u et d’autre part que ue V{(x, y) puisque

Vi=1...6, iy Q! (K)

P = #eC’(Q). 2.27)

On a donc établi qu’il existe une sous-suite (u") et une fonction u telles que
ueV(x, y),
u"—u dans H}(Q), (2.28)
u"—-u dans L?(Q).
(iv) u est solution de (2.6)

On montre finalement que u=u(x, y), c’est-a-dire que u est solution de (2.6).

Ona
YweV(x", y"), j Vu".Vwdx= wadx. (2.29)
o

Soit maintenant w;; une fonction de base de V(x, y). On va montrer qu’on peut
toujours ’obtenir comme limite forte dans H5{Q) d’une combinaison linéaire ad
hoc de fonctions de base de V (x", y"). L’exemple unidimensionnel ci-dessous
permet de comprendre le raisonnement.

Avec les notations de la figure 2.5, on a

= wi+wi->w dans L?(Q) (2.30)
et
(w'i),-}_(w;)’ii-q nys ny? 2 Q 2.31
I(w'i)""(w;),l éM. = (wl) +(w2) -4 dans L ( )' ( . )

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Figure 2.5
L’espace H}(Q) étant complet on déduit que g=(w)’ et donc que

wht+wh - w dans H (D). (2.32)
Comme

j Vu'V(wh +wlh)= Lf(w';+w'5)dx, (2.33)
Q

pour tout n, et comme

u"—u dans H}(Q), .34
wh+wh —>w dans H(Q), ’
on a, en passant a la limite
LV&.Vu?dx=ffu7dx. (2.35)
Q

Comme ceci est vrai pour tout we V(x, y), et comme u € ¥ (x, y), on en conclut

que u=u{x, y), ol u(x, y) est la solution (unique) de

u(x, PeV(x, ), YiweV(,y), Jvu(;?,y‘).vtkjfu‘;. (2.36)
Q

vol. 14, n°3, 1980
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Finalement on remarque que la limite u=u(x, y) étant unique toute la suite
u(x, y) converge vers u(x, y) faiblement dans Hj(Q) et donc fortement dans
L*(Q). Revenant aux notations initiales on a
Hy(Q) — L2 () _—
u(T) — u(T) et u(T)—u(T). N

REMARQUE 2.1 : Si V(T) est construit avec des fonctions P! (K), c’est-a-dire
linéaires par morceaux sur des triangles, la démonstration est semblable a
quelques détails techniques pres (P. Oliveira [7]). Pour définir 7 il faut d’une
part imposer des contraintes aux déplacements des nceuds pour empécher la
formation de configurations qui ne sont pas constituées par des triangles, et
d’autre part généraliser la notion de triangulation dans des situations
correspondant a celle de la figure 2.6.

Figure 2.6

La définition d’espace d’éléments finis est ensuite généralisée, en imposant aux
fonctions d’avoir un comportement linéaire sur les c6tés du type a;a,. M

On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme d’existence d’un
maillage optimal.

THEOREME 2.2 :

1T*e7, VTeT, lu—u(T*) 2o < lu—u(T)|2q.
. rQ — ’
Démonstration : Comme u(T)—u(T)et feL*(Q)ona

qu(T)—»J fu(T).

R.A.IR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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JSu(T)dx a donc un maximum dans 7, et du lemme 2. 1

L’application T —
Q

on déduit le résultat. W
REMARQUE 2.2 : Si le maillage « initial » T'a p degrés de liberté le maillage T*
peut avoir r <p degrés le liberté. W
Hi(©Q) = =
CoROLLARE 2.1 : u(T)—u(T) quand T - T.
Démonstration : Comme g

J [Vu(T)Pdx= J Su(T)dx,
Q 0

on a
J [Vu(T)]zdx—-»Jn(Vu(F))z dx.

Du fait que u(T)e H§(Q) la semi-norme |u(T) i, o est équivalente a la norme

Nu(T)ll, o, d’ol le résultat. W
Le maillage optimal T* n’est pas unique comme le montre I’exemple ci-

dessous dii a J. Douglas.
Exemple : Considérons défini sur Q (fig. 2.7) un probléme elliptique continu

du deuxiéme ordre dont la solution exacte u est telle que Uy, € PY(K;),i=1...4

e 7
N - f
K AN RN !
2 \ T /
\ i Q, ;
\‘ ! 'l
1 T i
1 SN ]
K a5 / .
° K W\ T4y
) \ \
\
ll l\ \
{ ' A
[ “ 1
! \ \
/ - "\\ \
-
K Aty T\
“ [ S\
Figure 2.7

La solution approchée u(T*) sera la méme quelle que soit la position des

anceuds q;, i=1...4.

vol. 14, n°3, 1980
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