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METHODE D’ELEMENTS FINIS
POUR LE MODELE DES PLAQUES
EN FLEXION DE NAGHDI-REISSNER (*)

par Ph. DESTUYNDER (')

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Nous définissons un schéma d’éléments finis pour le modéle des plaques en flexion
de Naghdi-Reissner et nous en faisons I’étude asymptotique lorsque Iépaisseur tend vers zéro.
Cela nous conduit a définir un schéma original pour 'opérateur biharmonique.

Abstract. — We define a finite element scheme for the Naghdi-Reissner model for plates in bending
and we give an asymptotic analysis when the thickness tends to zero.
As a consequence, we obtain a new scheme for the biharmonic operator.

1. INTRODUCTION

Nous considérons une plaque homogéne isotrope, occupant dans I'espace R?,
le domaine Q° ou

QO =wx]—¢c¢g,

ou @ désigne la surface moyenne de cette plaque et 2 € son épaisseur supposée

constante.
Dans un souci de simplification, nous ne considérons que des forces sur-

faciques normales, sur les forces supérieures et inférieures de la plaque,
soit g3. Posons :
I =ox{zte}

I'=1vx]—¢¢
ou y désigne la frontiére de ®.
(*) Recu le 18 avril 1980. 3
(*) Centre de Mathématiques Appliquées, Ecole Polytechnique, Palaisau, France.
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Xy

Figure 1.

Habituellement, on approche la solution du modé¢le tridimensionnel de
P’élasticité linéaire de la fagon suivante [1].

Le déplacement u;, suivant la direction dans I’épaisseur, est indépendant
de la coordonnée x,, et est solution de I'équation suivante, ou E et v sont les
coefficients de Young et de Poisson et ou on pose

o* o* a*
J A DA A
oxt ox? 0x3  ox3
2 Eg? _
3(1_\/2)A2u3=g§+g3 Sur @, )
U3 € H%{(ﬁ} B 7

Les déplacements horizontaux sont approchés par les expressions :
Uy, = — X3 Oz, 0 = 1,2, )

Enfin, les champs de contraintes sont approchés par les quantités :

— E
Cup =1_f%{(1"")5a3“3+‘”3“35as}= op=12,
— E(e* — x?
6“3:‘2(1(_—%5«&4‘3, =12, G)
_ 03 +95) xs3¢* —x3)) g3 — g5
33 4 83 2 )

La résolution du systéme (1)-(2) se réduit donc a celle de 'opérateur bihar-
monique.

Dans [2], [3], nous avons estimé I'erreur dans I'approximation de la solution
tridimensionnelle par celle du systéme (1)-(2)-(3).

R.A.L.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DES PLAQUES DE NAGHDI-REISSNER 203

De nombreux schémas numériques ont été proposés pour résoudre I'équa-
tion (1) : méthodes conformes [4], non conformes [5], hybrides et mixtes [6], [10],
[11], [12]. Nous proposons ici une approche directe du modéle tridimensionnel
par une méthode d’éléments finis prismatiques.

L’avantage est que nous considérons, dans ce cas, un probléme d’ordre 2,
alors que le probléme (1) est d’ordre 4.

Partant du mod¢le élastique linéaire tridimensionnel, et grice a la géométrie
particuliére (ouvert cylindrique), nous pouvons considérer séparément
I'approximation en la coordonnée x, suivant I'épaisseur de la plaque, retrou-
vant ainsi le modéle bien connu de Naghdi-Reissner pour les plaques en flexion.

Ce modéle se formule ainsi :

Trouver (u,, ;) € (Hy(®))* tel que

2¢ v _ 8 3 0 1
B=1,2 T3 aB 'Yug(u) + 1—-v YW(u) ap ¢ T Ogltz + Uy = U, a=12,
o (M Y ow) = e gt +g3) @)
2(1 + V) 3 T2 a%a 3 37

Nous montrerons que ce modele admet une solution unique et que, lorsque €
tend vers zéro, cette solution tend vers celle des équations (1)-(2). Nous donnons
une estimation de la vitesse de convergence avec € qui montre que pour € petit,
la solution du probléme (4) est une bonne approximation de celle des
équations (1)-(2).

Nous étudions ensuite I'approximation numérique du probléme (4), tout
d’abord pour des « plaques épaisses ». Dans ce cas, on peut choisir, pour
résoudre (4), des éléments finis de taille €, et on montre que les résultats sont
théoriquement satisfaisants.

A ce stade, des méthodes de calcul similaires ont été proposées par différents
auteurs [7], [8], [9]. Notre contribution se limite a I'obtention d’estimations
d’erreur.

Dans le cas des plaques trés minces, il devient impossible de choisir, pour
résoudre (4), un maillage de 'ordre de ¢, et les méthodes précédentes deviennent
inopérantes a cause d’'un mauvais conditionnement du systéme discrétisé.
Celui-ci s’écrit sous la forme matricielle suivante :

(Ko + 2K,)a=¢"1G, (5)

ou a est le vecteur des inconnues.

Nous proposons alors un schéma original pour lequel le noyau de la matrice
K, est connu explicitement (nullité de certains degrés de liberté, K, et K,
désignant deux matrices symétriques).

vol. 15, n® 3, 1981



204 PH. DESTUYNDER
Cherchant ensuite une solution de (5) sous la forme
a=¢3a_;+¢e a_, +..etc, (6)

nous obtenons, en reportant (6) dans (5) et en identifiant les termes de méme
puissance en € :

Ko a_5 = 0, (7)
Ko a_l + K2 a_3 = G , etc... (8)

L’équation (7) indique que
a_; e Ker (Ky). )
L’équation (8) conduit a
Vb e Ker (Ky), (K, a_3,b) = (G, b). (10)

On montre alors que a_; est parfaitement déterminé par (10) et que e % a_,
est une bonne approximation {en erreur relative) de a pour ¢ petit.
La matrice du systéme lin€aire (10) s’obtient a partir de K, en éliminant
les lignes et les colonnes correspondant aux degrés de liberté de Ker (Kj).
Dans la suite, les indices latins varient de 1 a 3, et les indices grecs, de 1 4 2.
Nous utilisons, en outre, la convention de sommation sur les indices répétés.

2. LE PROBLEME SEMI-APPROCHE

Introduisons, tout d’abord, le probléme tridimensionnel des plaques élas-
tiques linéaires, a I'aide du principe d’Hellinger-Reissner.
Soit les espaces

¥ ={t=() e L@, 1y =1},
Ve={v=()e H'Q) v, = Osur T}

(1)
(12)

et les formes bilinéaires et linéaires, définies pour des éléments o, 1, v, arbitraires
dans les espaces X° et V*,

1+v %
a(o, 1) = J (—E— ij = % O Sij) Tij
o

B(t,u) = — J T;; O (13)

o

F() = —j g% ;.
'y urc

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Le principe d’Hellinger-Reissner consiste a
Trouver (o, u) e Z° x V* tel que
Vte X% alc,1) + B(t,u) =0, (14)
Yv e V*, B(o,v) = F(v).
L’existence et I'unicité d’une solution du systéme (14) est une conséquence
classique de l'inégalit¢ de Korn [13].
Définissons les espaces d’approximation suivants :
E(l) = { Tt(xjﬁ) = X3 Taﬁ(xl’ X'Z)’ 193) = Tu3(x1, Xz), 1(313) = 0:
Tap> Ta3 € LY®), Ty, = Tay § (15)
Yo = {p®

1) __ = 1
X3 Ua(xl’ x2)a U(3 ) = v3(x1: XZ) , OU U, U3 € HO((D) } .
Le probléme semi-approché consiste a

Trouver (6, u) e T x V™ tel que
VT eZW a(cW, 1) + B(r,u) = 0, (16)
voe VD, B(o'", v) = F(v).

Un simple calcul nous conduit au résultat suivant :

TutoreME 1 @ Si (6, u'Y)) désigne une éventuelle solution de (16) et si nous
posons

(1) — () L) — 0,1 PG 5
GuB_x3GmB’o-a3'0::3’63:2_O’ugz)“x3uuau(3)_u3’

alors I'élément (Gg, O3, U,, U3) de I’espace
(L¥Ho)f x (LH0))* x (H'(®))* x Hi)

est ['unique solution du systéme d’équations variationnelles suivantes :

g? 1+v v g2 -
Vi, € (LA (@))5, —37‘[ (—E— Cup —  Opn 815) T~ F J Top Ot =0, | (17)

[0

Vta3 G(Lz((,\)))4, J ng_Et\—,l Gu3 Ta3 — J Ta3(6uu3 + uu) =0 > (18)
82
Vv:z € (Hé(m))zs —3— JV Gu[} aavﬂ + J Ga3 va = 0 ’ (19)

VU3 € Hé(ﬁ)), J‘

o

+ -—
G,y 005 = £ J (Qs_*z'_gs_> vy, (20)

vol. 15, n° 3, 1981



206 PH. DESTUYNDER

(nous avons posé

(L) = { (tp) € (LY (@)%, Tys = Tay } - u

Démonstration : L'obtention des équations (17), (18), (19) et (20) résulte d'un
simple calcul. L’équation (17) conduit a

1+v \% 1 .
E_ Cu8 T F Om Bap = Yap(t) = 3 (Caug + Gpus)

soit, en inversant cette relation de comportement

E
GaB = T_;-—\,_Z { (1 - V) Yaﬁ(u) + VYpp(u) 8:1[3 } . (21)
L’équation (18) s’écrit encore

Cu3

— S Ots + ). 2

et en reportant (21)-(22) dans (19)-(20), nous obtenons que (u,, u;), €1ément
de Pespace (H j(w))?, doit étre solution du systéme variationnel suivant :

E

2
-V

2
Vi, G(Hé(m)\z,-gr f
N

w

{ (1= V) Vo) + vY,(W) B } Yap®) + |
+ E -0 23
m2_(1—+_\/)\uu3+uu)va"' s ( )
(ﬁ%ﬁ%%. (24)

U = (4, u3), V = (v,, v3), €léments de I'espace (H (w))®,

V1)3 € Hé(w)>J _2(—1?4__\/) (auu}! + ua) aav3 = 8—1 J

(0]

Posons alors

et
(S8

2 E
aU, V) = %j 1T—2 { (1 = V) Yopl) + vy, () Sup } Yop(®) +

E
+ J‘mm(aauli + ua) (aav3 + va) s

ﬂm=sﬂjci%$g%.

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Nous avons

a(U,U)Zc{eZZ

o,B

“f'ul}(“) “lz.z(w) + Z I Ous + Uy le‘l(m)} >
et d’aprés I'inégalit¢ de Korn bidimensionnelle [13] :

alU,U) 2 C{ e ) ) It g + 1l 43 I3 } .

a=1,
En appliquant le lemme de Lax-Milgram, on en déduit que I’équation
VV e (H;(), a(U, V) = F(V), (25)

admet une solution unique U dans Pespace (H}(w))*. Or I'équation (25) est
équivalente au systeme (23)-(24). Le théoréme 1 est donc démontré. Le modéle
(23)-(24) est connu sous le nom de « modéle de Naghdi ou de Reissner pour
les plaques en flexion ». [

3. DEGENERESCENCE DU PROBLEME SEMI-APPROCHE

Dans ce paragraphe, nous poserons, pour des €léments arbitraires o, T, u,

21 + v
00(0', T) = J‘ %coﬁ Te3 s

1 1+v v s
al(o-: T) = § _E_Gu[} - Eo—up up | Tap >

bO(T9 U) = - J (aaUS + Uu) tu3 ’ (26)
1
b,(t,v) = — EJ Tup Oulp »

F_,(v)

+ -
_j(gs —;g3>v3.

Le probléme (17)-(20) s’écrit donc sous forme condensée :
Trouver (0, G,3, ) dans I'espace (L*(@))f x (L*®))* x (H ()’ tel que
V1 e (LY (@) x (LH(®))*, ag(0,T) + bo(t, u) + € { a5(0,7) + by(t,u) } =0,
Vv € (H §(0))?, bo(o, v) + €2 by(o,v) =€~ F_,(v).
@7

vol. 15, n° 3, 1981



208 PH. DESTUYNDER

Remarque 2 : Si nous posons € = 0 dans les équations (27) avec second
membre homogeéne, nous obtenons

(28)

V1 e (L)} x (L*(0)) ayo, 1) + bolt,w) = 0,
Yo € (H 5(®))3, by(z,0) = 0.

Or les équations (28) admettent une famille de solutions (o, ) non triviales ;
on vérifie directement que dans lespace (L% (0))! x (L*(@))* x (Hy(@))>,
I'ensemble de ces solutions est

No=Ay x Vo, (29)

avec
Ao ={0c= (Oups O43) | Oup € LX)}, Op3 = 0}, (30
Vo= 1{u= (upus) |ty = — O,us,us € H}(®) } . (31)

Nous avons alors le

THEOREME 2 : Le probléme suivant :

V‘E € AO’ a2(03 T) + bZ(T, u) = X(T) s
Yoe Vo, by, v) = Fv), )

Trouver (o, u) élément de I'espace N o tel que g

admet une solution unique si X (resp. F) est une forme linéaire continue sur A,

Démonstration : Nous avons d’abord

VG € Ao, az(c, 0) = az(c, G) + ao(c, 6) 2 o ” O “(ZLZ((”))‘IX(LZ((O))Z Py

puis
by(t,v b,(t,v) + byt v
VveVo,sup—z—.[(——)—/ s :2(‘ ) + b1, 0)
Te Ag It l2wys  reL2)ix L2(w)? Il (L2(@)? x (LA(@))?
=c Z ” Yﬂﬁ(v) " 0.0 + Z “ Uy + aav:i ” 0,0
a,B=1,2 a=1,2
2 Y lvlhe+lv3lie:
«=1,2
Le théoréme 2 résulte alors de celui de Brezzi [18]. [ ]

Nous posons alors & priori un développement formel de la solution (o, u)
du probléme (27) :

o, )= 3o 3 u ) +e o Lu)+ ... (32)

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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En reportant I'expression (32) dans (27) et en identifiant les termes de méme
puissance en €, nous obtenons successivement, pour des éléments t et v arbi-
traires,

ay(c™%, 1) + bo(r,u™?) = 0,

boo™3,1) = 0; } (33)
aoc™h 1) + bolt, u™h) + ay(673, 1) + byt u3) =0,
bdo™",v) + by(o™%0) = F_,(0); etc.. } (34)

Les différents termes du développement (32) sont apparemment dépendants
les uns des autres. On les calcule de la fagon suivante : I'équation (33) conduit
a choisir

o leAj ueV,. (35)
Nous avons alors le

3

THEOREME 3 : Le terme (6~ >, u™ ) est I'unique solution du systéme suivant

(67 u"¥eA, x V,,
VT € AOs a2(6—3’ T) + bz(Ta u—3) = 0 s (36)
Yoe Vo by(c™3,v) = F_,(v).

Démonstration : Elle découle directement des relations (35) et (34), ainsi
que du théoréme 2.

Le calcul de (o™, u™!) n’est pas toujours possible dans les espaces du
probléme (27) a cause des conditions aux limites sur vy, frontiére de .

Explicitons, tout d’abord, les équations (36). Compte tenu des définitions
des formes bilinéaires a,(., .) et b,(., .), données en (26), et de la caractérisation
de Ay x Vo, donnée en (30)-(31), nous trouvons que (¢~ 3, u~3) est également
solution du systéme suivant :

o =0,
u;3 e HY(o)
2E _
—ZZ A3 = gt y 37
M- 2 79 >
uu_3 = _aau;3’
~ * E B _
0w’ = Ty L= V)l ™) + V0l 8}

vol. 15, n° 3, 1981



210 PH. DESTUYNDER

Nous retrouvons ainsi le modéle classique des plaques encastrées pour les
inconnues (u3, u,, G,g) que nous avions rappelé dans I'introduction (1)-(2)-(3).

Notre objectif est de montrer que la solution (G, G,3, U, #;) des équations
(17)-(20) est convenablement approchée en erreur relative par le premier terme
(673, u™3) du développement asymptotique formel (32).

En utilisant les résultats de régularité de 'opérateur biharmonique [14],
[15], [16] sur ®, nous avons le

THEOREME 4 : Sous I'hypothése g5 € LA(I', u T'_) et si v est de classe €°,
nous avons

e H}@)nH ) et oy’ eHY (o),
ot u3 * et o > sont définis en (37). [

Nous avons ensuite ’estimation d’erreur suivante :

THEOREME 5 : Sous les hypothéses du théoréme 4, il existe une constante c,
indépendante de ¢, telle que

. 3
” o-u[}_s ”00)_+_8 1“ ca3 ”00) ce -2
| _ o3 —3 _ o3 3 < -2 (38)
lu, — €77 u, Ill,m +lus — e uz” |y, S ce

(ces estimations d’erreur prennent un sens en valeur relative). ]

Démonstration : D’aprés la définition de (o, u) et (673, u~3), nous avons,

s

en utilisant les €équations (27) et (36) qui définissent ces termes pour des éléments
T, v, arbitraires, dans les espaces du probléme (27) :

0_3 u—3
ao(c — ?, T) + b0<1?,u — —83—)
-3
+82{a2<0—2—3,t>+b<1u——} (39)

= —g 1 {ayo7% 1) + by(r,u3)} =0,
-3 -3
bo<0' - 0-8_3’ U) + € b2<0' - %3_’ U> =—¢&""by(c7>0) + F_,(v)
1 _ 1 [ @3 +93)

+ -—
_ _8—1J 0;31Uu_8-1j(93 ;gs)vs’ }

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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ol nous avons posé

1 _
O3 =

250" - (41)

(S T

D’aprés le théoréme 4, o;' est élément de I'espace L*(w).
Remarquons maintenant que

‘ . - 1o o= (93 +93)
L Ous' s = 3 L 0p0u3' Oubs = L <— 3 aaﬂ“«f) vy = L = 73 3 20,y

Le second membre de (40) s’écrit donc

~ e{J o5l v, +J o Buvs}.
(o] [0

-3 -3
.. c u .
Choisissantt = ¢ — —-¢tv = u — —S—Sdans (39)-(40), nous obtenons ainsi :
€

2
' + Y lownlhe <
\ a=1,2

i -3 =3 |i
U, O3
Uy — —5 | + Oty —
(a 83> a3 83

c —
af &3

<e !t og loe

0,
Mais, en revenant a I’égalité (39), nous déduisons
o3> ug
aau3 - = 3 + U, — 3 <c ” Gy3 l 0,0 (42)
€ € 0.0
et de ces deux derniéres estimations, nous déduisons
Yo e|og— 3| +l0uslee<r (43)
«=1,2 € low

Par ailleurs, de
1 u;? 1 1+v G;ps v 0';;,3
O I

-3

(44)

0,0

vol. 15, n° 3, 1981



212 PH. DESTUYNDER

et finalement, de (42) et (44), nous déduisons

-3
uz” | c
Uz — 3 < ) (45)
€ e €
ce qui achéve la démonstration du théoréme S. [

Nous allons déduire du théoréme 5 et des équations (23)-(24) des estimations
a priori sur la solution de ces équations.

THEORBME 6 : Sous I’hypothése que g5 est élément de I’espace L*(I'%, U I™)
et si y est de classe €2, il existe une constante c, indépendante de ¢, telle que :

1 1 -3
H ucx “2,0) + || u3 ||2,¢n < ce . (46)1
Si, en outre, g5 est élément de I’espace H }(w) et si la frontiére vy est de classe €3,

il existe une constante c, également indépendante de €, et telle que :

| us 30 < ce”?. n (46),
Démonstration : En utilisant I'inégalité triangulaire et les inégalités (38),
nous obtenons

P T C3)
L’équation (21) s’interpréte de la fagon suivante :
U, € H (),
~ 3= 0 L= VD Yap) + VE 0 85} = — 0ua.

L’opérateur qui intervient au premier membre de I'égalité (48) est celui de
Pélasticité bidimensionnelle. Pour les conditions aux limites de Dirichlet,
nous avons, d’aprés les résultats de régularité (cf. Necas [15])

82 Z “ uu ||2,m < Z “ Gu3 I

a=1,2 a=1,2

0,0

et compte tenu du théoréme 5, nous obtenons

Z || Uy "2,m < c£-3 * (49)

a=1,2

R.A.L.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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L’équzi:t'ion (24) conduit a I'égalité suivante :
E (95 + 93 E
—— Ay, =¢7? .
M +vy B¢ ( 7 ) AT ) O (50)
us; e Hy®y .

En utilisant les résultats de régularité du Laplacien sur un ouvert régulier
(¢f. Netas [15]), nous obtenons, dés que g5 est élément de I'espace L*(w),
” Uz “2,10 < 8_1 ” g; + g3— “0,0.\ + Z ” Uy ”1,0) < 68_3 .
a=1,2

Si, en outre, g3 est élément de I'espace H !(w), et en utilisant 'estimation (49),
nous obtenons

hus 3,0 < ce™>.

Ceci termine la démonstration du théoréme 6. ]

Les estimations obtenues au théoréme 6 vont nous permettre d’estimer
lerreur dans les méthodes d’é¢léments finis que nous allons décrire pour
approcher la solution du probléme (23)-(24).

4. DISCRETISATION DU PROBLEME SEMI-APPROCHE

Nous supposerons, dans cette section, que I'ouvert ® est un polygone.
Nous considérons une famille de triangulations réguliéres de ®, dont un
élément est noté G", le paramétre h désignant le plus grand coté des éléments
de cette triangulation [17].

A chacune de ces triangulations, nous associons l'espace de fonctions
polynomiales par morceaux :

Vi={v"e€°®) N Hiw);v" |xe P, VKeT"}, (51)

(ou P, désigne I'ensemble des polyndmes de degré k).

Dans ce paragraphe, nous choisissons G" et G", deux triangulations de o,
telles que B soit une sous-triangulation de G".

On leur associe les espaces de fonctions V% et V¥, avec k' > k. On a donc
I'inclusion :

Vhc Vi,

vol. 15, no 3, 1981



214 PH. DESTUYNDER

On définit le probléme approché, associé au probléme (23)-(24), de la fagon
suivante :

Trouver (uf, u%) e (V5> x VI tel que
€ E \Y
Yo, € (Vi) 3 J T+v { Yaﬁ(uh) + 1—v Y..p(uh) Oup } Yop(0) +

+f2(1€- )(81,43 + u)v, = 0; [ (52)

, E ,
WBEVLJ‘ZT175@“3+”@5W3=8_i[GE%F&>%' (53)

THEOREME 7 : Les équations (52) (53) admettent une solution unique. [ |

Démonstration : Nous avons défini le probléme approché (52)-(53) a laide
d’espaces d’approximations conformes a partir du probléme (23)-(24), qui est
un probléme elliptique standard. L’existence et I'unicité d’une solution au
probléme approché en découlent de manicre classique. [

Concernant I'estimation d’erreur, nous avons le

THEOREME 8 : Si (u, u4), (resp. (ul, u3) désigne la solution du probléme
approché (52)-(53) (resp. (23)-(24)), alors il existe une constante c, indépendante
de € et de h, telle que

Z {8” uu_uznl,m_}-” au(u3_ugl)+ua_u:”0,(o}<

a=1,2

, ( |
<c mt; ,‘i leeuua-—uulll,m‘*'“ua_va“O,a)+|t7'T_ U3 ||1,a) .
a=1,

(Ve 03) € (VR X VR
n (59
Démonstration : Nous avons :

Z {82 “ Uy — u: ”%,m + H au(u3 - ug) + U, — ug ”%),m} <

a=1,2
e E

\Y
smTEL%M%W—W+T:nMnM—ﬂ

2
_ 3(f—-f\’) . 'Yap(u") Yus(u" _ u") + I_Xv Yw(uh) Yuu(vh _ u")
* 2(1L+>f (0.2 + ) (e — 1)+ — 1)
2T+ )J (O s + ul) (0,0 — uf) + of — i)
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R L ;,_
+ 2(1 + V) J;, (OauS + uu) (au(u3 u3) + Uu ua)
e E v
+ 31+ v) L Yuﬁ(uh) Ya[s(vh —u) + 1= Ypp(u") '\{W(vh — u)

"'-—_——_E ! .
= 2(1 T V)J‘ (aa(ug - u3) + u: — uu) (au(vg — U3) + vz _ ua)

e E

+ 3T+ V) L Vapltt — 1) Yoplu — V") + Y

1—v

Ypp(u - uh) ’Ypp(u - vh)

< ng ” uo; - u: Hl,m ” ua - U: “1,0)

+ “ aa(ug' - u3) + uﬁ — Uy H 0,0 “ Uz — Ugl “l,m + “ U, — U: ”0,(»)
ee qui achéve la démonstration du théoréme 8. ]

En faisant appel aux résultats d’interpolation dans les espaces de Hilbert
(cf- Ciarlet-Raviart [17]), ainsi qu'aux estimations (46) et (54), données respective-
ment aux théorémes 6 et 8, nous déduisons les majorations d’erreur suivantes.

TuEOREME 9 : La densité de force g5 est élément de I’espace L*(T, U '),
et si nous choisissons, dans (52)-(53), k = k' = 1, alors il existe une constante c,
indépendante de €, de h et de I, telle que

Z { € ” u, — u: Hl,(n + “ aet(ufl - u'g) + U, — u: ”0,0) < C8_3(8h + h2 + h,) } ’
a=1,2

3 !
| uy — u'; “1,0) < 68_3<h2 +h? + %) ,

Y ellu,— o, < ce (eh® + h® + hh'). n

a=1,2

(55)

THEOREME 10 : La densité de force g5 est élément de I'espace H'(I'%, L T=),
et si nous choisissons, dans (52)-(53), k = 1,k’ = 2, alors il existe une constante c,
indépendante de €, de h et de I, telle que

_};2{8 Ity =ty o+ 1 Oltts — 3) + 1y — thy llo < cE™3(eh + M + H?) },

3 2
ity 1y < cs‘3<h2 TN h),

3
Yoeluy— il <ce ek + R+ hH?h). [ ]

a=1,2

(56)
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Les estimations en normes L*(w) sur u, — u sont déduites des autres par
le procédé d’Aubin-Nitsche [4]. On en déduit celle sur u; —u% en norme H (o).

Remarque 3 : Les estimations (55) et (56) ne prennent un sens qu’en valeur
relative. En effet, le second membre est multiplié par le facteur £~ 3, qui provient
de la majoration de la norme de la solution des équations (23)-(24). En expri-
mant les estimations (55)-(56) en valeur relative, ce facteur disparait (cf. théo-
réme 5).

5. REMARQUES SUR LE CHOIX DES TRIANGULATIONS 6" ET 6"

Dans I’hypothése ou les densités surfaciques de forces g5 sont dans I'espace
L3I, w I'_), alors I’estimation (55) du théoréme 9 suggére de choisir €, h et
\/_],,7 du méme ordre de grandeur.

Afin que le nombre d’¢léments ne soit pas prohibitif, on veille & ce que
I’épaisseur € ne soit pas trop petite. Cela correspond au cas des plaques épaisses.
Dans le cas contraire (¢ trés petit), on choisira h et ﬁ du méme ordre de
grandeur, mais plus grand que € ; malheureusement, les essais numériques [7],
[8], prouvent que le probléme discret associ¢ est trés mal conditionné. Nous
serons amenés dans ce cas a modifier le schéma d’approximation.

Des éléments qui satisfont & I'inégalité i’ < h sont, par exemple, u’ est une
fonction P, sur I'élément K, tandis que u est une fonction P, sur chaque
sous-triangle K.

N NN

4
- UK/ - U K K=UK;

i=1 i

i=1

Dans I’hypothése ou les densités de forces surfaciques g5 sont des éléments
de l'espace H'(I'%, U I'".), I'estimation (56) du théoréme 10 suggére de choisir
cette fois h, /' et €, du méme ordre de grandeur. Ceci n’est possible pratiquement
que sila plaque est épaisse. Un tel schéma s’obtient a I'aide de I’é1ément suivant :
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u" est une fonction p, sur le triangle K, tandis que u} est p,. Dans le cas ol ¢
est nettement plus petit que A, ici encore, le probléme discret (52)-(53) est tres
mal conditionné et nous étudierons, au paragraphe 6, des variantes a apporter
au schéma d’approximation pour éviter cette difficulté.

6. LE CAS DES PLAQUES MINCES

Nous considérons, dans ce paragraphe, le cas ou I'épaisseur de la plaque
2 g est trés petite. Dans ce cas, il peut étre prohibitif de choisir 4 ou ' de I'ordre
de ¢ (trop de degrés de liberté). En théorie, les estimations d’erreur données
aux théorémes 9 et 10 sont toujours valables. Mais le conditionnement du
systéme linéaire associ€ aux équations (52)-(53) est trés mauvais. Cet inconvé-
nient a été signalé dans différents travaux : Hughes [8], Zienkiewicz [7]. Nous
proposons donc, pour ce type de plaques, une modification du schéma
d’approximation du probléme (23)-(24) qui va nous permettre de faire une
analyse asymptotique du probléme discret par rapport au petit paramétre &,
permettant une résolution aisée du systéme discrétise.

Pour chaque triangulation G" de I'ouvert ®, nous définissons I'espace de
fonctions polynomiales par morceaux suivants :

X;={1"eLl)0)n€°@); " |y c P VKeT"}. (57)

On notera que les fonctions de X sont continues aux interfaces des éléments,
mais, contrairement aux éléments de V%, ne s’annulent pas sur la frontiére de .
Reprenons maintenant les équations (18)-(20), ou on élimine o, a laide
de I’équation (21). Nous obtenons ainsi que (o, 3, u,, #3) €st caractérisé comme
l'unique solution dans lespace (L*())* x (H §(®))* du systéme suivant :

Vi3 e(Lz(m))z,f 2(—1—;3—) O3 Taz — J T30y + 1) =0, (58)

o

2 E
Vva € (H (1)(0)))2, 8— R Yaﬁ(u) + _\i Ypp(u) Suﬂ
3 ), 1+v 1—v

X Yuﬂ(u) + J‘ Cy3 Uy = 0 > (59)

o

+ -
Gy 040y = €71 f (%9_3) vy . (60)

Vo, € Hio), j

@
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Nous associons a ce systéme le probléme approché :
Trouver (c”;, uf, W) e (X1)? x (VB x V¥ tel que

V.3 € (X 1), f B ot - J T30 + 1) =0, | (61)

, hy2 8_2 E h uh
Vl’u e(I/l) s 3 1 + v ’Y:zﬁ(u) + Ypp( )saﬁ

X Vo) + J O3 Uy = 0, (62)

«

.
Vo, € V’;’,J o B0, =} f <@) v, . (63)

Le choix des triangulations G" et T" sera précisé dans la suite. Nous aurons
cette fois V% < V%, contrairement 2 la situation du paragraphe précédent.

Remarque 4 : Ladifférence essentielle entre les problémes approchés (52)-(53)
et (61)-(62)-(63) se situe au niveau du choix des espaces d’approximation pour
la contrainte de cisaillement transverse c,;. Dans le cas du probléme (52)-(53),
I’équation de comportement

h E h' h
Cfy = ———2(1 ) 05 + u), (64)

est cxactement vérifiée. Cela reviendrait 4 remplacer Pespace X! dans la

définition du probleme approché (61)-(62)-(63), par 'espace
= {telw);"|,e P ,VKeT"},
et a choisir ¥’ = h. Puisque nous avons l'inclusion
X!czl,
on dit que I'on a « assoupli » la loi de comportement en remplagant (64) par
(61) (¢lément plus souple).
Dans ce qui suit, nous sommes conduit a faire une hypotheése sur la triangu-

lation de . Nous vérifierons que cette hypothése est satisfaite pour une
triangulation particuliére.

HypoTHESE H 1 : Soit G" (respectivement G) une triangulation de o et X"
(respectivement V) I'espace défini en (57) (respectivement en (51)). Nous ferons
Phypothése qu'il existe une constante c, indépendante de h et W, telle que

j ty 0"
VW e VY, su =

p N
ERCHCIN [ PN

Zcl e (H1)
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Ce type d’inégalité est connu sous le nom d’« inégalités de Brezzi » [18].
Des situations similaires sont données dans [19], [20]. Il conviendra évidemment
de choisir B" et B* convenablement pour satisfaire (H 1).

Montrons, tout d’abord, que le probléme (61)-(62)-(63) est bien posé sous
I’hypothése (H 1).

THEOREME 11 : Sous I’hypothése (H 1), les équations (61)-(62)-(63) déterminent
(o5, ul, u%) de maniére unique dans I'espace (X x (V%)* x V4. [

Démonstration : Puisque (61)-(62)-(63) est en fait un probléme linéaire en
dimension finie, ayant autant d’équations que d’inconnues, il suffit de vérifier
que le systéme homogéne admet comme unique solution la solution triviale.
Choisissant t,; = ", dans (61), v, = u", dans (62), et v; = u% dans (63),
nous obtenons

2(1 +v) &2 E
Jm E 623 0-23 +x 3 J\ 1 +v { YuB(u ) Yaﬁ(uh) + Ypp(uh) Ypu(uh) }

et cette égalit¢ implique

2

L)

=0a=12, l

n

65
u =0a=12. ) (65)

R

Revenons alors a ’équation (61) qui, compte tenu de (65), s’écrit :

h h'
VTa3€X1sf Ta3 aau3 = 0’

ce qui d’aprés ’hypothése (H 1) entraine
uy =0. [ ]

Nous montrerons au paragraphe 7 que la solution (c%5, %, u%) du systéme
(61)-(62)-(63) peut s’écrire par analogie avec les résultats du paragraphe 3 :

( a3s Yo u3) = 8_3(0 (uh) 3 (u3) 3) + etc...
avee

Y { I o3 llow +
«=1,2

.

7
o 83

U 3 —
83

+

1,0

} <ce'. (66)
1,0

Nous utiliserons ce résultat pour démontrer le

THEOREME 12 : Si les densités de forces surfaciques g5 sont des éléments
de I'espace LA(I', U T, et si (o5, ul, uy) (respectivement (G 3, u,, us)) désigne
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la solution des équations (61)-(62)-(63) (respectivement (58)-(59)-(60)), alors il
existe une constante c, indépendante de €, de h et de IV, telle que

2 Muy — il o <ce™h,

o h -30.2 2 (67),
Yol Gus + Ul g, < e+ KB -
a=1,2
En outre, si I’hypothése (H 1) est vérifiée, nous avons
I us — e < ce H. n (67),

Remarque 5 : Le facteur €~ ® qui intervient au second membre des estimations
(67) disparait si 'on considére des estimations d’erreur relative, car les compo-
santes u, et u; de la solution du systéme (58)-(59)-(60) se comportent comme &~ 3
en norme H '(w).

Démonstration : Nous poserons, pour les besoins de cette preuve, pour des
éléments arbitraires T, o, u, v :

1 E
ot ) = 3 [ T2 ) + 12 1l 8 g,
oo,v) = | Ou30,,
Jo
- (68)
d(o,v) = | 6,3 0,03,
f 21 + v)
b(c’ T) = E Gu} a3

Le probléme (58)-(59)-(60) s’écrit sous la forme suivante, pour des éléments 1, v,
arbitraires :

[ €% a(u,v) + c(c,v) =0,

: _
d(c,v) = &7 ! J (%) s,

b(c, 1) = c(t,u) + d(t,u),
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et le probléme approché (61)-(62)-(63) s’écrit, pour des éléments t*, v*, arbi-
traires, choisis dans les espaces d’approximation,

g2 a(u", ") + c(c", ") =0,

+ -
d(Gh, vh) — 8_1 J‘ (93 _; g3)vg ,
®

b(c", 1) = c(t", u") + d(=", u").
Nous avons, tout d’abord,

(E=c Y {eu—u|2.}

a=1,2

N

e2au — u'u —

e? a(u,u — u") — €2 au", u — u")

—c(o,u — u") + c(c”, v — ") — % a@W, u — VM)
—co,u— ") + (o — o™ u' — v") — 2 al,u — V")
e au — ', u— " + clc — " u" — v

2
ce® Y Ny — g llollty — 0510+
a=1,2

+c Z “ Gy3 — 0-23 “ O,m(“ U, — Uz “ 0,0 + “ u: — Uy ”0,0)) .

a=1,

i

VAN

Compte-tenu des estimations (38) et (66), nous en déduisons que, pour tout
élément v” de I'espace V", nous avons

CSZ Z “ uu—ug”%m< inf

«=1,2 ’ w2
et Y {lt—vllow + & lu, —vilia} (69)
«=1,2
+ Cs_l Z ” uu - u: ”0,m .
a=1,2

Mais, en utilisant la technique de Nitsche [4], nous obtenons

Z “ um_uglio,mS Z h“ uu~u:||l,m‘
«=1,2 a=1,2

En combinant cette derni€re estimation, I'inégalité (69), les résultats d’inter-

polation dans les espaces de Sobolev [17], et le théoréme 6, nous déduisons

Z “ ua_ug ”LQSCS_ah,
«=1,2

Z h U, — u: ‘Eo,m < CS—3 h* .
«=1,2
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Puisque

Ous = g s + )
53_2(1+V) OqU3 Uy) 5

et que

“ cu3 ||0,m S

>

mio

nous en déduisons aussi

Z || aau3 + u: ” 0,0 S Z { ” auu3 + uu ” 0,0 + “ ua - uz “ O,m}
xa=1,2 a=1,2
(70)
< ce” e + hY).

Introduisons maintenant linterpolé ' u; de u; dans I'espace V%. Nous
avons, en utilisant ’'hypothése (H1) :
| us — ug lio < lus — " Us “l,w + | " Us — "'g ||1,m
i, 7 uy — uy)

P,
i€ X% Z ” T:3 “ 0,0
a=1,2

<ce 3K +

a7 u, — u
<ce™3h + sup —( . 3;. )
TL‘SE(X’{)Z z ” Ta3 “ 0,0

a=1,2

+ sup T
e Y | T o
a=1,2

bc — o ™) + ot —
cc™*h + sup & [ -

e (XD2 D R
a=1,2

N

0,0

Sceh +e P+ 3R
<ce .

Ceci termine la démonstration du théoréme 12. [ ]

Remarque 6 : L’hypothése (H 1) n’est utilisée que pour obtenir I'estimation
d’erreur (67). Si cette hypothése n’est pas satisfaite, ou est trop complexe a
vérifier, il n’en demeure pas moins que les estimations sur u, — u et d,u; + u’
restent valables. C’est le cas, par exemple, si on choisit B* et B* identiques.

Donnons un exemple ou ’hypothése (H 1) est satisfaite :

Soit B une triangulation de ® a laquelle est associée I'espace V% La trian-
gulation G" A laquelle sont associés les espaces V% et X7, est obtenue a partir
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de G, en divisant les triangles de G" en 3 triangles, comme le montre la figure

suivante :
K A

Pour tout élément v; € V%, v, est affine sur T” et 6,05 est constant sur 7.
En choisissant 1,, = w, ,v;, ou w, désigne la fonction de base de I'espace V%
associée au somme s (voir figure), nous obtenons :

J ‘Cu3 aav3 mes (T’) 1/2
- > c( Y . (0,05)* —3—>

S
1,36 (X2 [l T3 "(x’;) T €8
Zclvslie

ce qui vérifie '’hypothése (H 1).
D’autres exemples sont donnés dans Glowinski-Pironneau [20] et Ber-
covier-Pironneau [19].

7. ETUDE ASYMPTOTIQUE DU MODELE DISCRET POUR LES PLAQUES MINCES

Nous désignerons par w; les fonctions de base associées aux sommets des
triangulations " et B* (G" étant ici une sous-triangulation de G¥).

L’ensemble des indices des sommets associés aux degrés de liberté de V%
est noté I, celui des sommets associés aux degrés de liberté de V%', I’, avec

I'c1I,

et celui des sommets auxquels sont associés des degrés de liberté de X*, est
noté J ; nous avons a cause des degrés de liberté frontiére de I'espace X ! :

Ic<J.

Désignons par A la matrice 21 x 21, associée a la forme bilinéaire sur
(V%)? x (V*)?, définie par

) = 5 | 10140+ @ 0 ()
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puis, désignons par B la matrice 2 J x 2 J, associée a la forme bilinéaire sur
(X"? x (X™M?, définie par

b(o, 1) = —z—(lE;V)J‘ Cus Tuz s (73)

enfin, nous désignons par C et D les matrices de dimensions 2J x 21 et
2J x I, associées aux formes bilinéaires sur (X )2 x (V%) et (X1)* x (V%),
définies respectivement par :

c(o,v) = f Cu3 Uy »
[0}

et

d(o,v) = j G,3 0,03 -

Les vecteurs des degrés de liberté de u”, vy et ", sont notés U, U et Z,5.
Le systéme linéaire (61)-(62)-(63) s’écrit alors

B, = CU, + DU,,

g2 AU, + CZ,, =0, (74)
D2u3 = 8_1 G .
Nous en déduisons
X, =B'CU,+ B 'DU;; (75)
U =—-( >4+ CB 'C)"'CB™ ' DU,; (76)

[DB"*D —DB '!C(e2A+ CB*C)y*CB™'D]U, =¢"1G. (77

Les matrices B et C sont des matrices de produits scalaires dans L*(®).
On peut les remplacer par des matrices dites « condensées » (« Lumped »
en anglais), obtenues en utilisant la formule de quadrature portant sur les
sommets des triangles. De telles matrices sont diagonales et on pourrait
montrer que ’erreur ainsi produite ne détériore pas I’estimation du théoréme 12.

En effectuant une partition des degrés de liberté¢ de J entre ceux de I qui
correspondent aux sommets intérieurs et ceux de la frontiére de ®, nous écrirons
au coefficient 2(1 + v)/E pres :

B, |0 21
B=(0 32)1211 (78)

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DES PLAQUES DE NAGHDI-REISSNER

225

C=(BI|0)I2I (79)
—
2J
D=(D,|D,) ]I (80)
21
—>
2J
Nous avons ainsi :
— B! 0\ /B
CB™'C = (B, | (1 _)( ‘):B
! 0 B\ 0 !
_ B! 0 \ /D,
CB™'D = (B, | <6 B“1><51>=D1
2 2
— B 0\ /B,
DB 'C=(D |D)( _)(‘):D
1 2 B21 0 1
DB™'D = (D ID)< (2 =D,B'D, + D, B;’!
1 2 0 Bz_l Dz 1 1 1 2 2

L’équation (77) est alors équivalente a
[D,B;*D, + D,B;*D, — D, By (2 AB;* + I)"'D,]U, =¢7' G,
mais en observant que pour € petit :
(€*AB;' +I)"' =1 — e AB]' + €*(AB; ')* + ... etc.
nous avons

[D,B;'D, + €D, B[*AB['D, + ..]JU, =G. .(81)

La matrice D, B; ! D,, qui est symétrique, est seulement positive et admet un
noyau Y,, défini par
Yo={V3eR',D,V;=0}.
Nous supposons que chaque sommet de B qui est sur la frontiére de o,

n’a pas plus de 2 sommets voisins intérieurs & ® dans G". Soit un élément
u? de V%, dont le vecteur des degrés de liberté est V5 et vérifiant

52V3=0.

En revenant a la définition de D, donnée en (80), nous avons, pour toute

fonction 1,5 de I'espace (X})?, nulle aux sommets intérieurs de G",

j o0 =0. (82)
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Considérons un sommet S, de G" de Ia frontiére de . D’aprés I’hypothése
faite sur la triangulation, nous avons I'une des deux configurations suivantes :

YSZ

configuration 1 configuration 2
Désignons par w, la fonction de base dans ’espace X associée au degré
de liberté S,, et posons

—
(123)1 = SOSZ Wso o

puis
h 2 __
(1:013) - SOS3 Wso s

pour la seconde configuration. L’identit¢ (82) conduit, pour la premiére

configuration, a
[ oy o - ( f wso> W (S,)
Jon TiuT>

ug’(sz) =0;

d’ou

et, pour la seconde configuration,

0= f (W)t duls = ( J wso> W(S,) + ( j wso> cos 0142 (S3),
) TiuT2 T3uT>

~ /s m /
0- J (ha)? Ol = ( J wsﬂ) cos 0s2) + f wso) (S,
® TyuT: TouTs

d’ou
u3(S,) = u5(S;) = 0.

(Dans le cas ou les triangulations " et B* sont identiques, les résultats sont
les mémes.)
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Lenoyau Y, de D, est donc constitué des vecteurs V3 qui ont une composante
nulle aux sommets voisins de 1a frontiére de . Posons alors

Us=¢3U;>+e1U; + ...etc;

en reportant cette expression dans I'équation (81) et en identifiant les termes
de méme puissance en ¢ dans 'expression résultante, nous obtenons

D,B;'D,U;?=0, (83)
D;B;'D,Us' + D, B{*AB;'D, U;3 =G, etc.. (84)

L’égalité (83) entraine que U5 ? est élément de I'espace
Y, = Ker (52) R
et en multipliant a gauche I'équation (84) par un élément de Y, on obtient

VVi;eY, VsD,B[*AB['D,U;3*=V,G. (85)

Y

La matrice K associée au systéme linéaire (85) s’obtient a partir de
D, B[ ' AB[' D, en éliminant les lignes et les colonnes correspondant aux
degrés de liberté de V5 qui sont nuls dans Y. Cette matrice est symétrique
et définie positive sur Y,. En effet,

VV3€Yo, V3D B{'AB{'D, V3> ¢c| D, V;|* >0, (86)
car A et B, sont des matrices définies positives. Mais, en revenant a la définition

de Yy, on a

VVieY,, 51 Vi = (51 + 52) (Vi = BVs >

et d’aprés I’hypothése (H1),
ce qui prouve bien, avec (84), que la matrice K est définie positive.

C’est un exercice classique de calcul matriciel que de montrer que I’on a,
au sens des normes de vecteurs, 'estimation d’erreur relative suivante :

u;3
P Us

< cg? Il Usll-
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Les vecteurs U, et Z,; sont alors approchés par les quantités suivantes (expres-
sions (75) et (76)) :

U, ~-¢ 3B D, U;>3

Za3 = 0 .

Remarque 7 : La dimension du systéme linéaire & résoudre (€quation (85))
est inférieure au nombre de sommets internes de la triangulation B*'. La matrice
associée a ce systeme est définie positive et on peut donc utiliser une méthode
directe de résolution. Les résultats numériques [21] montrent que cette méthode

fournit un « solver » compétitif pour le biharmonique. Nous reviendrons
sur l'aspect numérique de cette méthode dans [21].

8. CONCLUSIONS
Considérons I'équation biharmonique
ud e H(w)

2 E¢?
31 =9

(86)

Aug = g3 +9g5 .

Nous avons montré, au paragraphe 3, que uj est bien approché par la solution u,
du modéle de Naghdi-Reissner :

s N L frryls 2 l
\uw u3}&\ﬂ0(m} >

-2
— 78 0 { (1 = V) Yep(W) + VY, () 85 } + Bous + 4, = 0, g 87)

E

- m(AU:; + auua) = e_l(g; + g3—)

Les estimations d’erreur sont données au théoréme 5 :

luS — sl < celluslly, }
” auﬁ ug + Yuﬂ(u) ”O,(n S ce “ ug Hl,m .

Au paragraphe 6, nous proposons un schéma d’approximation du pro-
bléme (87), tel que, si u et u” désignent les solutions de ce probléme approché
(équations (61)-(62)-(63)), les estimations d’erreur suivantes ont lieu (théo-
réme 12) :

Huy — U5 1o < ' | sl
I Oatts + 15 llo,0 < cl&® + H2) || U 1,0 (88)
<c

luy — g 10 < chllug -
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En regroupant (86)-(87)-(88), nous obtenons ainsi

Tus —us o<l +e)udlle
I 03 + 4 low < cle + B) | u Iy (89)
<

” amB ug + Yaﬁ(uh) “0,11) C(S + h) ” ug Hl,m M

Enfin, nous avons montré, au paragraphe 7, que la résolution du systéme
(61)-(62)-(63) se ramenait a celle d’'un systéme linéaire associé a une matrice
définie positive dont la dimension est inférieure au nombre de sommets
internes de la triangulation.

Je tiens a remercier Q. Pironneau pour ses remarques et suggestions concernant
I’Hypothése (H 1).
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