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MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS
POUR LE MODÈLE DES PLAQUES

EN FLEXION DE NAGHDI-REISSNER (*)

par Ph. DESTUYNDER (*)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Nous définissons un schéma d'éléments finis pour le modèle des plaques en flexion
de Naghdi-Reissner et nous en faisons Vétude asymptotique lorsque Vépaisseur tend vers zéro.

Cela nous conduit à définir un schéma original pour l'opérateur biharmonique.

Abstract. — We define afinite element schemefor the Naghdi-Reissner model for plates in bending
and we give an asymptotic analysis when the thickness tends to zero.

As a conséquence^ we obtain a new scherne for the biharmonic operator.

1. INTRODUCTION

Nous considérons une plaque homogène isotrope, occupant dans l'espace IR3,
le domaine Qe où

Qz = 03 X ] — E, £[ ,

où c5 désigne la surface moyenne de cette plaque et 2 e son épaisseur supposée
constante.

Dans un souci de simplification, nous ne considérons que des forces sur-
faciques normales, sur les forces supérieures et inférieures de la plaque,
soit g}. Posons :

r± = o x { ± e }

T o = y x ] - €, e[

où y désigne la frontière de ©.

(*) Reçu le 18 avril 1980.
l1) Centre de Mathématiques Appliquées, École Polytechnique, Palaisau, France.
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© Bordas-Dunod.



202 PH. DESTUYNDER

Figure l .

Habituellement, on approche la solution du modèle tridimensionnel de
l'élasticité linéaire de la façon suivante [1].

Le déplacement u3, suivant la direction dans l'épaisseur, est indépendant
de la coordonnée x3, et est solution de l'équation suivante, où E et v sont les
coefficients de Young et de Poisson et où on pose

dx\ ôx\, dxi %

2£e3

3(1 - v2)
A2u3 = #3 + g3 sur co,

(1)

Les déplacements horizontaux sont approchés par les expressions :

H. = - x30„u3,a = 1,2. (2)

Enfin, les champs de contraintes sont approchés par les quantités :

2(1 - v2)
Aw3 ,

£ 2 -

a = l , 2 ,

4-

(3)

La résolution du système (l)-(2) se réduit donc à celle de l'opérateur bihar-
monique.

Dans [2], [3], nous avons estimé Terreur dans l'approximation de la solution
tridimensionnelle par celle du système (l)-(2)-(3).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DES PLAQUES DE NAGHDI-REISSNER 203

De nombreux schémas numériques ont été proposés pour résoudre l'équa-
tion (1) : méthodes conformes [4], non conformes [5], hybrides et mixtes [6], [10],
[11], [12]. Nous proposons ici une approche directe du modèle tridimensionnel
par une méthode d'éléments finis prismatiques.

L'avantage est que nous considérons, dans ce cas, un problème d'ordre 2,
alors que le problème (1) est d'ordre 4.

Partant du modèle élastique linéaire tridimensionnel, et grâce à la géométrie
particulière (ouvert cylindrique), nous pouvons considérer séparément
l'approximation en la coordonnée x3 suivant l'épaisseur de la plaque, retrou-
vant ainsi le modèle bien connu de Naghdi-Reissner pour les plaques en flexion.

Ce modèle se formule ainsi :
Trouver (ua5 w3) e (Jïo(co))3 tel que

? F2

_ -*fc ~ i ' * • v , * * i . „ = 0 ) a = 1 ,2 ,
p=l,2

Nous montrerons que ce modèle admet une solution unique et que, lorsque £
tend vers zéro, cette solution tend vers celle des équations (l)-(2). Nous donnons
une estimation de la vitesse de convergence avec £ qui montre que pour e petit,
la solution du problème (4) est une bonne approximation de celle des
équations (l)-(2).

Nous étudions ensuite l'approximation numérique du problème (4), tout
d'abord pour des « plaques épaisses ». Dans ce cas, on peut choisir, pour
résoudre (4), des éléments finis de taille £, et on montre que les résultats sont
théoriquement satisfaisants.

A ce stade, des méthodes de calcul similaires ont été proposées par différents
auteurs [7], [8], [9]. Notre contribution se limite à l'obtention d'estimations
d'erreur.

Dans le cas des plaques très minces, il devient impossible de choisir, pour
résoudre (4), un maillage de l'ordre de £, et les méthodes précédentes deviennent
inopérantes à cause d'un mauvais conditionnement du système discrétisé.
Celui-ci s'écrit sous la forme matricielle suivante :

(Ko + £ 2 K 2 ) a = £ " i G , (5)

où a est le vecteur des inconnues.
Nous proposons alors un schéma original pour lequel le noyau de la matrice

KQ est connu explicitement (nullité de certains degrés de liberté, Ko et K2

désignant deux matrices symétriques).

vol. 15, n° 3, 1981



204 PH. DESTUYNDER

Cherchant ensuite une solution de (5) sous la forme

a = e~3 fl_3 + s"1 a_i + ... etc., (6)

nous obtenons, en reportant (6) dans (5) et en identifiant les termes de même
puissance en s :

Koa_3=0, (7)

(8)etc..

L'équation (7) indique que

a_3eKer(K0) . (9)

L'équation (8) conduit à

V6 6 Ker (Ko), (K2 a_3, 6) = (G, b). (10)

On montre alors que a_3 est parfaitement déterminé par (10) et que s"3 a_3

est une bonne approximation (en erreur relative) de a pour e petit.
La matrice du système linéaire (10) s'obtient à partir de K2 en éliminant

les lignes et les colonnes correspondant aux degrés de liberté de Ker (Ko).
Dans la suite, les indices latins varient de 1 à 3, et les indices grecs, de 1 à 2.

Nous utilisons, en outre, la convention de sommation sur les indices répétés.

2. LE PROBLÈME SEMI-APPROCHÉ

Introduisons, tout d'abord, le problème tridimensionnel des plaques élas-
tiques linéaires, à l'aide du principe d'Hellinger-Reissner.

Soit les espaces

VB = { v = (v^ 9 vt = 0 sur

(11)

(12)

et les formes bilinéaires et linéaires, définies pour des éléments a, x, vt arbitraires
dans les espaces Çe et FÊ,

(13)

a(a, t)

F(v)

fl
•
{
L
L

+ V V

E C>J E°

u rr

PP h
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Le principe d'Hellinger-Reissner consiste à

Trouver (a, w) e Çe x Ve tel que \

Vx e Ee, a(o, x) + B(x, u) = 0 , l (14)

Vy e V\ B(a5 y) = F(v). )

L'existence et l'unicité d'une solution du système (14) est une conséquence
classique de l'inégalité de Korn [13].

Définissons les espaces d'approximation suivants :

= i ^ap — -^3 ^apv^iï -^2/» Xa3 — ^a3v^l5 ^2/s ^33 — ^ »

T a„,TB 3eL2(u)) ,T1 2 = X21

= { üa = X3 ü a(x l s X2), ü3 = %(x l 5 X2) , OÙ üa, t?3 G Ho((ü)

Le problème semi-approché consiste à

Trouver (crU), wU)) G E(1) X F ( 1 ) tel que

(15)

VT e E(1), a(a(1), x) + JB(X5 U
{1)) = 0 , (16)

Vi> G F (1), B(a(1), Ü) = F{v).

Un simple calcul nous conduit au résultat suivant :

THÉORÈME 1 : Si (a(1), w(1)) désigne une éventuelle solution de (16) et si nous
posons

alors Vêlement (<rap, aa3, uai u3) de Vespace

(L2(o>))? x (L2(co))2 x (H Hœ))2 x H fa)

est Vunique solution du système d'équations variationnelles suivantes :

Vt e ( L 2 ( < B ) ) * ^ | Y ! ± ^ o - - a 5 ) x - - f x 5 M = 0 (17)
JÛ) \ / «/a»

'» ? a «3 ^ 3 - X
a3(4W3 + U*) = 0 , (18)

2 8 2 r ç

Joo Jra

cja3 aau3 = e"1 f (9* + 9A v3 , (20)
J(iû \ /

vol 15, no 3, 1981
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(nous avons posé

PH. DESTUYNDER

» ) s
4 = { (xap)p > ) ) 4 , t1 2 = x 2 1 } . •

Démonstration : Uobtention des équations (17), (18), (19) et (20) résulte d'un
simple calcul. L'équation (17) conduit à

1 + V V ^ / v l / 3 ^ N

soit, en inversant cette relation de comportement

E

L'équation (18) s'écrit encore

- v ) T«p(w)

(3aM32(1 + v)

(21)

(22)

et en reportant (21)-(22) dans (19)-(20), nous obtenons que (wa, M3), élément
de l'espace (Hl((ù))3, doit être solution du système variationnel suivant :

VT4 G (if » ) 2 , j f ^ ^ { (1 - v) JM + vTuu(w) 5aP} YBP(I0 +
«/ CD

au3 + iO ». = 0 ,

VÜ3 G H Q(CO), I TTTz r (^«^3 4" Ma) OQPZ = £ I = 1 U3 .

J(ù ^ * Jû> \ /

Posons alors

U = (um w3), V = (vm v3% éléments de l'espace (iî1(a)))3 ,

et

2(l + v)! (23)

(24)

, V) = T \ J—T { (1 - v) ïap(u) + V Y » ôaP } Y » +

2(1 + v ) ( 5 a "

F(V) =

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Nous avons

a(U, U) > c { e2 X || y » \\lH(û) + X || Ôau3 + Wa |||2((û) 1 ,

et d'après l'inégalité de Korn tridimensionnelle [13] :

«=1 ,2

En appliquant le lemme de Lax-Milgram, on en déduit que l'équation

We(H1
0(<»))\a(U,V) = F(V), (25)

admet une solution unique U dans l'espace (f/o(co))3. Or l'équation (25) est
équivalente au système (23)-(24). Le théorème 1 est donc démontré. Le modèle
(23)-(24) est connu sous le nom de « modèle de Naghdi ou de Reissner pour
les plaques en flexion ». •

3. DÉGÉNÉRESCENCE DU PROBLÈME SEMI-APPROCHÉ

Dans ce paragraphe, nous poserons, pour des éléments arbitraires a, x, w,

2*1 + v) _ _

) = i f f1 + v - —

t, ») = - (3.»3 + O T«3 .

X a6

(26)

Le problème (17)-(20) s'écrit donc sous forme condensée :

Trouver (aaP, aa3, uj dans l'espace (L2(co))s x (L2(©))2 x (ffj(ö))3 tel que
Vx 6 (L2(a>))î x ( L » ) 2 , ao(CT, x) + fco(x, «) + e2 { a2(a, x) + 62(x, M) } = 0 ,

Vo e (H^((Û))3, bo(a, o) + e2 ft2(a, Ü) = e~ ' F. M .

vol. 15, n° 3, 1981
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208 PH. DESTUYNDER

Remarque 2 : Si nous posons s = 0 dans les équations (27) avec second
membre homogène, nous obtenons

Vx G (L2(m))t x (L2((ù))\ aQ(o, x) + bo(%, u) = 0 , )

Vi>e(H>))3b(Ti>) 0 )

Or les équations (28) admettent une famille de solutions (a, u) non triviales ;
on vérifie directement que dans l'espace (L2(co))* x (L2(tù))2 x (HQ(CÙ))3,

l'ensemble de ces solutions est

No = Ao x Vo, (29)
avec

A o = { a = (aap5 <ya3) | a„p e (L2((ù))t, a a 3 = 0 } , J (30)

Nous avons alors le

THÉORÈME 2 : Le problème suivant ;

Trouver (a, u) élément de Vespace No tel que

VT e Ao, a2(a5 x) + &2(x, u) = X(x) 9

admet une solution unique si X (resp. F) est une forme linéaire continue sur An

(resp. Vo). m

Démonstration : Nous avons d'abord

Va G AOî a2(a, a) = a2(o, a) + aQ(o, a) > a || a ||fL2((û))4X(L2((û))2,

puis

h&i v) ^ b2{%, v) + b<fc9 v)
VÜ e Vo, sup -ïi—n ^ sup -ïj—n

t e A o II X ||(L2((o))4 t 6 (L2(to))f x L2(w))2 || X ||(£(2(aï))4 x (L2(Û)))2

S ^c X II Y » || o*+ E K + d.i>3llo.
a,p-l,2 a=l,2

> Z HoJ I ^+ l l ^ l l ^ -
a=l,2

Le théorème 2 résulte alors de celui de Brezzi [18]. •
Nous posons alors à priori un développement formel de la solution (0, M)

du problème (27) :

(a,ti) = e-3(a-\u~3) + e" V - S a " 1 ) + ... (32)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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En reportant l'expression (32) dans (27) et en identifiant les termes de même
puissance en e, nous obtenons successivement, pour des éléments x et v arbi-
traires,

a2(a"3,T)

etc..
° > 1

ƒ

(33)

(34)

Les différents termes du développement (32) sont apparemment dépendants
les uns des autres. On les calcule de la façon suivante : l'équation (33) conduit
à choisir

Nous avons alors le

THÉORÈME 3 : Le terme (a"3, w"3) est Vunique solution du système suivant :

(a-3
î W-3)GA0 x V09

(36)

Démonstration : Elle découle directement des relations (35) et (34), ainsi
que du théorème 2.

Le calcul de (a"1, u~x) n'est pas toujours possible dans les espaces du
problème (27) à cause des conditions aux limites sur y, frontière de co.

Explicitons, tout d'abord, les équations (36). Compte tenu des définitions
des formes bilinéaires a2(-, •) et b2{; •)> données en (26), et de la caractérisation
de Ao x Fo, donnée en (3O)-(31), nous trouvons que (a~3, M"3) est également
solution du système suivant :

2 E - - 3

3(1 - v2)
A2u 3 =

(1 - V2)

(37)

vol. 15, n° 3, 1981



210 PH. DESTUYNDER

Nous retrouvons ainsi le modèle classique des plaques encastrées pour les
inconnues (w3î ua, aap) que nous avions rappelé dans l'introduction (l)-(2)-(3).

Notre objectif est de montrer que la solution (aap, aa3, ua, u3) des équations
(17)-(20) est convenablement approchée en erreur relative par le premier terme
(a~3, w~3) du développement asymptotique formel (32).

En utilisant les résultats de régularité de l'opérateur biharmonique [14],
[15], [16] sur (Û, nous avons le

THÉORÈME 4 : Sous Fhypothèse g3 e L2(T+ u F„) et si y est de classe <ë3,
nous avons

uï3 e HQ{(Ù) n H 3(œ) et a~p
3 e H1((ù),

où u3
 3 et a~p3 sont définis en (37). •

Nous avons ensuite l'estimation d'erreur suivante :

THÉORÈME 5 : Sous les hypothèses du théorème 4, il existe une constante c,
indépendante de s, telle que

II °ap ~~ £ °ap il 0,(0 + 8 II a «3 II 0tu ^ C8 1 ( .
„ _ _ 3 _ 3 , | .. _ _ 3 _ 3 | | _ 2 r l-̂ o)

(ces estimations d'erreur prennent un sens en valeur relative). m

Démonstration : D'après la définition de (a, u) et (a"3, u~% nous avons,
en utilisant les équations (27) et (36) qui définissent ces termes pour des éléments
x, v9 arbitraires, dans les espaces du problème (27) :

E2 {a2lo -

-3 \ / n-"3 \ \
^ol CT - ~^>v I + g2 b2M? - - 5 - , f = - e"1 b2(G-\v) + ƒ•_!(!

(39)

E

- - E ' 1 f CJ-'V - E ' 1 f toa
— £ a a 3 Ua 8

L Ja»

(40)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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où nous avons posé

CT-i = I 3 a - 3

D'après le théorème 4, G~3
X est élément de l'espace L2(oo).

Remarquons maintenant que

f - î î f - t r / i _3\ r
I 3 113/ I

Le second membre de (40) s'écrit donc

211

(41)

Je* J

Choisissant % = a r- et Î; = w r- dans (39)-(40), nous obtenons ainsi :

+ I
0,o> « = 1 , 2

Mais, en revenant à l'égalité (39), nous déduisons

c att
0,Û)

et de ces deux dernières estimations, nous déduisons

ct=l,2

c
e '

0,<ù

(42)

(43)

Par ailleurs, de

, . - 3 i+ï
3 / P E

nous déduisons

, - 3

0,o>

(44)
0,Û>

vol. 15, n°3, 1981
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et finalement, de (42) et (44), nous déduisons

13 "i5" 72 (45)
1,(0

ce qui achève la démonstration du théorème 5. •
Nous allons déduire du théorème 5 et des équations (23)-(24) des estimations

à priori sur la solution de ces équations.

THÉORÈME 6 : Sous Vhypothèse que g\ est élément de Vespace L2(FE
+ u P_)

~et si y est de classe <€1, il existe une constante c, indépendante de e, telle que :

I 2î(o + II "3 II 2,0
, - 3

Si, en outre, g$ est élément de Vespace H ̂ co) et si la frontière y est de classe ̂ f3,
il existe une constante c, également indépendante de e5 et telle que :

, - 3 (46)2

Démonstration : En utilisant l'inégalité triangulaire et les inégalités (38),
nous obtenons

"et N i , ® + <?•
(47)

L'équation (21) s'interprète de la façon suivante :

E2 E
(48)

J a 3

L'opérateur qui intervient au premier membre de l'égalité (48) est celui de
l'élasticité bidimensionnelle. Pour les conditions aux limites de Dirichlet,
nous avons, d'après les résultats de régularité (cf. Necas [15])

e 2 I II ua || 2,a^ I l l c ^ l l o , *
ce=l,2 a= l ,2

et compte tenu du théorème 5, nous obtenons

, - 3Z
a=l,2

(49)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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L'équation (24) conduit à l'égalité suivante ;

E

(50)

En utilisant les résultats de régularité du Laplacien sur un ouvert régulier
(cf. Necas [15]), nous obtenons, dès que g$ est élément de l'espace L2((Ù\

II w3 I k * ^ e " 1 || g+ + g î ||0)ÛJ + £ || wa ||x ^ e s " 3 .
ct=l,2

Si, en outre, g^ est élément de l'espace if1(a>X et en utilisant l'estimation (49),
nous obtenons

Ceci termine la démonstration du théorème 6. •
Les estimations obtenues au théorème 6 vont nous permettre d'estimer

Terreur dans les méthodes d'éléments finis que nous allons décrire pour
approcher la solution du problème (23)-(24).

4. DISCRÉTISATION DU PROBLÊME SEMI-APPROCHÉ

Nous supposerons, dans cette section, que l'ouvert co est un polygone.
Nous considérons une famille de triangulations régulières de œ, dont un
élément est noté *&, le paramètre h désignant le plus grand côté des éléments
de cette triangulation [17].

A chacune de ces triangulations, nous associons l'espace de fonctions
polynomiales par morceaux :

V\ = { vhe<$°(sô) n H » ; vh \K e Pk, ViC e'S* } , (51)

(où Pk désigne l'ensemble des polynômes de degré k).
Dans ce paragraphe, nous choisissons TS* et TSft, deux triangulations de co,

telles que 7Sh' soit une sous-triangulation de ¥?h.
On leur associe les espaces de fonctions V\ et 7j ' , avec k' ^ fe. On a donc

l'inclusion :

vol. 15, n° 3, 1981



214 PH. DESTUYNDER

On définit le problème approché, associé au problème (23)-(24), de la façon
suivante :

Trouver « i#) e (F£)2 X V% tel que

-2 r
 F r v i \
rrv

e F"' j 2 Ö T 1 Ö M + ^ ô-"3 = e

(52)

(53)

THÉORÈME 7 : Les équations (52) (53) admettent une solution unique.

Démonstration : Nous avons défini le problème approché (52)-(53) à Faide
d'espaces d'approximations conformes à partir du problème (23)-(24), qui est
un problème elliptique standard. L'existence et l'unicité d'une solution au
problème approché en découlent de manière classique. •

Concernant l'estimation d'erreur, nous avons le

THÉORÈME 8 : Si (u£, u%\ (resp. (w£, u%)) désigne la solution du problème
approché (52)-(53) (resp. (23)-(24)), alors il existe une constante c, indépendante
de s et de h, telle que

a=l,2

• (54)
Démonstration : Nous avons :

I { e 2 II K - « S I I 2 , * + II ô . ( « 3 - « £ ) + K - < H o , » } <I
« = 1 , 2

3(1 + v) J

2(1 + v)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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E
2(1

3(1 + v)

= 2(TTy) f
r v

api" - W") Yap(w - Vh) + y — - y ^ U - M*)

^ ce2 || ua - U J H L J I U , , - ^lli,co

+ II M - M3) + «! - K lo.» Il W3 " I# ||litt + N a - l i |lo.J

ee qui achève la démonstration du théorème 8. •

En faisant appel aux résultats d'interpolation dans les espaces de Hubert
(cf. Ciarlet-Raviart [17]), ainsi qu'aux estimations (46) et (54), données respective-
ment aux théorèmes 6 et 8, nous déduisons les majorations d'erreur suivantes.

THÉORÈME 9 : La densité de force g f est élément de V espace L2(T% u r£_),
et si nous choisissons, dans (52)-(53), k = k' = 1, alors il existe une constante c,
indépendante de e, de h et de h\ telle que

I { e II tf. - wî lli.« + II Sa(u3 - u%) + ua-u
h
a ||0>œ < cz~\zh + h2 4- h')} \

a=l,2

cc=l,2 /

(55)

THÉORÈME 10 : La densité de force g^ est élément de V espace H1(T\ u FL),
et si nous choisissons, dans (52)-(53), k = l,fc' = 2, alors il existe une constante c,
indépendante de £, de h et de h\ telle que

V | g fi n uh \\ + II ô (u uK) ~\- u uh II ^ cz^(sh + h2 + /z/2)}
a = 1 2

(56)
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Les estimations en normes L2(co) sur ua — u£ sont déduites des autres par
le procédé d'Aubin-Nitsche [4]. On en déduit celle sur u3 - u% en norme H *(©).

Remarque 3 : Les estimations (55) et (56) ne prennent un sens qu'en valeur
relative. En effet, le second membre est multiplié par le facteur e~ 3, qui provient
de la majoration de la norme de la solution des équations (23)-(24). En expri-
mant les estimations (55)-(56) en valeur relative, ce facteur disparaît {cf. théo-
rème 5).

5. REMARQUES SUR LE CHOIX DES TRIANGULATIONS *& ET 75h

Dans l'hypothèse où les densités surfaciques de forces g 3 sont dans l'espace
L2(F+ u F_), alors l'estimation (55) du théorème 9 suggère de choisir 8, h et
y/h' du même ordre de grandeur.

Afin que le nombre d'éléments ne soit pas prohibitif, on veille à ce que
l'épaisseur 8 ne soit pas trop petite. Cela correspond au cas des plaques épaisses.
Dans le cas contraire (s très petit), on choisira h et y/h' du même ordre de
grandeur, mais plus grand que s ; malheureusement, les essais numériques [7],
[8], prouvent que le problème discret associé est très mal conditionné. Nous
serons amenés dans ce cas à modifier le schéma d'approximation.

Des éléments qui satisfont à l'inégalité h' < h sont, par exemple, uj est une
fonction P t sur l'élément K, tandis que u% est une fonction Px sur chaque
sous-triangle K[.

K K=\J Kl K= U Kl

Dans l'hypothèse où les densités de forces surfaciques g^ sont des éléments
de l'espace Hl{Te

+ u Fi), l'estimation (56) du théorème 10 suggère de choisir
cette fois h, h' et s, du même ordre de grandeur. Ceci n'est possible pratiquement
que si la plaque est épaisse. Un tel schéma s'obtient à l'aide de l'élément suivant :
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u* est une fonction pt sur le triangle K, tandis que u% est p2- Dans le cas où e
est nettement plus petit que J% ici encore, le problème discret (52)-(53) est très
mal conditionné et nous étudierons, au paragraphe 6, des variantes à apporter
au schéma d'approximation pour éviter cette difficulté.

6. LE CAS DES PLAQUES MINCES

Nous considérons, dans ce paragraphe, le cas où l'épaisseur de la plaque
2 8 est très petite. Dans ce cas, il peut être prohibitif de choisir h ou h' de l'ordre
de e (trop de degrés de liberté). En théorie, les estimations d'erreur données
aux théorèmes 9 et 10 sont toujours valables. Mais le conditionnement du
système linéaire associé aux équations (52)-(53) est très mauvais. Cet inconvé-
nient a été signalé dans différents travaux : Hughes [8], Zienkiewicz [7]. Nous
proposons donc, pour ce type de plaques, une modification du schéma
d'approximation du problème (23)-(24) qui va nous permettre de faire une
analyse asymptotique du problème discret par rapport au petit paramètre e,
permettant une résolution aisée du système discrétisé.

Pour chaque triangulation Tjh de l'ouvert co, nous définissons l'espace de
fonctions polynomiales par morceaux suivants :

Xh
k = {>zh e L2{G>) n %°Ç5); xh

 \ K G Pk,VK e ^ h } . (57)

On notera que les fonctions de X% sont continues aux interfaces des éléments,
mais, contrairement aux éléments de V\, ne s'annulent pas sur la frontière de co.

Reprenons maintenant les équations (18)-(20), où on élimine aaP à l'aide
de l'équation (21). Nous obtenons ainsi que (aa3, ua, u3) est caractérisé comme
l'unique solution dans l'espace (L2(co))2 x (H J(co))3 du système suivant :

(58)
2, f ^ - ± - ^ a a 3 xa3 - f xa3(<?au3 + u j = 0 ,

J(ù J(ù

£ (H J(0)))2, j j j-f-^ | Y » + Y^ Y

6 H » , | CTo3 3aV3 = 8" j (g+ + GA

(59)

(60)
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Nous associons à ce système le problème approché :

Trouver (o*3, M*, M*') e (Xj1)2 x (F*)2 x V\ tel que

Vxa3 e (XI)2, f 3 i _ p ) a,3 Xa3 _ f TB3(ÔBH». + uS) = oI)2, f 3 i _ p ) a,3 Xa3 _ f

x Y.p(») + °Î3 ». = 0 ,

Jco

93 ™ 3 » « (63)

(61)

(62)

Le choix des triangulations IS* et Vh' sera précisé dans la suite. Nous aurons
cette fois V\ ci V\, contrairement à la situation du paragraphe précédent.

Remarque 4 : La différence essentielle entre les problèmes approchés (52)-(53)
et (61)-(62)-(63) se situe au niveau du choix des espaces d'approximation pour
la contrainte de cisaillement trans verse aa3. Dans le cas du problème (52)-(53),
l'équation de comportement

a«3 = 2 ( r T ^ ) ( ô ^ ' + w")' (64)

est exactement vérifiée. Cela reviendrait à remplacer l'espace X\ dans la
définition du problème approché (61)-(62)-(63), par l'espace

Z\ = { T h e L 2 ( œ ) ; T f t L e P \ V K e ^ } ?

et à choisir h' = h. Puisque nous avons l'inclusion
yh yh

A 1 c ^1 »

on dit que l'on a « assoupli » la loi de comportement en remplaçant (64) par
(61) (élément plus souple).

Dans ce qui suit, nous sommes conduit à faire une hypothèse sur la triangu-
lation de co. Nous vérifierons que cette hypothèse est satisfaite pour une
triangulation particulière.

HYPOTHÈSE//1 : Soit TSh (respectivement ^Gh') une triangulation de (Ù et X*
(respectivement V\) V espace défini en (57) (respectivement en (51)). Nous ferons
Vhypothèse quil existe une constante c, indépendante de h et h\ telle que

Vv*' e V», sup J ; h > c || f || 1(B . (H 1)
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Ce type d'inégalité est connu sous le nom d'« inégalités de Brezzi » [18].
Des situations similaires sont données dans [19], [20]. Il conviendra évidemment
de choisir 15h et 75*' convenablement pour satisfaire (H 1).

Montrons, tout d'abord, que le problème (61)-(62)-(63) est bien posé sous
l'hypothèse (H 1).

THÉORÈME 11 : Sous Vhypothèse (H 1), les équations (61)-(62)-(63) déterminent
(oj3, uj, w£) de manière unique dans Vespace (X\f x {V\f x V\. m

Démonstration : Puisque (61)-(62)-(63) est en fait un problème linéaire en
dimension finie, ayant autant d'équations que d'inconnues, il suffit de vérifier
que le système homogène admet comme unique solution la solution triviale.
Choisissant %a3 = o*3 dans (61), va = u*, dans (62), et v3 = u% dans (63),
nous obtenons

Jö>
^ y,

et cette égalité implique

= 1, 2 .

Revenons alors à l'équation (61) qui, compte tenu de (65), s'écrit :

xa3Sai4' = 0 ,j

ce qui d'après l'hypothèse (H 1) entraîne

u$' = Q. •

Nous montrerons au paragraphe 7 que la solution (a*35 «*, U%) du système
(61)-(62)-(63) peut s'écrire par analogie avec les résultats du paragraphe 3 :

~~3) + etc..

(«4T3avec

«=1,2
J a3 II 0,a

\ - 3

M * ; -
1,0)

C E - 1 . (66)

Nous utiliserons ce résultat pour démontrer le

THÉORÈME 12 : Si les densités de forces surfaciques g3 sont des éléments
de Vespace L2(T% u P.) , et si (ajj3, MJ, M3') (respectivement (aa3, wa5 u3)) désigne
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la solution des équations (61)-(62)-(63) (respectivement (58)-(59)-(60)), alors il
existe une constante c, indépendante de e, de h et de h\ telle que

«=1,2

a=l,2

outre, si Vhypothèse (Hl) est vérifiée, nous avons

II "3 - "3 I k . < ce"3 ft'.

h2),
(67)1

(67)2

Remarque 5 : Le facteur s 3 qui intervient au second membre des estimations
(67) disparaît si Ton considère des estimations d'erreur relative, car les compo-
santes ua et u3 de la solution du système (58)-(59)-(60) se comportent comme 8"3

en norme Hl((ö).

Démonstration : Nous poserons, pour les besoins de cette preuve, pour des
éléments arbitraires T, a, u, V :

v )

*» OU C

= cra3 o. ,

w) = a a 3 a ap3 ,
(68)

Le problème (58)-(59)-(60) s'écrit sous la forme suivante, pour des éléments T, V,
arbitraires :

e2 a(u, v) + c(a, V) = O ,

U 3 5

, T) = c(x, u) + d(xs «),
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et le problème approché (61)-(62)-(63) s'écrit, pour des éléments x\ t>\ arbi-
traires, choisis dans les espaces d'approximation,

£2 a{u\ vh)

\

Nous avons, tout d'abord,

«=1 ,2

^ e2 a(u - u\u - uh)

= £2 a{u, u - uh) - E2 a{u}\ u - uh)

= - c(o, u - uh) + c(oh, vh - uh) - 82 a(w\ u ~ vh)

= - c(o, u - vh) + c(u - a*, w11 - vh) - E2 a(u\ u - vh)

= E2 a{u - uh,u - /;h) + c(a - aft, w11 - vh)

•< r P ^ T^ II u — ÏV'1 II II u v*1 li « -4-

+ C X II CT*3 - O Î 3 Ho,» (II K. - «4 II 0,0, + II «2 - K II O, J •
«=1,2

Compte-tenu des estimations (38) et (66), nous en déduisons que, pour tout
élément uj de l'espace KÎ, nous avons

2 v u « . _ « , * u2 ^ ;« f x
«

' I {II « . - «î Ilo,. + c 2 II K, - »! l l î , ï

I o.» -

{69)

Mais, en utilisant la technique de Nitsche [4], nous obtenons

a = l , 2 a = l , 2

En combinant cette dernière estimation, l'inégalité (69), les résultats d'inter-
polation dans les espaces de Sobolev [17], et le théorème 6, nous déduisons

"a'
«=1 ,2

E II «a -
a=l,2
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Puisque

et que

nous en déduisons aussi

a = l , 2

PH.

*3 2(1

II CT,

E {
a = l , 2

DESTUYNDER

E

+

x3 1

\\d

(r

IO,<D 3

A H

»

C

H "Jlo,<o+ II " a "
( 7 0 )

Introduisons maintenant l'interpolé r*1 w3 de w3 dans l'espace V\. Nous
avons, en utilisant l'hypothèse (Hl) :

u3 - i* u3 *' u3 - uh
3 ||1>œ

a = l , 2

ce"3 h' + sup - ^ -, +
^ e U Î ) 2 2 - II T«3 II Ooi

« = 1 , 2

+ ^ % 2 S II '̂  I!
a3 II 0,Q>

a = l , 2

ce 3 h' H- sur
E K 3 II o.«

a=l,2

(71)

fc' + e"1 + e"3/z2)

Ceci termine la démonstration du théorème 12. •

Remarque 6 : L'hypothèse (H 1) n'est utilisée que pour obtenir l'estimation
d'erreur (67). Si cette hypothèse n'est pas satisfaite, ou est trop complexe à
vérifier, il n'en demeure pas moins que les estimations sur ua — u£ et dju3 + uj
restent valables. C'est le cas, par exemple, si on choisit T?* et 7Sft identiques.

Donnons un exemple où l'hypothèse (if 1) est satisfaite :
Soit TSh' une triangulation de œ à laquelle est associée l'espace V\. La trian-

gulation Hh à laquelle sont associés les espaces V\ et X\9 est obtenue à partir
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de TS*, en divisant les triangles de 7Sh' en 3 triangles, comme le montre la figure
suivante :

Pour tout élément v3 G V\\ v3 est affine sur T" et d0Lv3 est constant sur Tf.
En choisissant xa3 = ws dav3, où ws désigne la fonction de base de l'espace V\

associée au somme s (voir figure), nous obtenons :

*V
2mes(T')Y /2

>c\\v 3 m,*»

ce qui vérifie l'hypothèse (Hl).
D'autres exemples sont donnés dans Glowinski-Pironneau [20] et Ber-

covier-Pironneau [19].

7. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DU MODÈLE DISCRET POUR LES PLAQUES MINCES

Nous désignerons par wt les fonctions de base associées aux sommets des
triangulations ^h et T>*' (Gh étant ici une sous-triangulation de 13fc').

L'ensemble des indices des sommets associés aux degrés de liberté de V\
est noté I, celui des sommets associés aux degrés de liberté de V\91\ avec

et celui des sommets auxquels sont associés des degrés de liberté de Xj, est
noté J ; nous avons à cause des degrés de liberté frontière de l'espace X\ :

I cz J .

Désignons par A la matrice 21 x 21, associée à la forme bilinéaire sur
(V\)2 x (V\)\ définie par

3(1 + y)
f
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puis, désignons par B la matrice 2 J x 2 J, associée à la forme bilinéaire sur
{Xlf x (X*)2, définie par

(73)

enfin, nous désignons par C et D les matrices de dimensions 2 J x 2 / et
2 J x I', associées aux formes bilinéaires sur (Xj)2 x (V\)2 et (X*)2 x (F*),
définies respectivement par :

c(o, v) = cxa3 va ,

et

"te») = f «
Les vecteurs des degrés de liberté de «J, «3 et ajj3 sont notés Ua, U3 et ".
Le système linéaire (61)-(62)-(63) s'écrit alors

DU3 ,

.3 = 0 . \ (74)

Nous en déduisons

Ua = - (£2A + CB-lC)~l CB~lDU3; (76)

\ J L ) D U — UJD \ ^ \ E / i - f - C - x î O j U i ? / / J U 3
= £ L T . \ f ' )

Les matrices B et C sont des matrices de produits scalaires dans L2(©).
On peut les remplacer par des matrices dites « condensées » (« Lumped »
en anglais), obtenues en utilisant la formule de quadrature portant sur les
sommets des triangles. De telles matrices sont diagonales et on pourrait
montrer que l'erreur ainsi produite ne détériore pas l'estimation du théorème 12.

En effectuant une partition des degrés de liberté de J entre ceux de / qui
correspondent aux sommets intérieurs et ceux de la frontière de œ, nous écrirons
au coefficient 2(1 + v)/E près :

B = -)H"° • • - - • - - ( 7 8 )
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C = ( Bx\ 0 ) î 2 / (79)
< • i

2J
D = (J\\D2 ) J /'. (80)

2 J

Nous avons ainsi :

îi"1 0 \/Dl

O B2~
1J\D2

L'équation (77) est alors équivalente à

[DXB;1D1 + D2B2~
1D2 - DYB~x{z2 ABîx + J ) ' 1 ^ ] U3 = e ' 1 G,

mais en observant que pour e petit :

(e2 ABï1 + 7)"1 = ƒ - e2 ABï1 + z\AB^f + ... etc.

nous avons
[D2 B2~

l D2 -h £2 Dx B^1 ABï1 Dt + ...] U3 = G . (81)

La matrice D2 B2
 1 D2, qui est symétrique, est seulement positive et admet un

noyau 70, défini par

Nous supposons que chaque sommet de 7Sft' qui est sur la frontière de co,
n'a pas plus de 2 sommets voisins intérieurs à œ dans lSh. Soit un élément
u% de V\\ dont le vecteur des degrés de liberté est V3 et vérifiant

En revenant à la définition de D2 donnée en (80), nous avons, pour toute
fonction xa3 de l'espace (X^)2, nulle aux sommets intérieurs de 75*,

[ <3 SA = 0 . (82)
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Considérons un sommet So de TS*' de la frontière de co. D'après l'hypothèse
faite sur la triangulation, nous avons Tune des deux configurations suivantes :

configuration 1 configuration 2

Désignons par WSQ la fonction de base dans l'espace X* associée au degré
de liberté So, et posons

puis
(zh

a3)
2 = S0S3 wSo,

pour la seconde configuration. L'identité (82) conduit, pour la première
configuration, à

d'où

et, pour la seconde configuration,

0 = f «J dA = ( [ w j u*3(S2)

0 = I (x*3)
2 3au3' = ( I ws\ cos ei£(S2) + ( f w l0) u*3(S3),

Jœ \JriuT2 / \Jr2uT3 /

d'où

(Dans le cas où les triangulations 75* et lSh' sont identiques, les résultats sont
les mêmes.)
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Le noyau Yo de D2 est donc constitué des vecteurs F 3 qui ont une composante
nulle aux sommets voisins de la frontière de G>. Posons alors

U3 = e~3 U3
3 + s"1 U3

X + ...etc.;

en reportant cette expression dans l'équation (81) et en identifiant les termes
de même puissance en s dans l'expression résultante, nous obtenons

D, Bôl D7 U-T3 = 0 , (83)

D3B3
1D2 U3

X + DlBx
1 ABX

1D1 U3
3 = G , e tc . . (84)

L'égalité (83) entraîne que C/3"
3 est élément de l'espace

et en multipliant à gauche l'équation (84) par un élément de Yo, on obtient

VF3 e yOî F 3 Dx B-1 ABx~
l Dx U3

3 = F3 G . (85)

La matrice K associée au système linéaire (85) s'obtient à partir de
Dt Bï1 ABî1 Di7 en éliminant les lignes et les colonnes correspondant aux
degrés de liberté de F3 qui sont nuls dans y0. Cette matrice est symétrique
et définie positive sur y0. En effet,

¥ F 3 6 y 0 , F 3 Dx B - 1 A B r 1 D x V 3 ^ c || Dx V3 ||2 ^ 0 , (86)

car A et Bt sont des matrices définies positives. Mais, en revenant à la définition
de y0, on a

VF3 G y0, Dx F3 = (Dx + D2) (F3) = DF3 ,

et d'après l'hypothèse (Hl\

ce qui prouve bien, avec (84), que la matrice K est définie positive.
C'est un exercice classique de calcul matriciel que de montrer que l'on a,

au sens des normes de vecteurs, l'estimation d'erreur relative suivante :

U -a

3

E3
C8

2
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Les vecteurs Ua et Ea3 sont alors approchés par les quantités suivantes (expres-
sions (75) et (76)) :

Ua ~ -

Remarque 1 : La dimension du système linéaire à résoudre (équation (85))
est inférieure au nombre de sommets internes de la triangulation TS*. La matrice
associée à ce système est définie positive et on peut donc utiliser une méthode
directe de résolution. Les résultats numériques [21] montrent que cette méthode
fournit un « solver » compétitif pour le biharmonique. Nous reviendrons
sur l'aspect numérique de cette méthode dans [21].

8. CONCLUSIONS

Considérons l'équation biharmonique

2 Es2

3(1 -v2)'
(86)

Nous avons montré, au paragraphe 3, que w° est bien approché par la solution u3

du modèle de Naghdi-Reissner :

(87)
. 2
- ^ e2 dp { (1 - v) Yap(u) + vyM(1(U) ôap } + ôa«3 + ua = 0 ,

= e

Les estimations d'erreur sont données au théorème 5 :

Au paragraphe 6, nous proposons un schéma d'approximation du pro-
blème (87), tel que, si u% et u* désignent les solutions de ce problème approché
(équations (61)-(62)-(63)), les estimations d'erreur suivantes ont lieu (théo-
rème 12) :

II M3 - «3 Hl,<û < Ch' II M3 II l.co
II dau3 + ul ||Ofœ ^ C(E2 + h2) || u% ||liW (88)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis •



MODÈLES DES PLAQUES DE NAGHDI-REISSNER 229

En regroupant (86)-(87)-(88), nous obtenons ainsi

(89)

Enfin, nous avons montré, au paragraphe 7, que la résolution du système
(61)-(62)-(63) se ramenait à celle d'un système linéaire associé à une matrice
définie positive dont la dimension est inférieure au nombre de sommets
internes de la triangulation.

Je tiens à remercier 0. Pironneau pour ses remarques et suggestions concernant
l'Hypothèse (H 1).
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