RAIRO
ANALYSE NUMERIQUE

D. CAILLERIE

Homogénéisation des équations de la diffusion
stationnaire dans les domaines cylindriques aplatis

RAIRO — Analyse numérique, tome 15, n° 4 (1981), p. 295-319.
<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1981__15_4_ 295 0>

© AFCET, 1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « RAIRO — Analyse numérique » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1981__15_4_295_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

R.A.ILR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
(vol. 15, ne 4, 1981, p. 295 a 319)

HOMOGENEISATION DES EQUATIONS
DE LA DIFFUSION STATIONNAIRE
DANS LES DOMAINES CYLINDRIQUES APLATIS (*)

par D. CAILLERIE (")

Communiqué par J. L. LIONS

Résumé. — Nous étudions un probléme de passages a la limite a deux petits paramétres dans les
équations aux dérivées partielles de la diffusion stationnaire dans un domaine cylindrique de R3.
L'un des petits paramétres e est I"épaisseur du domaine, I"autre € est I’ordre de grandeur de la période
des coefficients des équations. Nous constatons que les deux passages d la limite e > 0 et € - 0
ne commutent pas. Nous étudions ensuite le passage a la limite e » 0 et € — 0 avec € = \e; enfin,
en faisant tendre ) vers l'infini (resp. vers zéro) nous retrouvons le résultat des passages d la limite
successifs (e = O puis € — 0) (resp. (¢ = O puis e — 0)).

Summary. — We study a problem of convergence of solutions of the stationnary heat equations
in a cylindrical domain of R*. There are two small parameters, one of them e is the thickness of the
domain, the other, € is the size of the period of the coefficients of the equations. W e establish that the
two processes e — 0 and € — 0 do not commute. Then we study the process e — 0 and € — 0 when
€ = Ae; lastly when A goes to infinity (resp. to zero) we find again the result of the process (e — 0
the € — 0) (resp. (€ = 0 puis e — 0)).

1. INTRODUCTION

On étudie un probléme de diffusion stationnaire dans un corps cylindrique
d’épaisseur 2 e petite, et de structure périodique dans son plan, la période
petite, étant de 'ordre de €. On se propose d’étudier le comportement limite
des solutions de ce probléme quand e et € tendent vers zéro.

L’analogue de ce probléme en élasticité est 'homogénéisation des plaques
périodiques. Les équations des plaques en flexion peuvent étre obtenues
par un développement asymptotique, en fonction de l’épaisseui de la plaque,
des équations de Iélasticité tridimensionnelle [4]; quand on recherche le
comportement asymptotique d’'une plaque élastique a structure périodique [S],
on suppose donc que I’¢paisseur de la plaque est tres petite devant la taille des

(*) Manuscrit regu en juillet 1980.
(!) Laboratoire de Mécanique Théorique, Université P. et M.-Curie, Paris.
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296 D. CAILLERIE

cellules qui la composent. On peut se demander quel est le comportement
de cette plaque quand les cellules sont plus grandes ou du méme ordre que
I’épaisseur.

L’objet de cet article est de traiter ces cas pour un probléme de diffusion
stationnaire. Il fait apparaitre un comportement limite qui dépend en général
du rapport €/e quand e et ¢ tendent vers 0. Le premier cas envisagé est celui ot
I'épaisseur est beaucoup plus petite que &, on fait donc tendre e vers z€ro puis €,
on étudie ensuite le cas inverse par les passages a la limite successifs € — 0
puis e — 0. Dans les deux cas, le probléme limite obtenu est un probléme de
diffusion stationnaire bidimensionnel, mais les deux passages a la limite
e — 0 et € > 0 ne commutent pas, en effet les deux processus donnent des
matrices de diffusion bidimensionnelles différentes. On étudie en troisiéme lieu
une situation intermédiaire ou ¢ et e tendent vers zéro simultanément (¢ = Ae,
A fixé), la matrice de diffusion bidimensionnelle obtenue dépend de A et elle
est différente des deux précédentes. Enfin, on fait varier A, quand A tend vers
I'infini (resp. z€ro) le probléme limite obtenu est le méme que lors du passage
a la limite e — 0 puis € — O (resp. € —» 0 puis e — 0).

Aprés avoir précisé le probléme au § 2, on établit au § 3 des estimations a
priori qui & l'aide des études des limites de flux faites au § 4 permettent d’effec-
tuer les différents passages a la limite. Ceux-ci sont exposés au § 5 pour le
processus ¢ — 0 puis € — 0, au § 6 pour le processus € — 0 puis ¢ = 0 et au
§ 8 pour les passages a la limite simultanés € — 0 et ¢ — 0 avec € = Ae, dans
ce dernier paragraphe on étudie aussi les limites A — oo et A — 0. Le § 7 est
consacré a un probléme bidimensionnel donc plus simple, qui permet de mettre
en évidence la différence des matrices de diffusion bidimensionnelle trouvées
aux §§ Set 6.

Les méthodes utilisées sont les méthodes de 'homogénéisation exposées
dans [1] et des méthodes mises au point pour d’autres problémes [6], [2].

Les principaux résultats qui avaient été annoncés dans un précédent article
[3] sont donnés par les théorémes 5.1,6.2,8.1¢et8.2.

Notations
® domaine de R? variables z,, z,
Q, domainedeR®> = x |— ¢, ¢ variables x, X,, X3
Q domainedeR® = x ]— 1, 1] variables z,, z,, z3
Y domaine de R* =10, Y,[x]0, Y,[ variables y,, y,
% domainedeR3> =Y x ]— L1 1] variables y,, y,, V3

N

Zy 24
¢ = (ZFi’ z€2a ZES) = (?, ?, Z3> Vze Q.

R.A.L.R.O. Analyse numeérique/Numerical Analysis
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Matrices utilisées

297

Nom | Dimension | Dofaine de Propriétés Définitions
a;(y) 3 x3 |R?x]- 1, 1]|Périodique en y,, y, de période &.
Voir(2.1),(2.2)
a&[2) 3x3 Q Périodique en z,, z, de périodeeY x ]1— 1, 1]
a;fz) = a;{Z°)
ai(2) 3x3 Q Périodique en z,, z, de période £Y x ]— 1, 1[.
Voir (3.3)
as(x) 3Ix3 Q, Périodique en x,, x, de période e Y x ]— ¢, €.
Voir (2.3)
ax(y) 3Ix3 24 Voir (8.1)
bep(¥) 2 x2 |R?x]- 1, 1]|Périodique en y,, y, de période ¥
bug = Gup — Qa3 A3
a3
bip(2) 2x2 Q Périodique en z,, z, de périodeeY x ]— 1, 1
bep(z) = bap(z)
Cap( Y10 ¥2) 2x2 R2 Périodique en y,, y, de période Y
1
Cgp()'u y2) = J~ bup()’n Y2, ¥3) dy;
-1
Cplz1 23) 2x2 ® Périodique de période Y
1
z, 2z
c':p(z,, z;) = sﬂ('sla ‘5) = j bf.a(zh 25, 23)dz
-1
dog(zy, z5) 2x2 @ Indépendante de z,, z,
homogénéisée de ;4. Voir (5.3)
pif2) Ix3 Q Indépendante de z,, z,
homogénéisée de af;. Voir (6.4)
Pil2) 3x3 Q Indépendante de z,, z,. Voir (6.5)
4upl21, 22) 2x2 o Indépendante de z,, z,
1
Gup = J. (Pup - f:s_l’s) dz,
1 P33
she(z1, 25) 2 x2 ® Indépendante de z,, z,. Voir (8. 10)

vol. 15, n° 4, 1981




298 D CAILLERIE

Espaces fonctionnels
Vol@ = {veH'@ v, =0}

W(Y) ={veH1(Y)|v|h:o=vlh=y: a=12 et [vdyldy2=0}

vy

11/(@)=%\veH1(@)lvl,ﬂ=0=v|)u=,,,a a=1,2et J

vdy;dy, dys 20}-
¥

Lumtes de fonctions

u**  limite faible dans V ((Q) de u®® quand e — O
u*®  limite faible dans V (Q) de u** quand € — 0
w**  limite faible dans V ,(Q)de u** quand e - Oete —> O avece = Le
u*!  himite faible dans HJ(w)de u** quand € — 0
*2

u limite faible dans V ,(Q2) de u*¢ quand e — 0.

2. ENONCE DU PROBLEME

On considére dans R? un domaine borné @ de frontiére vy réguliére et dans
R* le domaine

Q = xl(\Whwen || < e}
e nombre positif donné.
On défimt Iy ={x|(x,x)ew, x;=*e}

L2 ={x|(xp,x)erIx5] <e}.

n; normale extérieure
sur Ty UT,
e

r‘O
[‘P

On considere dans Q, le probleme suivant

-~ ee - ~et ~et 6ﬁ fe
Trouver #* tel que : G = a, o,
8% +f=0 dans Q, &¥ny=¢g sur IJUT,
g=g" (resp.g”) sur I (resp.T,)

¢ =0 sur I?.

R A IR O Analyse numerique/Numerical Analysis
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Le probléme_étudié est celui de la propagation stationnaire de la chaleur
dans le domaine Q, ; la fonction f représente 'apport de chaleur en volume,
les fonctions g* et — g~ représentent les flux de chaleur sur les faces T,
et I'7, la température #* est maintenue nulle sur le bord latéral I'Y. Les coef-
ficients d;; forment la matrice de conductivité.

On suppose que f (resp. g*, g~) est donnée et appartient a L®(Q,)
(resp. L*()).

Les coeflicients 4/ sont périodiques en (x,, x,) 1a période étant de I'ordre de e.
De fagon plus précise, on considére dans R? le rectangle Y = (J0, Y,[x]0, Y,[)
et dans R® le domaine % = (Y x ]— 1,1[); on appelle % * = { y|(y,, y,)€Y,
y3 = + 1}; on se donne sur R? x (J— 1, 1{) des fonctions a,{y)i, j = 1, 2, 3
périodique de période % telles que :

a) Vi,j=1273 a,l,e L*¥) 2.1
b) Im>0 telque Y(w,, wy w;)eR?
mw,w, < a,(y)w,w, ppeny. (2.2

On définit alors @;(x) par

1 [x
Zilja(xla X2, x3) = Z a;’<_81-’ 583’ —xe_?,’> l’] = 1’ 2’ 3 : (2 3)

On se propose de chercher la limite de #* quand e et € tendent vers 0, sépa-
rément ou simultanément (on posera alors € = Ae, A réel fixé).

3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET ESTIMATION A PRIORI

3.1. Formulation variationnelle

On dilate le domaine Q, en un domaine Q de R* indépendant de e. On pose :

X3
a=172 Zy = —
e

=_)(tx

ut(zy, 25, 23) = U(zy, 25, €23)

[z, 25, 23) = f(zl’ z, ez3) (3.1
0z, 25, 23) = 8%z, z,, €23) i=1273

4 z

3 1 2

zZ = -, __,23 .
€ &

On définita;, i,j = 1,2, 3 par:
d;(z) = a,(z") (3.2)

vol 15, n° 4, 1981
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eta® i,j=1,2 3par

1

az(z) = dy(2) B =12
a5(2) = - dls(2) a=12
e
— 1 > . (3.3)
D) = dd)  a=12
—ee 1
a53(z) = =5 ass(2)
e
~ 1 X3
Remarque 3.1 : On a 4% (x,, x5, X3) = - af xy, X2 ) -

Dans cette dilatation I') (resp. I',, I'°) devient I'™* (resp. I'~, I'°).
Dans Q le probléme posé (noté P) est :
Trouver u*® vérifiant :

auEE (’}\uea

ces — —pf 625 — eaet
3 3y azj

« “ 5z
Oqa + 10353 +e =0 . (3.4)
e > .
ec$ = g*(resp. — g~) sur I'*(resp.I'7)
u* =0 surl®.

Soit Vo) = {veHY Q) |v| =0}

La formulation variationnelie du probléme P sécrit :
Trouver u® € V(Q) tel que :

J'&eeau avdzzej‘fvdzﬁ-J‘ g+vdr+J g_vdr VUEVO(Q).
Q Q r- r

115’276_21
(3.5)

3.2. Etude de la matrice a¢,
Soit we R3, on pose W = (W, W,, W) = (wl, Wy, Lvei) eton a

(4 —_
waybw,=Wa, W,.

Et d’aprés 'hypothése (2.2) on a :

w3

2 2 -

wi+w: +—5|<wa;w,.
e

R AIR O Analyse numérique/Numerical Analysis
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Dans la suite e sera fixe ou tendra vers 0, donc 1/e est minoré par 1 si e est

inférieur 4 1 et on a :
2 - ot
mwi + w3+ w3) < wasw;. (3.6)

La forme bilinéaire intervenant dans (3.5) est coercive. Donc d’aprés le
théoréme de Lax Milgram le probléme (P) admet une solution unique.

3.3. Estimations a priori
Dans (3.5) on prend v = 4 et on a, compte tenu de (3.6) :

3

2,,6t

ou
0z

2 a ec ec
| —ee OU* Ou _ ,
X J. a?f Bz, 7z dz<el f ”LZ(Q) f| u* |IL2(Q) +
i=1 L4(Q) o) J t

+ C(lg* ey + 1197 le2@) I 4% e -

Le premier membre de I'inégalité est proportionnel au carré d’une norme
équivalente a celle de V, donc :

I v < C- (3.7

Ici et dans la suite, C désigne différentes constantes indépendantes de e
et dee.

V 4(Q) est un espace de Hilbert et 4 est borné dans V(Q2), on peut donc
énoncer le lemme suivant :

LemME 3.1 : Quand e ou € tendent vers 0, on peut extraire une sous-suite de
u®® (toujours notée u®®) qui converge vers u* dans V () faible.

Remarque 3.2 : L'unicité de la limite »* (qui sera démontrée par la suite)
permet de dire que toute la suite u* tend vers u*. =

Remarque 3.3 : D’aprés (3.7) les différentes limites faibles u* vérifient :
T lyyey SC. m

Notation : La limite u* est notée

u** quand e — O¢fixe.

ke

u*® quand & — Oefixe.

w* quand e et £¢—>0 avec &= Ae
A réel fixe.

Ces notations seront adoptées pour les limites d’autres quantités (cf; par
exemple). =

vol. 15, no 4, 1981



302 D. CAILLERIE
Du remplacement de v par u** dans (3.5)et de (3.7), on a aussi :

2 ou (2 1 i oucs 2

0z, ' 0z,

I ouce i
o
i 0z

|
i

/AN

C. (3.8)

2
LX) L2(9) 4 | L2

Donc quand e tend vers 0, u®/0z; tend vers 0 dans L3(Q) fort d’ot le lemme :

LEMME 3.2 : Les limites u** et u** vérifient :

ou*®  ou*

On peut identifier u** et u** a des fonctions de H *(w).

4. ETUDE DES CONTRAINTES ET DES MOYENNES DES CONTRAINTES
On a d’apres (3.4)

I g8t
—ee OU —oe OU
oy =a—— a=12; of = eas;
J B 3 3j
0z; 0z;

4.1)

LEMME 4.1 : Quand e ou ¢ tendent vers 0, les 6% restent bornées dans L*(Q),
on peut donc en extraire des sous-suites (notées %) qui convergent vers G¥,
i = 1,2, 3 dans L) faible.

Démonstration : On a en utilisant (2.1), (3.8)

_ auea 2 aues 2
ee 12 . ee < €€ 2 vw
” O ”L“’(ﬂ) B J‘Q <an azj) & - ¢ Jﬂ aul) (azj> =
ee\ 2 ee\ 2 e\ 2
<cC [(6;)4_(614)_{_% ou N iz
o Z, 522 e aZ3

Pour % on a le méme résultat. m

/AN

C.

N

1
LEMME 4.2 :'La moyenne de c** : t** = J o dzy o = 1,2 vérifie :
-1

_ ov
j(g’r-l—g )vdm=ft:‘lézdm Yo e H}(o).

Démonstration : Dans (3.5) on prend v indépendant de z; qu’on identifie
a une fonction de Hj(w) on a :

effbdz + j (97 + g7 )vdo =J Gf—@—dQ.
Q ® Q az"

R.A.L.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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En passant a la limite ¢ —» O avec € = Ae et en tenant compte de I'indépen-
dance devvis-a-visdez; onalelemme4.2. =m

LEMME 4.3 : La limite o%* est nulle.
Démonstration : Soit ¢ une fonction de 2(Q). Dans (3. 5) on prend

v = J\ (p(zl’ 225 S) dS

0
ona:

Ov 1
e ﬁ;dzzjcff dz+—f oS odz.
L o | 0z elo

En faisant tendre e vers O (¢ fixé) apres avoir multiplié I’expression précé-
dente par e on obtient :

OZJ o3 ¢ dz
Q
donco(*=0. =

5. HOMOGENEISATION D’UN CORPS INFINIMENT MINCE

Dans ce paragraphe, on commence par approcher le corps tridimensionnel
par un corps bidimensionnel, on fait donc tendre e vers 0 ; puis on homogénéise
ce corps bidimensionnel en faisant tendre € vers 0.

5.1. Détermination de u*®
En utilisant (4.1), (3.3) et (3.2) on peut écrire

O _ (05 g BN L (e ) e
623 e 3a 520( 5383 3 3 azu a£33

On reporte cette expression dans (3.5) ou v est pris indépendant de z,,
il vient :

dydyg\ OU* 0V dly O _
J |:<a§B - ’; 3‘3)56—2 + a: O3~ dz=¢e | fodz +
Q 33 B o 33 a Q

+J(g+ + g )vdo. (5.1)

vol. 15, n° 4, 1981
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On pose :

1
buB = a:ﬁ — “Tn"—p et Cap = J‘ baD d2'3 (52)
-1

a.; a4 z, z !
o a7} = B _ 1 22 —
b;ﬁ("‘l’ z5, 43) = a;’p - as = b“B —, ? s Z3 et C;:B = biﬂ d23 .

33
Etude des b,g et c,p

Les a;{y) appartiennent & L*(%) dont les af; appartiennent a L*(R>), a5,
est minoré par m (pour le voir prendre w = (0, 0, 1) dans (2.2)) donc les b},
o B =12 et les ais/al; o =1, 2 appartiennent a L *(R).

Soit (u;, u,) € R* on prend dans 2.2) w = (ul, Uy — 2’3 um> etona:

33
2
2 2y 2 2 a3
muy + u3) < mluy + us + U,

/A

a W,-aij Wj = uabmﬁ HB.
33

Par intégration en y; on obtient :

A

V(uy, u,) € R* m(ui + u3) < u, C,p ug

et donc aussi
mui + ) S u,cgus. B

On vient de voir que les b, et les a;3/a%; appartiennent a L*(R?), on sait que
0u**/0zy et 6§ converge dans L*(Q) faible vers Ou*/0z, et O respectivement on
peut donc passer 4 la limite e — Odans(5.1),ona:

ors .
J . Ou @dz=J(g++g")vdm Yo e Hi(o).
Q 5}

[} ~
* 0zp 0Oz,
Comme u*¢ et v sont indépendantsde z, ona :
3

*e
ci,,gz——ézdm =| (9" + 97 )vdo Vve H{(»).
. Ozy 0z, N

L’étude des ¢;; montre que le premier membre de I'égalité précédente est
une forme bilinéaire coercive dans H (o) et par application du théoréme de
Lax Milgram on obtient le théoréme 5. 1.

THEOREME 5.1 : Quand e tend vers O, u®® tend dans V (Q) faible vers u*®
qui est indépendante de z et qui, identifiée a une fonction de H }(w) est I'unique
solution du probléeme suivant :

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



HOMOGENEISATION DES EQUATIONS DE LA DIFFUSION 305

Trouver ue Hj(o) tel que :
. Ou*® ov . + - 1
LCQBE a—zudw—L(g + g7 )vdo VYve Hy(w).

5.2. Homogénéisation

Les coefficients ¢ sont périodiques de période €Y. On homogénéise en
faisant tendre € vers 0, on utilise les méthodes exposées dans [1].

On définit des fonctions x, (v = 1, 2) solutions uniques des problémes
suivants :

Trouver %, (y =1,2)eW(Y)={veH Y)|vl|, o =0l,-y a =12

et J vdy = 0} telles que :
Y
Xy 09
o dy + ) ®d
Jﬁaﬁayuy Jaya(y)wy
On definit ensuite des coefficients d,z (o, B = 1, 2) par :

1 O
dy = —" L <cap — Cyp 8—yy> dy . (5.3)

La matrice (d,p) est définie positive.
On a alors le théoréme 5.2.

0 VoeW(Y).

THEOREME 5.2 : Quand € tend vers 0, u** tend dans H}(®) faible vers u**
solution unique du probléme.
Trouver ue H(®) tel que :

ou 0v
dea 7z dco—J(g + g7 )vdo Yve Hi(w).

6. APPROXIMATION BIDIMENSIONNELLE D’UN DOMAINE HOMOGENEISE

Il s’agit d’homogénéiser un domaine tridimensionnel de structure pério-
dique en z,, z,, les coefficients a;; dépendant de z;, pour mener a bien ce pro-
cessus, on utilise la méthode exposée pages 71 et suivantes de [1]; pour que
celle-ci soit applicable, il faut que les coefficients g;; aient une régularité sup-
plémentaire, on suppose donc :

a;€C[— L1, LY(R?) ij=1,23 6.1)

vol. 15, no 4, 1981



306 D. CAILLERIE

ou g,, constants par morceaux en zj cest-a-dire

da, k=1,..N telsque a,=-1 ay=1 a,<a,, Vk=1,..,N
6.2)

et a,, indépendants de z, dans Ja;, a;+ 4[.

On définit des fonctions ¢, (k = 1, 2, 3) de z; et de y,, y, qui sont les solu-
tions des trois problémes.

Trouver ¢, € W(Y) k = 1, 2,3 telles que

a(pk a\ll aaka _
L abug‘y; 6_)):‘1.\’1 dy, + J oy Vdy, dy, =0. (6.3)

Y o

On définit des coefficients p,, dépendant de z; par :

1 09,
pu = mes Y J\Y <au - au] a—yu> dY1 dyz . (64)

Les p,, vérifient :

Im e R tel que Vw = (wy, wy, wy) € R?
m w,w, < p,w,w, Dp.p.enz;.

Remarque 6.1 : En fait, il faut definir les coefficients p;, homogénéisés des a7,
mais il est facile de voir que ces coefficients p, se déduisent des p,; par :

*J

p D13

11 D12 ~

— 14

D, =\ P21 P22 % . (6.5)

Il existe entre p,, et p;, la méme relation qu'entre les o, et les @;;. ™

Remarque 6.2 : Avec’hypothése que les a, appartiennent a L*(R? x ] — 1, 1[)
plus générale que les hypothéses (6.1) ou (6.2) on voit, en prenant dans (6.3)

que :
a 2
5 J<&> dydy, <C k=123
p=1,2 Jy aJ’p

R AT R O Analyse numénque/Numerical Analysis
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d’ou on déduit que

o 2

0Py

—) dy<C k=123
ﬁ=zl,z L <6y‘,> Y

et que p;; e L*(]— 1, 1f).

THEOREME 6.1 : Quand ¢ tend vers 0, u* tend dans V (Q) faible vers u*® qui
est I'unique solution du probléme :
Trouver u*® V,(Q) tel que

—. Ou*® Ov + _
”UT"‘”:e fodz + g" vdll + g vdll YoeVy Q).
o z; o r+ r-

0z;

6.2. Probléme limite bidimensionnel

Au point de vue de la dépendance en e, on se trouve dans la situation du

et

§ 5.1, les p; remplacant les af;. On a donc le théoréme 6.2.

THEOREME 6.2 : Quand e tend vers 0, u*® tend dans V (Q) faible vers u*?
qui est indépendante de z, et qui, identifiée d une fonction de H}(®), est I'unique
solution du probléme :

Trouver u** € Hi (o) tel que :

ou*? v . B )
anpa—zﬁ-gz—a——L(g + g )vdo Yve Hy(w)

1
O"“ tu = J <pup - EE‘;“@> d23 . (6.6)
1 33

Si on compare les théorémes 6.2 et 5.2, on voit que u*! et u*? sont solu-
tions de deux problémes semblables mais avec des coefficients d,; d'une
part et g, d’autre part qui n’ont pas la méme expression.

7. PROBLEME A DEUX DIMENSIONS

On montre dans ce paragraphe que les coefficients d,; et g,5 sont effecti-
vement différents.

On étudie pour cela un probléme a deux dimensions ol on suppose que
les coefficients ne dépendent pas de la variable z,.
R
lf 0 ) w i
1 ; e \ rO
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. . a1 a .
On se donne donc une matrice carrée 2 X 2 4 = < 2 1) ne dépen-
ays az;

dant que de y,, périodique de période ]0, Y,[ et vérifiant des conditions ana-
logues a (2.1), (2.2).

7.1. Détermination des coefficients d,

On a en transposant les résultats du § 5 :

7.2. Détermination de g,
Les équations définissant les fonctions ¢, sont faciles a intégrer, on a :

e ) Yy 1 -1 M a,
0, = Ca ¥ Gar 4 a=12 o Cu=—< ——-dy> Ly,
0 411 o %11 o 11

Ce qui donne pour les coefficients p,; :

p 1
11 =
LI R
Y, o %11 .
Yy Y, _
ais 1 1
= —d —d
P2 <L 411 Jﬁ)(L 411 ,V1>
Yy Yy _
a, 1 !
= —~d —d
= ([, wen)(], ane)

Le coefficient g, vaut :

ql = 2<pll _1712_p21.j.
P22
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7.3. Exemple

Soit k une fonction définie sur R et positive, périodique de période 0, Y,|.

Y £ A U .
Soit (A, 4, v) un élément de R> tel que la matrice ( ) soit définie posi-
v K

tive.

On prend pour matrice (a;) :

(@) = h(x V>.
(2T

D’apreés les résultats du § 7.1, on a :

2
d, = . 1 =27»u VH_
1 ! 1 K
'Y_1 > dy,
0 2h<x*v_>
n
1 (M1 -1
On a posé H=<Y—1J0 ﬁdh) .
1 Y, .
On pose %”=Y—J hds.
1 Jo
D’aprés le § 7.2, on a :
1 vl ("1
pu=—f7——=»M P12=X<‘J mdh):VH

_1— Yxid Yl 0
Y, ), "
1M v2 v/l (M -1
Py = VH P22=?:L <u—T)hdy1 +F<?—1J‘o )\—hdh =

) 2
=<>‘“ V);f+"—H

3 A
d’ou
Av? H? v H
=2(AH — =2MH|[1 —
N ( H A + vHH — 9?)) < MA + VHH — ,;f)>

3 (A — V) #
- 2M{[Xu% + v¥H — 9%)]'
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8. LES COEFFICIENTS ¢ ET ¢ SONT DU MEME ORDRE

8.1. Détermination de »**

On pose € = Ae A réel positif non nul fixé. Mais on gardera la notation ¢
pour simplifier.

Rappel des résultats des §§ 3 et 4.

(23

u* — u** dans V(Q) faible  lemme (3.1)
u** est indépendante de z; et identifiable & un élément de Hl(®)
c® — c* dans L}(Q) faiblea = 1,2  lemme (4.1)

et

1
e ov
£ =j o** dz, vérifie f t¥ —do
(0]

o
-1 0z,

= J‘ 9" +9g)vdo lemme(4.2). m

Comme précédemment on introduit des fonctions tests (j B = 1, 2.
On définit d’abord une matrice af; par :

ayy as, a3
A2 A2 A

a a a
@=\33 53 5 (8.1)
e S 71

Y N

et I'espace

W(@):{UEHI(@)lvlyu=o=U|yu=yu ot=1,2 et J‘Udy=0}
&

les fonctions {j sont alors définies comme solutions des problémes :
Trouver (e % (#¥) tel que :

ooy, [, o
La?":ﬁ X gy - Laxiézdy Wew @), 8.2)
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Ces deux problémes admettent chacun une solution unique vérifiant :

o [, 9

3 (a,, 6y> o =—(af) dans ¥ (8.3)
t Lo _ Yr Y- 8.3
e a; 3 = agy sur V] . (8.3)

Remarque 8.1 : La formulation variationnelle (8.2) est donc vérifiée pour
toute fonction ¥ de H(#) dont les traces sur les faces latérales opposées
de % sont égales. ™

Les fonctions {j sont égales sur les faces latérales opposées de %, on les
prolonge donc par périodicité a R x ]— 1, 1], on définit :

Zyy) = yg — G(y) dans R* x ]— 1, 1]
2z (8.4)
Z ) = 82,,(—‘ ;2 z3> dans Q
D’aprés (8.3), Zj vérifie :
6 —et aZ; —
52—:(% 732) =0 dans Q (8.5)
—ee aZE _ + -
,3—527—0 sur I'"ul™. (8.6)

On multiplie (8.5) par ¢u® ou @ est indépendante de z; et ¢ |, € 2(w),
on ntégre par parties en tenant compte de (8.6) et on obtient :

Ja"?ﬁa(“’” )iz =0. 8.7
Q

!0z 0z

13

D’autre part, en prenant dans (3.5), v = @Z§ on obtient :

J —et ou* 6((pZ,3)

a, 3z, oz eJ‘Qf(mZ;)dz-1~L‘ur g(9Zp)dr . (8.8)

14

On soustrait membre & membre (8.7) de (8.8) :

—ee ou** aq) —ee aZﬂ a(p U
L & 62 (32 Zp La 0z, oz, dz

= ej floZy) dz + J g(eZg) dl .
Q r+url
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D’aprés (4.1), (3.2) et (3.3) et I'indépendance en z; de ¢ on a :

5 90 5 0Zy G
J * 0z, Ze L <a,,a oy, My, s

y=z
[ f(©Zy) dz + J HeZ) dT .
r+url

On passe a la limite en utilisant les lemmes (3.1), (4.1) (rappelés au début
de ce paragraphe) et le lemme suivant dont la démonstration est élémentaire.

LEMME 8.1 : Soit s une fonction de L} (R* x ]— 1, 1[) périodique en y,, y,
de période % alors *(z,, z,, z3) = Y(z, /¢, 2/, z,) converge dans L*(Q) faible
vers

mes Y L V(y1s ¥ ¥3) dyy dy,

On a alors :

o0 J L) J
o= zodz — | rhu—dz = glozg) dI’
J‘n 0z, " o ’ 0z, reor ’

ou
/ o) Ard\ |
A li UZ& Uy
r,‘lB = jim ayg = — )\.033—— -
e~0 Oym ay3 y=2zt

1 0z, oy
T mesY Jy (aﬂ’ By, — My 3 3y >dY1 dy,. (8.9)

Comme ¢, z; et u** sont indépendants de z3, on a :

0 G .
Jt:“az dm—JS?auu*la—de=J(g +97) 0z5 do

1 A
' 1 0Z, oc;,
SLD = J\ ":B d23 = —eﬁ J\w ( Yﬁ a }\0.33 a ) dy . (8 10)

D’apres le lemme (4.2) (rappelé au début de ce paragraphe), on a :

ou

*h h 6u*l
t¥ o do = sup—awdm Yo € 9(0)
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donc
1 = s;B#. (8.11)

Coercivité de (shg)

En reprenant la démonstration faite dans [1] pages 31-35, dans le cas ou

b;j = md;; on voit que :

ij
2mw, wy < 5,5 W, W Y(wy, w,) € R?

la constante m étant la méme que dans (2.2).
En réunissant le lemme (4.2) et la relation (8.11), on obtient le théoréme :

THEOREME 8.1 : Quand e et € tendent vers O tels quec = e A e R™ — {0})
u®® converge dans V o(Q) faible vers u** qui est indépendante de z, et qui, iden-
tifiée a une fonction de H}(®) est I'unique solution du probléme :

Trouver u** € Hj(w) tel que :

ot ov
k —_— r— — + -
L S oz, oz, do = Jm(g + g )vdo. (8.12)

8.2. Limites de #** quand . est infiniment grand ou petit

L’¢tude du § 8.1 correspond au point de vue des grandeurs respectives de
e et € 4 un cas intermédiaire entre les cas étudiés aux §§ 5 et 6.

La matrice (s;) dépend de A, et par conséquent u** dépend aussi de A.

Dans ce paragraphe, on étudie les limites de u** quand A tend vers I'infini
ou vers z€ro.

D’aprés la remarque 3.3, on sait que u** est bornée dans V ,(Q) et donc
dans HZ(Q) puisque u** est indépendante de z;. On peut donc extraire une
sous-suite (notée u**) qui converge faiblement dans H} (o) vers u*® (resp. u*°)
quand A — oo (resp. A — 0). Ce résultat peut aussi &tre déduit de la propriété
de coercivité de (s};). La matrice (s}p) est indépendante de z,, z,, donc si (s}g)
tend vers (s33) (resp. s0p) définie positive quand A — co (resp. A — 0) alors
la limite faible de u** est la solution unique du probléme 8.12 ot (s};) est
remplacée par sg; (resp. sfﬁ).

Il faut donc étudier les limites de sj; quand A tend vers I'infini ou zéro,
pour cela il faut étudier les fonctions .

8.2.1. Estimations d priori pour (",
Cﬁ vérifie la relation (8.2) qui en fonction de (8.1) s’écrit :
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gy oy agy oy a\p
J uﬁaya y+x\[ u36 0y3+a3aay y+

e [, % o, AR
+ L 33 =— 3. 6y3 dy = ) a, . dy + A a,3 . (8.13)

Dans (8.13) on prend ¥ = C" et on obtient :
|5 |
3)’1 I V3

On étudie séparément les deux limites A — o et A — 0.

<C. (8.14)

|L2(w) CYZ liL2(#) LZ(&)

8.2.2. Détermination des sg3 o, B = 1,2

Draprés (8.13), on voit que le probléme est analogue a celui du § 5.1.

De (8.14) on déduit que Q est bornée dans # (%) qui est un espace de Hilbert
et donc qu’on peut extraire une sous-suite (notée {}) qui converge dans #' (%)
faible vers x.

Cette convergence implique que dC}/dy; converge dans L*(y) faible vers
oxy/0y; i=1,23.

On déduit de plus que dx'/dy; = 0 et que x;, peut €tre identifiée 2 une fonc-
tion de W(Y).

Par analogie avec la fonction 6% de (4.1) on définit :

6 S
7 = xaga—yf. (8.15)

On démontre facilement grice a (8.1), (8.14) et aux proprletes des g;; que
T} reste borné dans L*(#) quand A varie et donc que T}, converge (au moms
une sous-suite) vers 1, dans L*@) faible quand A tend vers linfini.

En prenant dans (8.13)

¢=J O(y1, y2,8)ds ou @ePD(¥)
0

(d’aprés la remarque 8. 1, ceci est possible bien que J V dy ne soit pas nulle),

y
on obtient :

1 g, oy v oy N
XJ b 3y, aygdy+f a5y By, dy+LTV(pdy_

1 oy j
== a,7—dy+ | a50¢dy.
>”L/ ™ 0% Y "
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On passe a la limite A — oo dans cette relation et on obtient :
J T, 9 dy = j a,; @dy Cest-a-dire T, = a,;
k4 Yy

On prend ensuite dans (8. 13) \ indépendante de y, et telle que \ |, € W(Y),
en utilisant (8.15) on a :

ay3 A3p 5‘:5 5‘1’ asp j oy
g, — 2398} % B N g | ay Xy,
L,( b Q33 )a)’u ayB » 933 " 0yg Y 2 " 0yp
On fait tendre A vers I'infini et en utilisant la notation (5.2), on a :

0%y ©
waay* q’dy—J- bwa\l’dy

Or y, et ¥ sont indépendantes de y; donc :

0xXy OV _ oy
L Cap 7 . 6y dy, dy, = , CYBa—de’vl dy, YWeW(Y).

On sait d’aprés le § 5. 1 que ce probléme admet une solution unique dans W(Y)
qui est x,, on deduit donc que toute la suite Cﬁ converge vers x, dans # (%)

faible.
On étudie ensuite les limites des sy

Ona:
1 ac: oct
s — . o
SmB = mes Y \[e/ (au[} YB 8 A.a3ﬁ —ay3> dy .

En utilisant (8.15), ceci devient :

donc

, 1 a5 _
lim s = Sy L,, (buﬁ b 6_yy> b=

1
=meSYJ <Cmﬁ— yﬁa )d}ﬁdh—d
Y

Les limites si3 des s,z quand )\ tend vers I'infini, sont égales aux coeffi-
cients d, définissant (5.3), ceci pour o, B = 1, 2. ‘
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8.2.3. Détermination des sJg

Résultats préliminaires
Dans ce paragraphe, on utilise les espaces suivants :

H)Y) = {VeHY)|v est égale sur les bords opposés de y } muni de
la norme H(Y).
L*(]— 1, 1[; H(Y)) muni de la norme

! 12 ov ov 1/2
21 d = 2 + o d
[ vt [ 58

qui en fait un espace de Hilbert.

1

L*(]— 1, 1[; W(Y)) muni de la norme [J
-1

valente a la norme dans L*(]— 1, 1[; H'(Y)).
L*]— 1, 1[; H}X(Y)) muni de la norme dans L*(]— L, 1[; HX(Y)).

V- L 1) = { ve H'(]— 1,1) J vdysy = 0} muni de la norme

L&)

On a le lemme suivant qu’on établit par les techniques habituelles.

1/2
I v ey dy{l qui est équi-

LEMME 8.2 : Les fonctions €*(¥) qui sont égales sur les faces opposées
de ¥ sont denses dans L*(1— 1, 1[; HX(Y)).

On se place dans les conditions du § 6, c’est-a-dire qu’on suppose vérifiée
I'une des conditions (6.1) ou (6.2). .

On fait tendre A vers O et on cherche a déterminer les s3 (o P = 1, 2).

L’estimation (8. 14) reste valable. On en déduit que AL} reste bornée dans
# (%) quand A tend vers 0, on peut donc en extraire une sous-suite (notée XC?)
qui converge dans # (%) faible vers 6,.

De (8.14), on déduit aussi :

00,

— =0 oa=12.
0y,

On peut donc identifier 6, a une fonction de z; appartenant a V(]— 1, 1|).
La fonction () appartient & % (%); elle appartient donc &

L¥}— L 1L HXY)).
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Comme dans % (%) la norme H'(%) est équivalente 4 la norme

ov ov 112
= A.. dy ’
z OV dy;

on voit que d’aprés (8.14), {} est borné dans L*(]— 1, 1[; H,(Y)), cet espace
étant un espace de Hilbert, on peut extraire une sous-suite (notée C}) qui
converge dans L*(]— 1, 1[; H ,(Y)) faible vers ®,.

Remarque 8.2 : L’existence des fonctions 6, et @, ne permet pas de définir

s

une limite pour £}, mais permet de connaitre les limites de gi” a=12cet

Y

3
6?;?, oo, ) ot

L*@) faible et que A= tend vers

. . @) e A 3
a0
—X y =1,2 dans L*@) faible. m
0y,

Dans (8.13), on prend { appartenant & € (%) égale sur les faces latérales
opposées de % (ce qui est possible d’apres la remarque 8. 1), puis on fait tendre
A vers zéro, on a :

ey y OV j oy
a dy + dy=\ a,=—dy. (8.17)
J@ P 6y 3y, J‘ b 6y 0y, L™

Comme ¢ *(%) est dense dans L%(]— 1, 1[; H'(Y)), la relation (8.17) est
vraie quelle que soit Y e L*(]— 1, 1[, H' p(Y)).

Dans (8.13), on prend ensuite ¥ = ¢ indépendante de y,, y, C’est-a-dire
@ e V(— 1, 1)) et, aprés avoir divis¢ par A on fait tendre A vers O :

oD, J¢ a0, do , L)
[ [mpme- [ wie wen-i

(8.18)
En ajoutant (8.17) et (8.18) membre a membre, on a (8.19) en posant :
A[((D'ya y) (\ll (P:I -

_ oo, ﬂ_ a, 0‘«" 09, o9 a8, a(P
_J [a““ 3y, oy, T ¢ 935 3y, s T H3 3y, Gy, T %, 373

A[@,, 6,); (b, 9)] =
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= Ny, 92N iy v, o) e L2(-1, 1[: HAY)x V(-1 1]).
= Y ayp 5y 33y, y ¢

(8.19)

A est une forme bilinéaire sur L*]— 1, 1[; H (Y)) x V(J— 1,1} mais
elle n’est pas coercive sur cet espace, par contre elle est coercive sur

E=L*]— L1[; W(Y)) x V(]— L 1]).

Et d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution unique au
probléme :
Trouver (®,, 6.) € E tel que :

R

AL, 0); 0.0 = [ (a2 + as 52)y Vv o)< E. 620
¥

Remarque 8.3 : 11 est facile de voir que les autres solutions de (8.19) sont
de la forme : (@, + h, 8)) ou h est une fonction de y; seul appartenant a

L*()-1,1]).

Il n’y a donc pas unicité de la limite faible dans L*]— 1, 1[; H,(Y)) de C}
et on ne peut pas dire que toute la suite Q converge vers ®, quand A tend
vers zéro. Par contre il y a unicité de ia limite faibie dans L*(%) de d(}/oy,
(@ = 1,2) vers 0®,/dy, (« = 1,2) et 1a on peut affirmer que toute la suite
aC%/ay, converge quand A tend vers zéro.

Draprés la remarque 6.2, on voit que les ¢, (k = 1, 2, 3) appartiennent
a Le(l— 1, 1{; W(Y)). D’aprés (6.3), on voit qu’elles vérifient :

WWeL2(]— 1, 1[; W(Y))J a‘p"a‘l’d ja,mg;pdy.
E &

:xB a 3
D’autre part, toujours d’aprés la remarque 6.2, on voit qu’il existe des
fonctions v, € V(1— 1, 1) y = 1, 2 telles que

61) py3
523 P33z’

11 est alors facile de vérifier que

' P
(,,0,) = (go, b, v,> y=12.
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On a le résultat :
6C$ a(p,{ p‘{3 6(‘)3 2 .
— - == dans L*(%) faible (o, vy = 1, 2)
ayu 2=0 ayoc p33 ayu ( )

0C$ pyl}
) NN 6 £
0y; >0 pj;

dans LX(%) faible y = 1, 2.

On en déduit donc que :

1 J¢ Pa3 0@3 Pas]
Sep 750 mes Y J‘y |:a°‘B aYB(@’Y P33 Oyy “ap P33 4
__r [ _ PP, _
mes Y - Pap P33 i

Les limites s2; des s, quand ) tend vers 0 sont égales aux g, définis en (6. 5),
ceci pour (o, B) = 1, 2.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 8.2 : Quand ) tend vers linfini (resp. zéro) u** converge dans
H} () faible vers u*! (resp. u*?) limite de u* dans le passage a la limite (e — 0,
puis € — 0) (resp. (€ > 0 puis e — 0)).
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