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COMPARAISON ENTRE LES MODELES TRIDIMENSIONNELS
ET BIDIMENSIONNELS DE PLAQUES EN ELASTICITE (*)

par Ph. DESTUYNDER (')

Communiqué par P G CIARLET

Résumé — Nous comparons les solutions des modéles tridimensionnels et bidimensionnels de
plaques en élasticité hnéaire lorsque I épaisseur devient infiniment petite. Nous donnons des resultats
de convergence et d’estimation d’erreur, en mettant en évidence le réle joué par le type des conditions
aux hmtes sur les résultats obtenus.

Abstract. — We compare the solutions of three-dimensional linear plate models and two-dimen-
stonal ones as the thickness becomes wnfinitly small. We prove convergence results and we give error
estimates, pointing out the influence of boundary conditions on the obtaned results

1. INTRODUCTION

Dans un article précédent [1] avec P. G. Ciarlet, nous avons donné une
formulation générale de la méthode des développements asymptotiques
introduite par Gol'denveizer [2] pour les plaques, et par Rigolot [3], pour les
poutres. Cela nous a permis par exemple de retrouver sans aucune hypothese
a priori le modéle biharmonique pour les plaques en flexion. Nous rappellons
brievement le formalisme de [1] dans le premier paragraphe de cet article.
Dans le second paragraphe, nous appliquons la méthode pour retrouver le
modeéle bidimensionnel des plaques simplement appuyées. Pour ce type de
conditions aux limites, nous donnons une estimation d’erreur optimale entre
les solutions des modéles bidimensionnel et tridimensionnel.

Dans le troisiéme paragraphe, nous abordons I’é¢tude de ’erreur pour les
plaques encastrées. Nous généralisons la loi de comportement de Hooke
utilisée jusqu’ici, au cas d’une loi de comportement pour un milieu anisotrope
et inhomogeéne.

(*) Manuscrit regu en décembre 1980. A
(*) Service Informatique et Mathématiques Applhiquées EDF Direction des Etudes et
Recherches, Clamart
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332 PH. DESTUYNDER

Nous définissons alors le modéle limite de plaque lorsque 'épaisseur devient
infiniment petite. L’existence et 'unicité d’une solution sont démontrées sous
des hypothéses trés générales sur les forces appliquées a la plaque. Nous
prouvons également la convergence de la solution du mode¢le tridimensionnel
vers celle du mode¢le limite. Enfin avec des hypothéses de régularité sur les forces
appliquées, nous estimons la vitesse de convergence vis-a-vis de I’épaisseur.
Nous mettons ainsi en évidence un phénoméne de « couches limites » au
voisinage de frontiére latérale de la plaque (portion encastrée).

Dans la suite, nous ferons appel aux résultats suivants dus respectivement
a Brezzi [4] et 2 Babuska [5].

THEOREME 1 : Soient I et V deux espaces de Hilbert de normes respectives
set|.ly,etsoienta:Z xZ-sRB:ZxV->RF:V->Rg:Z-R
des formes bilinéaires et linéaires continues, vérifiant

VieZan, )= clltl};

YoeV, sup B, v)

eze#o || Tllg

Zclvly;

(c désignant des constantes diverses, indépendantes de T et de u). Alors, il existe
un et un seul élément (o, u) € £ x V tel que

Ve Z, a(0,7) + B(t,u) = ¢(1),
| VveV,Bo,v) = Fv). =
THEOREME 2 : Soient H, et H, deux espaces de Hilbert de produits scalaires

notés respectivement (.,.)y et(.,.)y,. Soit S(c, v) une forme bilinéaire sur H, x H,
telle que

(@) 1S, 0) | <cil ol lvly,;

.. S(o, v) .
(ll) Vo EHI, vseul?z “ v “Hz z €2 H N ”Hl ’
(ii1) VoeH,, S(c,v)=0=>v=0.

Soit, enfin, L(.) une forme linéaire continue sur H,. Alors, il existe un et un seul
élément ¢ de H,, tel que

YveH,, S(o,v) = L{v). =

Par ailleurs, nous ferons la convention que les indices latins varient de 1 4 3
tandis que les indices grecs varient de 1 a 2. Nous ferons aussi la convention
de sommation sur les indices répétés.

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DE PLAQUES EN ELASTICITE 333

1.1. Le probléme tridimensionnel des plaques [1]

Nous désignerons par @ un ouvert borné de R? ayant une frontiére y régu-
licre. Nous poserons également

Q' =0 x]—¢g¢[, T

'YX]—E,S[,

It=0 x {&}, ‘. =ox{-—=¢},

si bien que la frontiére de Q° est partitionnée en Iy, I'%,, T . Nous supposerons
que la plaque considérée occupe le volume Q° dans R?. Le probléme est alors
de trouver un champ de déplacements et un champ de contraintes définis
sur €, satisfaisant simultanément I’¢quation d’équilibre et I’équation de
comportement. Afin de fixer les idées, nous supposerons, dans ce paragraphe
que les déplacements s’annulent sur I'. Nous avons montré que cette condi-
tion redonne des conditions aux limites du type « encastrement » pour le
modé¢le bidimensionnel de plaque [1].
Nous poserons ainsi,

gs - { Tt = (Tij) € (LZ(QE))g, T = Tiigs }

Ve={vlo=0)eH' ()0, =0 sur TH},

1)

et le probléme tridimensionnel des plaques (qui admet une solution unique)
est de
trouver (o, ) € Z° x V* tel que
VYt e X a(o® 1) + B(t,u*) = 0, 2)
Vv € V¥, B(c%, v) = F(v),

avec

a(o, 1) =J (—l—lig—vcij‘rij —%GPPTPP}E >00<v <1,
Ql‘

B(t,v) = — J T, 00;, 3)
o

F(U)=—J ﬁvi_J giV; -
0% rsore

Les densités de forces (f,, g;) sont telles que F(.) définit un élément de V* et E
et v désignent respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson
de la plaque.

vol. 15, no 4, 1981



334 PH. DESTUYNDER

1.2. Changement d’ouvert de référence

La dépendance de la solution (o, u) de (2) vis-a-vis du parameétre € est com-
plexe. Afin de pouvoir appréhender le comportement de (o, u) en fonction de €,
nous utiliserons une technique de changement d’échelle suivant la coordonnée
x5. Nous poserons pour cela :

Q=0 x]-11[, F0=yx]—1,1[,} @

I', =0 x {1}, I_=ox{-1},

et nous définirons, pour chaque ¢ > 0, 'application

Fe: X = (X4, X3, X3) €Q = FYX) = (X3, X5, €x3) € ¥,
avec

Fi(X) = X® = (x5, x5, x5) et x5 =¢€x;.

Ainsi, une fonction ¢ définie sur QF, se transforme en une fonction ¢° définie
sur Q par

P(X) = ¢ o FY(X).

Nous avons également les correspondances suivantes :

f ¢dQs=8J¢EdQ,

Qf Q
@e_ad)a E\gg‘lad)s
ax,)]  ox,’ oxg) e dxy

En fait, ce changement d’échelle peut étre interprété comme un changement
de paramétrisation d’une variété. Il lui correspond donc des changements de
coordonnées dans les espaces tangent, co-tangent, etc... qui conduisent a
transformer les déplacements, les forces et les contraintes, de la fagon suivante :

1 \
UGY‘,U=(1)1,l;2,l)3)—><l)£1,v£2’gva3 , Ou Uf:vioFE; (5)

T€ ;e,"f = (Tug, Ty3s T33) = (T;pa €153, g* 133), ou T} = T;5° F&; (6)

f= (flafZ’fli)_)(ﬁa ﬁ’ 8f§)a }

. 7
g9 = (9, 92 93) — €(9% 95 €95) -

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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336 PH. DESTUYNDER

Remarque 1 : 11 peut sembler arbitraire de procéder comme nous 'avons
fait, du moins en ce qui concerne les forces appliquées. On peut faire 'obser-
vation suivante. Le probléme que nous traitons est linéaire. Il est donc bien
évident que la solution correspondant a un systéme de forces appliquées a la
plaque est la somme des solutions correspondant aux différentes forces appli-
quées séparément. Par conséquent, il est tout a fait loisible d’effectuer la
transformation linéaire de notre choix sur les forces appliquées et de supposer
ensuite qu'elles ne dépendent pas de ¢

Définissons maintenant les espaces

{v)v=(@)eH'Q),v;, =0 sur Iy},
{tlt=@)elXQ),t;=1;}, }

®)

™M o=

qui seront munis de leur norme naturelle respective

‘ 172
v v “y = [ Z Il v; ||121l(9)j| s

i=1,3

172
2
Tty = [ Z | ”Ll(n):| .
ij

=1,3
Un simple calcul permet alors d’établir le résultat suivant [1] :

THEOREME 3 : Désignons par (c°, u®) I'élément construit a partir de (o, u),

solution de (2), a I'aide des formules (5), (6) ; alors, (G, 1) est I'unique solution de
Trouver (cf,uf)eX x V tel que
Viel, a et 1) + ¢ uz(cz T+ et a,(c% ) + B(t, uy = 0, )
Vo e ¥, Bo, v) = F(v),

ou nous avons posé, pour des éléments o, T, v, arbitraires,

, 1 +v \J
ao(c, 1) = j E CubTap — F Oun Tun>
Q

21 +v \Y
aZ(G’T)=J_—'_E—)Gq3tu3_i{ruuo-33+r33 Guu}’
Q
a,(o t)—j 10 T
4\ - T 933 33,
oE
F(U)‘:_J‘fivi_J gi Ui,
Q r+vur-
B(r,v)z—j'r,.jéivj. u
Q

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DE PLAQUES EN ELASTICITE 337

Dans [1], nous avons calculé le premier terme (c°, u°) d’un éventuel déve-
loppement en puissance de ¢ de la solution (c*, u). Avec 'hypothése f, € H {(Q),
f,eLl*Q), g,eH (T, uT_), g;e L)', uT_) nous avons montré que
(c°, u°) est 'unique solution du systéme suivant :

Trouver (6% u%eZ x V telque:
VieX ayc% 1) + B(t,u’ =0, (10)
YoeV B(c%v) = F(v).

En explicitant (10), nous avons retrouvé par exemple le modéle biharmonique
pour les plaques en flexion. Dans la suite nous étudions I'erreur entre (c°, )
et (6% u% en discutant sur les conditions aux limites imposées a la plaque.
C’est 1a la contribution de cet article.

2. CONDITIONS AUX LIMITES DU TYPE « PLAQUE SIMPLEMENT POSEE »
Nous envisagerons le modele tridimensionnel sous la forme suivante
(cf§1):

Trouver (o,u)eX* x W* telque

. 1 +v v
V1 e ZF, J;:- (T i = % O 6,-,-) T — JQ. T,;0m; =0, an

VUGWE’J "ijai”j:J fivvi‘*'J‘ g: Y,
(03 Q' ryor-

ou W* désignera I'espace des déplacements admissibles suivant :

+e
we ={vlv=(vi)e(H1(QE))3;v3 =uual=05urrzetf vuba=Osury},
(12)

(ou b = (b,) désigne le vecteur unitaire normal a I'y et a = (a,) le vecteur
tangent unitaire parall¢le au plan de o).

Nous utiliserons également les espaces suivants munis de leurs normes
naturelles :

; = { T= (T,‘j) € (LZ(Q))? } >

W={v=(vi)e(H1(Q))3;u3=vuau=OsurF0,etJ vabu=Osury}.

(13)

vol. 15, ne 4, 1981



338 PH. DESTUYNDER

En utilisant les changements de variables et d’inconnues introduits au § 1,
nous pouvons écrire le probléme (11) sous la forme équivalente ci-dessous :

THEOREME 4 : Si (6%, u°) désigne I'élément de £ x W, construit a partir de
(o, u), solution de (11) d I’aide des formules (5)-(7) alors (c*, ¥°) est I'unique solution
du probléeme

Trouver (o, u’)eZ x W tel que
VT eZ, a0, 1) + €2 a,(c%, 1) + £* a4(c%, 1) + B(t, v) = 0, (14)
Vv e W, B(c%, v) = F(v),

ou les notations sont celles introduites au § 1 d I"exception de I'espace W, défini
en(13). =

Ici encore nous chercherons la solution (o, «°) sous la forme :

(c%, u) = (c°, u®) + £2(c?, u?) + e*(c?, u*) + - etc. (15)

En reportant dans (14) I'expression (15) et en identifiant les termes d’ordre
zéro en &, nous obtenons que (°, 4°) doit étre solution du probléme :

Trouver (o u®)eZ x W telque \
. S SRR v {
V1,5 € (L*(Q)S, — O Tup — i:om, Ty — J Tup Oautg = 0, (16)
JQ Q
Vra3 € (LZ(Q))Z > Ta3(aaug + a}”c(x)) = 0 ] (17)
JQ
V135 € LZ(Q) S Tas 63u‘3’ =0, (18)
JQ
r
G((x)[} aav[i + J‘ 633 63001 = J\ f:x U, + f Ja Vg s (19)
Yo = Jo Q Q F.ul-
(vm 1)3) € W i r . (
- Oos O,03 + J 033 0303 = J frvs + J g3 v; .| (20)
o Q r+ Ur—

JQ

THEOREME 5 : Sous les hypothéses f,e HQ), gf e H (w), f;€L¥Q),
g¥ e LT, U ), et si la frontiére y est suffisamment réguliére, le probléme
(16)-(20) admet une solution unique obtenue de la fagon suivante : u$ peut étre
identifié avec une fonction de H*(®) n H(®) qui est la solution unique, dans cet
espace, de I’équation :

R.A.L.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DE PLAQUES EN ELASTICITE 339

Yoy € H*(w) N Hé(m),ﬁj { (1 — V) O,pu3 Oppvs + Vv Aus Avy } =

+1 +1
=J(J f3>v3+f (g;+g;)v3—J <J xaf;)aavs—j 07 —g7) .05
[ -1 » ) -1 ®

(21)

Le déplacement horizontal est égal a u? — x5 d,u3, ou u® € H(w) est la solution
unique des équations

Vo, € Hy(o), 12_—EVJ {11 = ) Yap(8) Yag®) + V1, (8) 1y0) § =

1 22
(e
) -1 ®
Nous avons également
0
3
o0 = nas + _;3_ my (23)
OU nous avons posé
o _ 2E 1 — 0 NS 24
I TR { (1= V) 7ap(#®) + vy, (8°) 85 } (24)
moz____zi{(l_v)a ud + vAuld.,}. (25)
= 31— v?) b *
Enfin,
—E(1-x3) 9 —0x 9e +9o = 1+X3>JH
O =—— 25 Aud+22 = — |- ’
0(13 2(1_v2) au u3+ 2 +X3 2 - f; + 2 - fl;
(26)

_ 3 3 _ 3+2 +1 px3 X3 ¢
+<"3 7 "3> 89! —g;)—(—’if—) J Ofut o,
-1 J-1 -1J-1

T —95 3—x2 +1)(1-x3) (!
+93 293 +x3( . x3) (g; +g3_)+(X3 )4( X3) J of..
-1

2+3 _ 3 +1 X3 1_x2 B
o8 =(F252) [ A= [ A ader van
-1 1

vol. 15, no 4, 1981



340 PH. DESTUYNDER

La preuve est similaire a celle donnée dans [1], [6].

Posons-nous maintenant le probleéme de déterminer le terme d’indice 2.
L’identification des termes de puissance 2 dans (14) ou l'on introduit (15),
conduit aux relations suivantes :

1+v Y v
V1,4 € (LAQ) j 5 ol T E oh TW—J Tup Oglif = J i 033 Ty
Q Q

Q
@7
V‘Eu3 € (LZ(Q))Z ’ J raB(auug +63u:.) = J\ 2(1E_FV) 633 Ta3 s (28)
Q Q
v
V135 € LAQ), J T35 03ud = — J E"g“ T33 » 29)
Q Q
VU — J;l O-ZB arxv[} + J;z 63213 631]0( = 03 (30)
O, )W,
J. 0’53 6,03 + J\ G§3 0303 = 0 . (31)
Q Q

1l est facile de voir que si ces équations admettent une solution (62, u*) e Z x W,
alors, elle est unique. Par contre, nous ne pouvons pas toujours montrer
Iexistence de (o2, u?) dans £ x W. Nous avons néanmoins le

THEOREME 6 : Si 653 € HX(Q), 6% € H'(Q), 63, € L*(Q), alors on peut déter-
miner (G2, u?) de fagon a ce que (27), (28) et (29) soient vérifies. m

Démonstration : L’équation (29) implique
v vi{n® 3x
53u§=—E03p=—E{_&+__3m0}

soit

3

v [ x,n° 3x2~1
u% = % —'E{ 321*11 + 34 mﬁu R y%EHé((D) (32)
Considérons maintenant (28), nous obtenons

o5 + 03u2 = gl_g—_v) o,

soit
21 + 3x2 -1
oz = 2L V)633_aay§+%{fzéaungu+( A >am}

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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dont la solution générale s’écrit

X3 +1 X3
=g -xod+ ME o 5[ [Con s
-1 -1 J-1

(33)

v 2 1 P 0 v 3 ;) 0 2 Hl
+ 2_E— X3 — § :xnp.p + 4—E(X3 - X3) amppa Uy € O((‘D) .
Par ailleurs, nous chercherons u% dans HZ%(w) » H}(w) de fagon a ce que
u? e H'(Q).

11 apparait clairement que les hypothéses 2 € H'(Q) et nl,, m2, € H*w)
sont nécessaires pour avoir u? € W. En fait, d’aprés (24), (25) et (26) ces condi-
tions sont remplies si

A e HY(w), gfeH'(0), f,e H(Q).

Posons g = Au3; nous savons, d’aprés la définition de 13 que Ag € L*(w),
mais aussi que g € L*(o), et quen outre, g = 0 sur v (ce qui a un sens). Par
conséquent, si Pouvert est de classe C ! ou est convexe et lipschitzien, nous avons
(cf. Necas [7]) g € H*(®) n Hj(w), ce qui assure que

0% eH(Q) et md, e Hw).

Revenons, maintenant, a I'équation définissant u?. Il s’agit d’'un probléme
classique d’élasticité; la régularité de ce type d’équations ayant été étudice
par différents auteurs (cf. Necas [7]), nous savons que, si la frontiére y est de
classe C? et si f,e HY(Q), gZ e H\(, uT_), alors u? e H3w) N Hy(w)
et, par conséquent, nj, € H*(»). Les hypothéses du théoréme 4 sont satisfaites
siy est de classe C2.

L’équation (17) est équivalente a

n2, 3x
_ aB 3
Oop = =+~ Mig + Oy (34
ou
2FE
n:ﬂ = 1_V2 { (I—V) Yaﬁ(yz) + VYpp(yz) 6:1[3} (35)
—2E
may = V) {(0—V) 05 43 + vARS 8} (36)
ORap = —og { (1=V) Tgd) + V B, TytD) } + —— 035 37)
PaB 1_V2 ap\“*P. afs Yup P 1__\,0-33 1]

vol. 15, no 4, 1981



342 PH. DESTUYNDER

avec
w2 ([t 3 [ [ o) (- 3)orns
+ 15 03— x; dmf,. (38)
Restreignant dans I’équation (30) les champs v, & H}(®), nous obtenons que u?

est la solution unique du probléme
Trouver u2 € (H} (a)))‘ tel que

VYo, € (H3(0)), J = {(1 V) Ya(42) Yup(0) + VY, 4) 7,,(0) } =

2
= —j O pup 8‘,‘uB
Q

v +1
— _ 0 _
a 1—v J:» <J—1 033> Ot 1

(1=V) Vapl(up) Yup) +
1

+ VYu(up) 7,,0) -

(39)

Reprenons maintenant les deux équations (30) et (31). Pour des déplacements

Ao la farma
UvT 1a 1ULiav

Uy = — X300, v3=0v, ol veH?*w)n Hjw), (40)
nous obtenons

2E
f 30 {(1 —V) Qo3 Oup3+V AulAvy } = —J X3 Opop Ougls, (41)

Q
équation qui détermine y3 de maniére unique.

Remarque 2 : En général, on ne peut calculer ni 62, ni c3; de telle fagon
que les équations (30) et (31) soient satisfaites.

Nous avons le résultat suivant sur les vitesses de convergence :

THEOREME 7 : Sous les hypothéses du théoréme 6, on a les estimations sui-
vantes :

ce?, (42)
ce, (43)

0 2
Il 0‘26 — O — € 0':[3 “(LZ(Q))‘;

NN

| 6% — ogs (L2

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DE PLAQUES EN ELASTICITE 343

| 0% — 0(3)3 L2y < €, 44

~
o8 —u® —e2u?|l, <ce®. m (45)

Démonstration : Introduisons les variables d’écart :

% __ € 0 2 2 k ___ € 0 2.2

Oty = Oup — Opp — €° O u* = 1 — u° — €% 4,

* 0

Ge3 = 623 — 0,3, (46)
E J— 0

o33 = 053 — 033

Nous avons les inégalités suivantes :

c{l Cap ]|(2L2(Q));‘+82 | 0% ||(2L2(m)-’ +e* || o%, ||1%2(n)}
< ao(c*, 6*) + €2 a,(c*, 6*) + &* a,(c*, o*)

= — B(c*, u*)+ B(c*, u®)+€? B(c*, u?)+¢* %65H0§3—84 %6‘3’36§3
Q Q

. 4 \ ) 4 1,
= —B(c*, u*)+¢ J Ecwc§3—8 J E0330§3
Q Q

. 1
=+ j Gfp aa“§+84 J %Gﬁu o%;—et J E o330%;,
Q Q Q
d’ot
{11 o3 1@+ | 035 1@y +8% | 033 IFa@ ) < Ce* {2+l u* Iy }

(47)

D’autre part, nous pouvons €galement écrire

VieX, —B(t, u*) = ag(c* 1)+ a,(c* 1)+&* a,(c* 1) +
1 v
+ 84f =093 T35 — 84J =02, 13,
o E o E Hu

ce qui, en utilisant 'inégalit¢ de Korn [8] sur W (on vérifie directement sa
validité¢) conduit a

| u* “;y <C{l G:ﬁ |’(L2(Q))‘;+82 | 6% ||(Ll(n))l+32 [ o%5 “LZ(Q)+84 }. (48)
Le théoréme 7 se déduit immédiatement des estimations (47) et (48). m

COROLLAIRE 7 : Sous les mémes hypothéses que le théoréme 7 nous avons aussi

i 0 2
I Giﬂ — Oup “(LZ(Q))g < cet,
(49)
<c ]

lu = u® g < ce?.

vol. 15, no 4, 1981



344 PH. DESTUYNDER

La preuve est immédiate a l'aide de I'inégalité triangulaire et du théo-
réme6. =

Remarque 3 : En revenant a 'ouvert Q°, utilisant pour cela les transforma-
tions introduites en (5)-(8), nous obtenons aussi (voir théoréme 8) :

0
O (¢ 2oy
“ aof af ”L(S)) <C82,

“ GaB “L—’(QL)

0
“ Ga3 B GaS llLl(Q‘)

| Su3 llL2y

< cg?,

| o35 — 023 I L20c) 2

< cge”, (50)

o33l L2(QF)

0
Nu, — uy 2@ 2
=
| u, ”Ll(sm ’

9 |
|l us — u3 ll2@
43 SO o2
I s |2 /
On peut donner différentes interprétations de ces majorations en utilisant les
différents moments de ces mémes quantités vis-a-vis de la surface moyenne.
Introduisons, pour cela, les efforts résultants et les moments fléchissants :

tte

+e
Nap = [ Cup dx;, My = [ X3 Oqp dX3 ;

J-e J-e
+e +e
0 _ 0 0 _ f 0
Nag = J‘ Ogp dX;, My, = ] X3 Ogp dx; .
—E —€

Nous avons, a titre d’exemple, le résultat suivant :

THEOREME 8 : Sous les hypothéses du théoréme 7, on a les estimations sui-
vantes :

| nep — ng 12
of af (@) < csz,

Il Nyp I L2(w)

0 1
myy — m% Il
I a ll12w) <cg?. m

Il 7y | L2y

Démonstration : Nous avons, tout d’abord, daprés I'inégalité de Schwartz,

+e 2 +e
0 2
| g — n3p L2 = j [J (G:xﬂ - 0'35)] < EJ J IGuB — GSB 2
@ -€ (0] —£

0
< e Gup — Oup ”12_3«):) s
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quantité qui, d’aprés le corollaire 7 est majorée par ce®. D’autre part, en uti-
lisant P'inégalité triangulaire « arriére », nous avons

0
I 726 2wy — | Mg L2y < ce?,

soit

I Pap Il L2y = |l ”2;; 2w — ce’,

et en revenant a la définition de nfx’p, nous en déduisons que
“ N, “Ll(m) = ce.

Finalement, nous obtenons

0
I Ny — Nap HL’(«») < cg?

Il Nop ”L-’(m)

0
I mMyp — Myp ||L2(m)

Une démonstration analogue peut étre faite pour [ |

I Mg ||L2(m)

3. CONVERGENCE ET ESTIMATIONS D’ERREURS DANS LE CAS ENCASTRE

Préliminaires

Dans la suite de ce travail, nous sommes conduits, de maniére naturelle,
a introduire des espaces de Hilbert, constitués de fonctions réelles a valeurs
vectorielles. Seuls de tels espaces nous permettent une analyse mathématique
des méthodes asymptotiques présentées dans ce travail.

Des propriétés fondamentales de ces espaces sont données dans les ouvrages
de H. Brezis [10] (annexe 1) et J. L. Lions-E. Magenes [11] T.1. On trouvera
également un exposé détaillé, mais dans un cadre abstrait, dans le livre 6
(Intégration) de N. Bourbaki [12].

Afin de faciliter la lecture des développements qui suivent, nous rappellerons
quelques propriétés qui nous seront utiles.

On désigne par Q, Pouvert de R? tel que Q = ® x ]— 1, 1, ® étant un
ouvert borné régulier de R?. La variable dans ]— 1, 1[ est désignée par x,,
tandis que (x,, x,) varie dans ®. On appelle L]~ 1, 1[;L?*(®)) I'espace des
fonctions x; — v(x;) € L*(®) qui sont mesurables (Yosida [13], p. 130). Muni
du produit scalaire (4, v) = j

+1
{ J uv } , cet espace est un Hilbert.
-1 ®

Plus généralement, désignons par X un espace de Hilbert de fonctions
définies sur o, et par (, )y son produit scalaire. L’espace L*(]— 1, 1[; X)
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est défini comme P’ensemble des fonctions de |— 1, 1], a valeurs dans X, qui
+1

sont mesurables et telles que J | v]2 < + oo. Muni du produit scalaire
-1

+1
(v, u) = j (v, u)y C’est un espace de Hilbert.

-1

Désignons par X' le dual topologique de X et par { , > la dualité entre X
et X'. Alors, nous avons le résultat suivant :

Le dual topologique de L*(]— 1,1[; X) peut étre identifié avec

espace : L}(- L 1[; X).
En outre, la norme sur L*(]— 1, 1[; X) peut s’écrire

+1

o <hv)

Ulliatapx = su —_—
1oz BIGX $e LX) —pl,ll;X') K “LZ(]—X,I[;X')
A titre d’exemple, nous poserons donc

(L*0— L 1[; Ho(@)) = L*(]—- L, 1[; H Y(w),
(L0~ 1, 1[; H3(@)) = L¥(]— 1, 1[; H™*(®)).

Nous utiliserons également I'espace

HY(- 1,1[; X) ={veL2(]—1 1[; X),fleLZ(]_l 1[; X)}

ou Jv/dx désigne la dérivée de v en x; au sens des distributions de
D'(— L 1[; X)
(J. L. Lions-E. Magenes [11], p. 8). Muni du produit scalaire

+1 +1
ov  Ou

u,v) = v, U)y, + o —

= [ e [ (5 5)
c’est un espace de Hilbert.

11 existe une caractérisation simple de cet espace lorsque X = L*(w) :
H'()— 1,1[; L)) = {ve L*Q), ;v € LAQ) } .
De maniére analogue, nous avons, par exemple pour tout r entier naturel,
H'Y(- L1 H' () = {ve LXQ), e LAQ) | a| <
;v € L*(Q), 63aveL2(§2 ol <r}.
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Une propriété remarquable est la suivante :

si X est un Hilbert, alors on a I'inclusion suivante (Brezis [10], p. 145)
HY (- L1[;X)s C- 1, 1[; X).

Ainsi, pour X = H*®), nous savons que HZ*®)— C°@), (Adams [14]),
si bien que

HY{(]- L1[; H¥ o) s C°Q).

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme de plaque encastrée, simi-
laire & celui étudié au § 1. Nous utiliserons une loi de comportement plus
générale que la loi de Hooke.

Nous prendrons ainsi en compte le cas des plaques inhomogénes. Nous
serons amenés a utiliser deux types d’espaces pour les champs de déplacements.
Tout d’abord,

V={v=@0w)eH"Q);v;, =0 sur Iy},
puis
W={v=(vi)eH1(Q);I

-1

vx1, X3, X3) dx3 = 0, p.p. sur y } .

Le premier espace est I'espace naturel dans lequel le probléme tridimensionnel
est posé. Le second interviendra pour des raisons essenticllement mathéma-
tiques. L’interprétation mécanique des champs de déplacements de W n’est
pas claire pour nous.

Sur un plan mathématique, il est tel que I'on peut y construire un dévelop-
pement asymptotique de la solution tridimensionnelle si les forces appliquées
sont de classe C® et ce, dans le cas ou u; = O sur la fronctiére latérale de la
plaque.

Le probléme que nous envisageons, posé sur I'ouvert de référence Q (§ 1),
est donc le suivant :

Trouver (c°, ¥y e Z x V tel que
Vi€ Z, ay(0", 1) + &% ay(0%, 1) + £* ay(0%, 1) + B, ) = 0, (51)
Yve V, B(c%, v) = F(v),

ou nous définissons, pour des éléments quelconques 6, T, v de £ x £ x V
(Green-Zerna [15], p. 221) :

ay(c, 1) = J ypys Oup Top » (52)
Q
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ay(o, 1) = 2J Q4383 Oo3 Ty + J yp33(T33 Oup + O33 Top) > (53)
Q Q
ay(o, 1) = J Q3333 033 T33 - (54)
Q

Les coefficients d’¢lasticité a;;, sont des ¢léments de L*(Q) et vérifient les
propriétés suivantes (Green-Zerna [15], p. 221) :

(35)

a) aaﬂy& = aﬂmy& = aauay = aexBE'y = ayﬁu[l’ }

Ayp33 = Qpa33s Qu3p3 = Ap3q3 s

(on remarquera, en particulier, que a,5,; = 0);

b) 1l existe des constantes positives k et M telles que

VT € Z:, a0(69 0') + az(Ga O') + a4(0', 0') 2 k ” 9 ”)2: >
VIGeX x Z,{ay(0,7) + a5(0,7) + a0, )| S M|tz oy
Nous sommes donc dans les conditions d’application du lemme de Brezzi'[4]
qui nous assure lexistence et I'unicité d’une solution a P'équation (51) deés
que F est une forme linéaire continue sur V.

Introduisons maintenant les espaces suivants qui nous permettent de décrire
le probléme limite (J. L. Lions-E. Magenes [11], T. 1) :

3 ={0o5;€eL*]- L1[; H ¥w)},

20 = {0 = (o) eL(— LIGH @)},

2, = {0 = (o e(l2(— L1[; LA0)* = (LX@)*;01, =031}, ¢ (56)
Ve = {v=()e®H'(- L 1[; Hi (@)} },

Vi={v=vseH (- L, 1[; H}(@)}.

Remarque 4 : Les espaces (56) seront munis de leur norme naturelle, ce qui
leur confére la structure d’espace de Hilbert. En outre, L) étant une fois
pour tout identifié avec son dual topologique, nous avons

a) le dualde L*()— 1, 1[; H}(@)) est L2(J— 1, 1[; H " '(®));

b) le dual de L*(— 1, 1[; HY(®)) est L}(]— 1, 1[; H *w)).

Remarque 5 : Nous utiliserons dans la suite les inclusions topologiques
suivantes :

Vos (V)
Vs (V) } 7

Vis Vv,
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V={veH(Q),v=0surly};

L*Q) o 23,
(L*Q)* s Z} }

349

(58)

Aprés ces préliminaires, nous abordons le premier résultat de ce chapitre.

3.1. Existence d’une solution unique au probléme limite associé a (51)

Par définition, le probléme limite associé a (51) s’énonce comme suit :

Trouver o3, 003, 03, ud, u3 € Z, x L2 x £ x V2 x V3 telque

VieX,,
VieX?,
Vi35 €29,
Vo, € V!,

0
Yvs e V3,

n
0 0
Qypys Oap Tys — J O, T = 0,
JQ Q

rt+1

0 0 _
(ous + 03u), 13> =0,
J-1
A+l

K 03u3, 133 » = 0,

J-1

r

rt1

J -

+1
Ggﬁ aavB + J‘ < 0-23’ a3vu > == Fa(va) s
Q -1

(59)

(60)

(61)

(62)

+1
(O35 003 > + J K 0385 0303 » =— Fy(v3) ./ (63)
1 -1

Dans les équations ci-dessus, le symbole ¢ , > désigne la dualité entre
Hg(o) et H ™ }(o), tandis que le symbole « , ) désigne la dualité entre HZ(®)
et H *(w), cette différenciation étant faite dans un but mnémotechnique.
Par ailleurs, les forces sont décomposées en composantes « horizontales »,

F,, d’'une part, et composantes « verticales », F,, d’autre part.

Nous nous proposons d’établir le

THEOREME 9 : Sous I'hypothése que (F,, F,) définit une forme bilinéaire con-
tinue sur V (c'est le cas, entre autres si

Fiv) + Fyo)) = — H

ﬁ'Ui"‘J giui},
Q T+ul-

ou f,e L*(Q), g;e L', v T_)), alors les équations (59)-(63) admettent une

solution unique.
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Démonstration : Nous donnerons une démonstration en trois étapes et,
compte tenu des résultats obtenus dans [1], nous nous permettrons de passer
rapidement sur quelques détails.

Etape 1 : Les équations (61) et (60) conduisent ici encore 4 un champ de
déplacements de Kirchhoff-Love. Nous introduirons donc I'espace suivant
formé de déplacements de Kirchhoff-Love :

I_/KL = {U € I./’ Uy = Uy — X3 aav?: 01‘1 QQE(Hé(OJ))Z, U3 GHg(OJ)} . (64)

D’espace Vg, est caractérisé dans I'espace ¥ comme 'ensemble des champs
de déplacements, v vérifiant y;3(v) = 0. Il s’ensuit donc que ¥V, est un sous-
espace fermé de V. La norme induite par celle de V¥ en fait un espace de Hilbert.

Soit maintenant l'espace produit (Hj(®))> x HZ(®); nous définissons
alors une injection j, de

(Ho@))* x H3(®@) 4 Vs,
définie par
Vo € (Hop(®)* x H3®@) v = (v,,v3) = jV) € Vi »

j(v)3 =3, j(v)u =DVy — X3 6403 .

Nous avons clairement les propriétés suivantes :
(i) jest bijective;

(i) j est continue.

Le théoréme des isomorphismes de Banach (Yosida [13]) nous permet de
conclure que j est un isomorphisme et, par conséquent, ¥, peut étre muni
de la norme équivalente associée a I'espace (Hg(®))*> x HE(w).

Etape 2 : Reprenant Péquation (51) ainsi que les équations (62)-(63) que
'on restreint 4 des champs de déplacements de Kirchhoff-Love, nous obtenons
le probléme suivant (nous déterminerons o5 a I’étape 3 de fagon a ce que (61)
et (63) soient satisfaites pour des champs de déplacements quelconques) :

Trouver (6% u®)eZX, x V. telque
Vie Z,, j Gupys OO Tys — J 08 1,5 = 0,
Q Q (65)

Voe Vi ,—J 0% 0,05 = F(v,) + F3(v3).
[¢]
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Nous avons alors la :

PROPOSITION 1 : Sous les hypothéses du théoréme 9 les équations (65) admettent
une solution unique (ceci assure donc l'existence et I'unicité du déplacement (u?)
et du champ de contraintes (cp)). ®

Démonstration : Nous allons appliquer le théoréme de Brezzi [4]. Nous avons,
tout d’abord,

J Qupys Oup Oys = € || Top ||§,,
Q

en vertu des propriétés des coefficients de I’élasticité (ellipticité). Par ailleurs,
nous avons pour tout élément ve Vy,,

j Tup Oulp [ T;; 0V;
Q Q

sup = sup

=2bjv|
el | Tap ”gt tel I Tij ||>5 = L

(en effet, y,5(v) = 0). La derni¢re inégalité résulte de I'inégalit¢ de Korn.
L’étude développée a I'étape précédente nous permet donc de remplacer
i vlly par | vll,,,. Les autres hypothéses du théoréme de Brezzi [4] étant
aisément vérifiées, la proposition 1 est ainsi établie. m

Etape 3 : Nous prouvons ici I'existence et l'unicité du terme c%. Commengons
tout d’abord par c2;.

(a) Posons

+1
Sl(o-’ U) = J‘ < ca3: aSUu >
-1

Ll(v) =j ft;va +Jv o Uy _J Ggﬁauvﬁa
Q ryourl- Q

ot 63y a été calculé a I'étape 2.
Nous avons alors les points suivants qui conduisent & la détermination de
G3

(66)

Point 1 : L,(.) est définie linéaire et continue sur ¥ car

{ L) ! < Zl , { I £ 2 + g llor. uro) T I USB “LZ(Q) } Il v, e s

+3

or
I oy ey < 1oy llye -
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Par ailleurs, L,(v) = 0, Vv € (H¢(®))?, par définition de c¥ (voir I'étape 2).
Remarquons maintenant que (Hg(w))? est un sous-espace fermé de V0. En
effet, si une suite v" € H}(w) et si v" converge vers v dans V7, alors I'égalité
050" = 0 implique d5v = O et, par conséquent, v peut étre identifiée avec un
élément de H,(®). Finalement, nous avons prouvé que L,(.) est une forme
linéaire continue sur V?/(Hj(w))>.

Point 2 : La suite d’inégalités ci-dessous traduit I'invariance de la forme
bilinéaire S(.,.) vis-a-vis des fonctions de (Hg(®))? :

+1
15,00, 7) | =U <oa3,asva>‘
-1

< || 43 Hgg | 030, 220~ 1,100 500
< | Oz llgg || O30, + @) ||L2(]—1,1[;H(‘,(m))
S ” o-u3 ";2 “ va + O)a ”!tﬂ s V(Du EH(}((D) .

Finalement,
|
i S1(o, v) 1 < | Ous “gg | Vg ”(L/y/(ng,(m)ﬂ) s

ou V?/(Hg(w))? désigne I'espace quotient de V2 par (HJ(w))?. La forme bili-
néaire S,(.,.) est donc bicontinue sur I'espace ! x V?/(HJ(w))>.

Point 3 : Nous avons

S,(o, v) S S.(o,v)

ve VOIHL(w))? v H(gg)/(ﬂé(m;)z) ve VP v ”z/p ’

Posons alors

vu = J. Wu(xl’ X2, t) dt s (67)

0

ou w, est un élément quelconque de L?(]— 1, 1[; H}(®)). D’une part, on a

+1 +1
J‘ < Gu3’ a3vu> = J < GQS’ wa > s
-1 -1

et d’autre part,

+1
J‘ <0u37wa>
~1

sup
w, € L2(}— 1,1[;H{(w)) " Wy ||L2(]—1,1[;115(m))

= || Ous3 ”LZ(]—l,l[;H“l(m))'
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Nous avons ensuite, pour v donné par (67)
velVy et |o ||gp < ¢l wll2g- apngen

puisque
030, = woe L*(]— 1, 1[; Hy(w)),

L “ 0,0, + J aﬁu,aﬂuu}
L] o ()

” Wy ”L (1= 1,1 H}(w)) *
x=1,2

et que par ailleurs

+1
Z J Il v, lei{,(m)
a=1,2 -1

N

Finalement
S:(o, v)

Ci|| © .
vs_l_’? u ) “_l_/P = ” a3 “;‘s’

Point 4 : Soit
e (VY /(Hg(@)?)
vérifiant
vieX S(o,v) =0=050, =0,

alors
v, =0 dans V?/(Hj(w)).

Nous sommes ainsi dans les conditions d’application du théoréme de
Babuska [5]. 11 existe donc o? tel que I'équation (62) soit satisfaite, c’est-a-dire

AP
et
Yve ~V? > Sl(cga v) = L,(v).

(b) Posons maintenant

+1
Sy(c,v) = J & G633, 0303 D,
-1

+1
L,(v) ZJ f303 +J g3 U3 _J { o, 030, > -
[¢] ryurl- -1
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Nous avons les points suivants qui nous conduirons a I'existence et a I'unicité
de 695, par le théoréme de Babuska [5].

Point 1 : S,(.,.) est définie, bilinéaire et bicontinue sur 3 x (VI/H(®)).
En effet,

! Sz(c, v) ‘ =

+1 +1
j & 633, 0303 » ‘ < J I o33 lu 2 | 9303 3@
-1 -1

2
< [ o33 syl v3+w; va, Yw; € Hy(0) .

Point 2 : La « coercivité » de S,(.,.) résulte de

S,(o, v) S,(c, v)
SUp =~ g > T
vevyad@ | U lyymae  vevy 10 1lve
+1
) J K o33, w3 »
== sup L
C wyer2q-1,1;H3) || W3 "L’-(]-—l,l[;H(z,(w))
1
= z | o33 ”):9 .

Dans les inégalités ci-dessus, nous avons posé

x3
..I0<Cllwill 2
vy X ClWllLeg-1,1HE ) -

Point 3 : Le résultat de séparation suivant est vrai : soit v € (VI/H®)) et

sinous avons V1 € £$, S,(t, v) = 0,alors d;v; = 0,d’otv = Odans (V/HS(®)).

Point 4 : La forme linéaire L,(.) vérifie
+1
‘ L,(v) § S {I fs e + 1193 ez, oro s llos flvg + j E 6%, 0,03 ) }
-1

soit
| ) i
! Ly(v)| < c{llvs flvg + 1 o liezg- 1,18 1@m2 IV ||Vg 3
Par ailleurs

Yo € HZ(0), L,(v) = J fivs + J g3 03 —
Q

ryurl-

+1
- J (023 003 > + j X3 Ogp Oup03

-1 Q
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(d’aprés (62)). Finalement, nous avons
Yoe Hi(®), L,() =0,

d’aprés la définition de o (équation (65)).

En conclusion et compte tenu des points (1), (2), (3), (4), nous pouvons ici
encore appliquer le lemme de Babuska [S5] qui nous assure I'existence et
Tunicité de o9, dans X9, en tant que solution de équation (63), cest-a-dire
tel que

{ c%exy,
Yoe V3, S,(0,0)=L,v). =

3.2. Convergence de (¢°, u°) vers (¢°, u°)
Nous nous proposons ici de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 10 : Sous les hypothéses du théoréme 9, et lorsque € — 0, nous

avons au sens des topologies fortes :
L2(Q 0 HYQ 0
[ cgﬁ—i—’—»csa,,, A, 0

0.23 L2()—-1,1[;H (o)) (50 80'23 L2(Q) 0,

a3 >
£ L2(]—1,1;H 2(e) 0 2 & L2(Q
O33 O33, 205250, =

Démonstration : Elle est donnée en trois étapes.

Etape 1 : A Taide des équations (51), nous obtenons de maniére classique :

Z Gf,;s |IL7-(Q) + € 2 | o%s “LZ(Q) + ¢’ I 053 “Ll(n) < Cte (67)

I
a,p=1,2 a=1,2
ct

It ey < Ce (i=123).

En effet, en choisissant T = ©° et v = u* dans (51), nous obtenons immé-
diatement

I GZ,; ||§t + €2 f Cap ”(ZLZ(Q))Z + ¢* i 053 ”12‘2(51) <c ‘ Z [ u "H’(Q) .

i=1,2,3

Par ailleurs, de I'inégalité de Korn, nous déduisons de (51) :

I oap s, + €1l Oop l2y + &? || 0%, L2y = ¢ _ 122 s | g -
t=1,2,
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Lestimation (67) résulte donc de ces deux derniéres inégalités. L’équation (51)
qui conduit &

Yo, e VY, Jc§363vu=j jf,vu+f quu—J G Oulg »
Q Q '+ uI'- Q

YoseVy, J0§363v3=1f503+j gs”s—f Og3 0yV3
Q Q rsurl- Q

nous fournit les estimations suivantes :

I Gip HLZ(]—x,l[;H o))

VA

Cte, } (68)

I 053 l2g- 1100 2n te.

La compacité faible des bornés des espaces utilisés nous permet d’extraire des
sous-suites que nous noterons encore, sans confusion possible, (G5p, OL3, %3,
uj), et telles que :

€ L) * € HY(Q) .
Oup Oap > U; uf ;
e,y LG LALH e,
€0,3 X5 Oq3 : ©h, c¥, , (69)

2 ¢ L2(Q) * € L20-1,1[:H *(w)) *
€ O33 X35, G33 O33,

au sens des topologies faibles.

Etape 2 : Passage a la limite faible dans les équations (51). Ceci conduit &

N
Vr,eX,, Qypys Oup 175+J Ayp33 Top Xg‘z—j Oy Ty = 0,
JOQ Q Q

rt+1
0 -~
Vi, eZ, ,— {Ouf + 03uk, 1,30 =0,
v—1
At
0
Vi33€23,— K ouf, 133 » =0,
v—1

~ +1
0 * % A _ .
Vvt € ~Vl > G!XB aav3+J <0-a3a 03va> - J fu vu+J‘ [/
Q -1 Q rsul-

r+1l

+1
Vo, eVy, {o¥; 0,03 >+J K 0%3, 0503 ) = J f3 ”3+J g3 V3.
1 -1 Q Iryul.

J -

(70)
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Remarquons que les deux derniéres équations sont obtenues par passage
a la limite dans (51) aprés avoir restreint v, a V? et v; & V5. Ceci est justifié
par l'inclusion
VWxVial.
D’autre part, en multipliant 'équation (51) par &2, nous obtenons par
passage a la limite :
+1
Vo, e V9, glfr(}j K €2 053, 0303 ) = J X¥05v3 =0,
-1 Q

soit

De la méme fagon, en multipliant (51) par €, nous obtenons

+1
Yo, € V?, limJ { €655, 030, » = j. X* 0, =0,
820 Joy Q
d’ou
x =0.
L’unicité de la solution du probléme (59)-(63) permet de conclure a la conver-
gence faible de toute la suite (c*, u*) vers (c°, u°) = (c*, u*).

Etape 3 : Convergence forte. Posons

— £ (4] - __ £ (1]
Oup = Ogg = Oup> Ui = U; — U

i (N1
0

Cu3 = O3 — Ou3

= 0
G33 = 033 — 033+

Compte tenu des propriétés des coefficients de I'¢lasticité, nous avons

— 2
le , [ Gup ||i2(n) + € 2122 | oas ”12,2(0) + &% | 0% | Z20
a,p=1, a=1,

I — 2 4
< j Qypys Ogp Oyt 2 € J Ay3p3 Og3 Og3 T J a3333 033 033 +
Q Q Q
+2¢* J Ayp33 Ogp 033
o
- f G Oty — J By O +J (O, +03) O + J 0515 oy —
o I I Q

2 0 £
-2 J Q,533 Ogp O33
Q
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= J‘ Oop O,y — J GSB O up + j (O u5+05u7) o553 + J 05U 653 —
o Q Q

Q

- A0 2 0
—{J Guﬁouub +28 Jau‘,“ Gubcg_;}
Q o
_ 0 —
—Jﬁu§+f giuf—-‘[cupauuf,—{fcuﬁauug+
Q rsurl- Q o

2 0
+2e J‘ Gyp33 Oup 033 }
o

or
: 0
llmffiuf‘*‘J giu‘E:inui'i_J g ul
=0 Jo r.our- Q r.ul-
et
=0 Q Q
Enfin, de

0 0 _ 0 0
J GmB auu[} - J‘ j; u; + J giu;
Q Q ryoull-

nous déduisons
li_{% l Eup L2 =0 (0, B=12),
lirré el llizg =0 (@=1,2), (71)

!i_{% g’ | 653 2@ = 0.

La convergence forte des déplacements est alors obtenue aisément a partir
de (71) de l'inégalité de Korn [8] et de I'identité :

0 0
Vte g, ‘[ T 0iu — uj) = J Aupy8(Cap — Oup) Tys
Q Q
2 4
+2¢ J Ay3p3 Oa3 Ta3 + € J a3333 053 T33
Q Q (72)

2
+ € j 4433[ (55 — O2p) T3z + Tup 053]
o

2 0
+ € J‘ A,p33 Ogp T33 -
Q
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Nous obtenons ainsi

2 e <
i=1,2,3

< C{ Y, 1T lLomy+e Y , I 6% L2y +€% | 053 L2 +E? } (73)

o,p=1,2 a=1,

La démonstration du théoréme 10 se termine alors en utilisant les inégalités
suivantes :

+1
J ( Gy3s O30,

-1

s

B ¢ Bus Ise < SUD
sz < SUB 7

+1
J KBy 3305 D
.- p— -1
(i) ¢18ys llg < SUP

22 ey <SP, g

Nous savons en effet que
+1

< 6&3’ @3vu > = - (\ 60([1 auvp s
1 kY

o
1 wae

Yo, € V2, j

et compte tenu de I oy haranz < €l vellyes
nous déduisons de (i) et de (71)

y_{% I Gas ”gg =0. (74)

De maniére analogue, en sachant que

+1 +1

K833, 0303 ) = — f { Gz 0403 ),

-1

Vo, e VY, J

-1
nous déduisons de (ii),
¢ 1333 g < 11 By llzo

ce qui entraine a l'aide de (74) :
lim || 83 llzg = 0. (75)

Le théoréme 10 est alors établi. =
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3.3. Résultat de régularité pour Popérateur limite

Dans ce paragraphe, nous définirons dans quel espace se trouve la solution
des équations (61)-(65) lorsque les seconds membres de ces équations sont
suffisamment réguliers. Nous donnerons également des estimations a priori.
Ces résultats sont nécessaires pour préciser les hypothéses sous lesquelles
les différents termes d’'un développement de (o, u°) en puissance de € existent.

Nous commencerons par un théoréme d’existence général (théoréme 11).
Nous donnerons ensuite (corollaire 11) une caractérisation de Popérateur
limite sous la forme d’un résuitat de régularité.

Nous envisageons le probléme suivant :

Trouver (G,p, Oy3, O33, Uy Us3) € Z, x T2 x £§ x VP x V§ tel que

V1,5 €Z, Qypys Cop Tys — J Top Oully = J Lo Tap » \ (76)
Jo o) o)
rt+1l +1
VTuB € ;S’ < Ta3a aauii + a3ua > = J < Lq3’ 1“3 > ) (77)
v—-1 -1
nt+1 +1
Vi3 € s, & t33, O3u3 » = J &K L33 133 ) (78)
J-1 -1
" +1
Vvu G.I/!os O-rzﬁ aﬁvﬁ + f < Gr_z"h a3va > = - Fa(vm) b (79)
Jo -1
r+1 +1
Yo, e Vs, { Ous, 0303 ) + Jr & ©33, 0503 ) =— F;(v;) ‘/ (80)
J-1 -1

Nous avons le
THEOREME 11 : Si L,y e (L¥(Q)f, L,s € L*(]— 1, 1[; Hg()),
Lyse L*(— 4, 1[; H}(®), F,eH'(- 1, 1[; Hj(@)),
FyeHY(—- 1,1[; H3(@))
(ou X' désigne le dual de X), alors les équations (76)-(80) admettent une solu-
tion unique. En outre, nous avons les estimations suivantes :
I Gup g, + Il Oaz llgg + | 033 llsg + Ity yp + Ntz llvg <
< C{ I LaB H);, + || Lys ”[LZ(]—1,1[:11},(:»))]2

+ ” L33 HLZ(]_I,I[;H(Z)((A))) + “ F:x "[H‘(]—l,l[,Hé(m))z]‘
+ 1 F3

(81)

|[u'(]- 1, 1[HE @)Y } . [ |
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Démonstration : Nous la donnons en 3 étapes.

Etape 1 : De (71) nous déduisons

X3 1 +1 X3
Uy = Uz + J‘ Ly — EJ‘ f Ljs (82)
-1 -1 J-1

ol u; est une fonction quelconque de H3(w), et de Lyy € L2(J— 1, 1[; Ho(®))
nous avons us € H(J— 1, 1[; H3(®)). De (77) nous déduisons

ua=yu_x36my3+u5=ﬁu+u:’ (83)

ou u_ désigne une fonction quelconque de H2 (o) et ol nous avons posé
Za 0 p

X3 1 +1 px3
US’:J Lss‘i( J Lj;

-1 v-1 1 (84)

X3 1 +1 X3 X3 1 +1 X3
u:':j LuS_EJ‘ J LuS_J amu§+ij J 3au§.
-1 -1 -1 -1 -1 -1

Etape 2 : De (76) et (83), nous déduisons
(]
Vi€ 20 f Qapys Cop Tys — j Tup Oully = f (Lop + Outtp) Top (85)
Q Q Q
et si nous restreignons v a V, dans (79) et (80), nous obtenons

Vv e Vi, J Oup Ou0p = — Fy(v) — F3(v3), (86)
Q

et lexistence et 'unicité de (o, u) s’obtiennent a 'aide du théoréme 9.

Etape 3 : Nous posons T = o et v = u dans (76)<(80). Nous obtenons (en
omettant d’indiquer les normes car elles sont évidentes) :

| Oup ”)2;: <C{| L, I\§t + I Lys |11 043 ”g? + I Las Il o33 llzg +
+ A F Ml ogllye + I Fsll-lusllvg}. (87)
Mais, de (79) et (80) nous déduisons (¢f. théoréme 9) :

+1
j < Gy3» aSUa >
H 0-(13 ”gg g C Sup -1

v, V? g llve

+1
J & ©33 0303 D
| 033 llsg < C sup =—

vzeV§ I vs “V‘,’

SC{IF, |+ llogls}
(88)

SC{IFsll + 1l 0ulige}s
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et finalement, en utilisant I'inégalité de Korn bidimensionnelle et les relations
(82)-(83)-(84)-(85) et (87), nous déduisons le théoréme 11. =

Dans la suite de ce chapitre, nous ferons ’hypothése que les coefficients
de la loi de comportement vérifient :

aijkl(xla Xy, X3) = aijkl(xb X3 — X3).

De plus, pour donner une forme explicite aux forces appliquées, nous sup-
poserons que F,(.) (resp. F4(.)) peuvent sécrire :

Fa(va)=—”ﬁ‘va+f gava},F3<v3)=—“f3v3+J gavs},
Q | QFERVE g Q s url-

ou f,e LA(]— L 1[; H Yo)) et g,€ H' "}, u I'_) (respectivement
frel*(— L1; H *®) et g;eH 3, uTl.).
Les coefﬁciejnts a;;, et la frontiére de o, soit y, sont supposés aussi réguliers
que nécessaire.
COROLLAIRE 11 : Si Lge L*(]— 1, 1[; H'(w)),

LaeL*(1—-1,1[; H @) n Hi(®)), LiseL*(1-11[; H " *0)n H}®)),
fieL(1-L1[; H Yo), fiel*(-11[;H  *o),
eH I, uTl.), gseH X[, uTl),
ou r = 2 (pour simplifier les écritures, mais le résultat est vrai si r = 0), alors
cmﬁ € LZ(] - la 1[ > r(m)),
O € L¥(— 1L, 1[; H Yo), osy€Ll’(]— 1, 1[; H *()),
u,e HY()— L, 1[; H" Y(®) n H}(®)), use H(]— L, 1[; H " *(®) n HZ(w)),

et de plus, on a les estimations suivantes :

I Gap lle2g- 116070y + I Oas lL2g-1,1087 10y + 1 O35 lL2- 115872y
+ g lrg-11par+wep + 183 -1 1pm+ 2
< C{ I LaB ||L2(]—x,1[:H’(o>)) + 1 L3 ||L2(]—1,1[;H"*1(m)) +
+ |l L3; lL2g-1,187 20y + 1| Ga lar ryorl-)
+ 193l xry ooy + 1 fallzg-1p8 101
+ 1 5 lleg-1apmr 2en )
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ou (o, w) (resp. (L,,, F) désigne la solution de (76){80) (resp. le second membre).
Dans le second membre de ['inégalité ci-dessus, il y a sommation sur les indices
o et B =

Démonstration : Nous savons déja (cf. (84)) que uf et uf satisfont les appar-
tenances énoncées dans le corollaire 11. Revenant aux équations (85)-(86)
nous obtenons, compte tenu des hypothéses faites sur les coefficients g,
que u, et us (cf. (82)-(83)) sont respectivement solutions de

+1 +1 +1
- ap([ agpia) Yyot) = j fotgd +9. + 5«(J am—ﬁié(LyS + sz(up))) (85),
-1

-1 -1

/r+l

+1
+aau\J x3 ao?ﬂio) Oys U3 = J fs+95 +95 + 0498 — g5)
-1 -1
+1 +1
+ j X3 a:x.f:x - aaﬁ(J X3 aa_ﬁib(Lyb + YYB(uP))> - (86)2
-1 -1

En utibisant les résultats de régularité des systémes elliptiques (cf. Necas [7],
p. 260 et Geymonat [16]), nous déduisons les estimations du corollaire 11
pour u,, G,p €t u; (dans les expressions ci-dessus, a ., dénote Iinverse de
Poperateur a,p,; qui applique 'ensemble des matrices 2 x 2 dans lui-meme).
De l'expression explicite de o4

X3 3 + - +1 +1
A 9o — Ya 1 1
I
-1 _ 2 2 _ 2 - pop

nous déduisons les résultats énoncés concernant c,;. De la méme fagon, de
I'expression de G55

X3 X3 g+ _g_ 1 +1 1 +1
033—"——[ fa‘[ au0a3+_3—2_i+-2_J f3+'z'f 0,043
-1 v—1 -1 -1

nous déduisons le corollaire 11. m

3.4. Calcul du terme (62, u?)
a) Nous ferons, dans ce paragraphe, ’hypothese suivante :
opelX— L1[; H}w),

o e L¥(]— 1,1[; H'(0)), (89)
o, e L*(Q).
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Ceci nous permettra de calculer (62, u?).
En utilisant le corollaire 11, il apparait que (89) est satisfaite dés que

foeL’(- L1[; H(0), g,eH',uT.),
f,eL¥Q), gseLl’(l,uTl.).
Alors (o2, 4?) sera déterminé en tant quunique solution du systéme d’équa-

tions obtenu en identifiant les termes en & dans les équations tridimension-
nelles ot I'on remplace (c°, uf) par (c%, ) = (c°, u®) + €(c?, u?) + etc.

2 2 _ 0
Tap € X J Qupys Oap Tys — J Ogli Tup = — f Gyp33 O33 Tap »
Q Q o
rt+1 +1
0 2 2
To3 € Zs,  Tyzs Opti3 + O3ty ) =2 { Gy3p3 Og3y Tps »
Jv—1 -1
rt+1 +1
0 2 _ 0
T33 € X3, & 133, O3u3 ) = J K Bup33 Ops T33 ) » (90)
Jv—1 -1

~ +1
(0] 2 2 A

vaeyr’ Guﬁ aaDB + J‘ <Gm39 03Urx> = Oa

JQ -1

! +1

vye Vs, 02,003 + J « 0330303 » =0.

-1

J—-1
Nous avons, tout d’abord, le

THEOREME 12 : Sous I'hypothése (89) les équations (90) admettent une solu-
tion unique dans un espace plus grand que T, x L% x £3 x V? x V3. Cet

espace est noté £ x L2 x £ x W2 x W3, avec

+1

W2={v=(@)e H'(-1, 1[; H'(®)) : j Uo(Xy, X5, t) dt=0p.p. sur vy }

-1

+1
Wi={v=@;)e H'(-1, 1[; H*(®)) : J U5(xy, X5, 1) dt=0pp.sury}. m
-1
Remarque 7 : Avec les hypothéses supplémentaires
opeL*(— 1,1[; Hi(w), o1
cd e L*(]- 1,1[; Hi (),
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Punique solution de (90) est en fait telle que
(u)elV? et u;eVy. =
Démonstration du théoréme 12 : Reprenant la premiére étape du théoréme 11,

nous avons (avec les mémes notations) uf € W9 et uf € W?. La preuve se
termine alors comme au théoréme 11. m

Dans la suite, nous noterons u?* la solution particuliére u” associée a u?.

Le terme u* que nous venons de déterminer ne satisfait pas les conditions
aux limites voulues. Nous sommes donc amenés & modifier la définition du
terme (G2, u®) de telle sorte que les conditions aux limites soient satisfaites.
Remarquons néanmoins que, dans le cas d’une plaque simplement appuyée,
le terme (o2, u?) précédent satisfait les bonnes conditions aux limites, et dans
ce cas, aucun correcteur n’est nécessaire pour obtenir une estimation d’erreur,
comme nous l'avons montré au § 2.

3.5. Estimation d’erreur

Nous allons donner Pestimation d’erreur entre la solution du probleme
tridimensionnel et celle du probléme limite. C’est avec le théoréme 7, le résultat
essentiel de cet article.

THEOREME 13 : Sous I'hypotheése f, € L*(1—1, 1[; H'(0)),gF e H'(T, v T_),
fre L¥(Q), vy e LA, uT_), on a les estimations d’erreur suivantes :

e/t
/s,
e, (92)
/e,
/e,

ou ¢ désigne une constante positive indépendante de €. =

f 0'3;3 - 0'35 ”le)

| o5 — o lL2g- 1168 2p
| 055 — o33 lLeg-1.100 2wy
&l 0% I+ &% 1l 053 llLag

” u - uO ”Z

INCINCINININ

Démonstration : Commengons par rappeler un résultat de base en théorie
de la couche limite, donné par J. L. Lions [9], p. 126.

«Si ¢ désigne une fonction de H'(w), pour tout A > 0, il existe @q(}) et
@,()), éléments de Hy(w) et de H'(w), telles que

¢ = @oA) + (010») sur ,
|| (po()\’ ||H‘(m) f ” ¢ ”H‘(m) s

” 0,(2) ,Lz(w) < C\/X | @1l -»
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A T'aide d’une démonstration calquée sur celle de J. L. Lions, on montre que,
pour toute fonction ¢ de L*(]— 1, 1[; H*)), et pour tout A > 0, il existe
deux fonctions @y(A) et @,(A), éléments de L*(J—1, 1[; H(w) n H*(®)) et de
L*(— 1, 1[; H*(w)), telles que (H*w) n’est pas indispensable)

¢ = @A) + 9,(V),

| @o() ’LZ(]—l,l[;H'(mn < ﬁ [0 l2g- 11000
” ¢, ||L3(Q) < C\/X o ”LZ(Q) .

Appliquons ce résultat au tenseur cjg. Sous les hypothéses du théoréme 13
nous avons montré que o0y € L*(]— 1, 1[; H*(w)). 1l existe donc deux ten-
seurs, soient oy et oy, éléments de L*(]— 1, 1[; Hy(®) n H?*()) et de
L*(3— 1, 1[; H*(w)), tels que

o _ 00 01
Gaﬁ - GuB + 0-::(B

c
00
I Oap li2g-1,100 @), < 7>
7
01
1 0% e <ee.
Définissons a priori une solution particuliére de I'équation
2 __ 00
0303 = G,533 Oyp

par

X3
2 00
U3 = J‘ Q,p33 Ogp -
-1

Compte tenu de ce que o5 s'annule sur 'y, 'élément v3 ainsi défini est bien
dans Pespace V des fonctions de H'(Q) qui s’annulent sur T,
Enfin, nous utilisons les variables d’écart suivantes :

éhl

— € 0
= G“B - 0-“[3’

I — 0
a3 = Og3 = Cq3,

al

— o 0
G33 = O33 — O33,

- .t 0

Uy = Uy — Uy,

Uy =uy —ul —e?v3.
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Nous avons alors

C{ I Eozﬁ l])zi, + ¢ | Gus H(ZL-'(Q)V’ + ¢* | G313 Eli"(ﬂ)}
< a,(G, G) + €2 a,(G, T) + £* 0,(T, B)
= a,(0%, G) + €2 a,y(c%, G) + £* a,(c%, T) — ay(c® T)
— €2 a,(c% B) — £* a,(c°, T)
= — B, ) + B(G, u°) — ¢* a,(c° 5)

(0%, D) + € B, od) + € J 5, 0,03
Q

— 2= 2
< — B, u) + ce | Gyu3 “(L-’(Q))—; Il 9,3 202
+ ce’ | Gy llxey e+ | 02.61 s, }

— 1
< — B(c%m) + B(c® ) + c£? | 5,5 lL=@p- {7}
€

+ ce? || B33 L2 {\/g}

32 ) = 52 | =
ce” | S, ”(Lz(ﬂ))i + ce”! | G313 “Li(sz) s

N

et finalement, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

(1) [ G.p llﬁ, + ¢ | G, ”(ZL-‘(Q))—' + € Gy “12}(9) < cE.

Par ailleurs, de

— B(t,w) = — B(1, u*) + B(t, u°) + &% B(x, v?)
= ao(0%, 1) + €2 ay(0%, 1) + £* a,(c%, 1) — ay(c®, 1) + €2 B(t, v3)
< (Il Oap Iz, + € Gz llrz): + e Gi3 ||L2(n)) | T ||§+ e’ |t lis

et en utilisant I'inégalité de Korn sur Q, on obtient :
@ fuly < de*? + G iz + €1 Bus Iz + e? || G, IL2@) -
Finalement, a Taide de (i) et (ii), nous obtenons
I 6&3 ”gt + el G, lizay: + e | [ “LZ(Q) + | u “y < C\/g,
d’ou nous déduisons, par I'inégalité triangulaire :

I GZB - 52;3 HE, + e o5 ”(L—'(Q))»’- + € | o%3 ||L2(Q) + llu ”1« < C\/‘;-
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Pour terminer la démonstration du théoréme 13, il suffit de reprendre les
estimations obtenues a I’étape 3 du théoréme 10 :

0
| 053 — Oa3 liezg-1,1060 vz < €|l Oop — 02;3 ||gz

o 0 '
[ 6% — 033 lle2q-1,100 2ep S € iz — O3 liw2g-1.100 1wy~ W™

4. CONCLUSION

Nous avons comparé dans ce travail les solutions des modéles bidimen-
sionnels et tridimensionnels de plaques. Nous avons trouvé en particulier
que Papproximation est meilleure dans le cas de plaques « simplement sup-
portées » (§ 2). Dans le cas encastré (§ 3), nous avons mis en évidence un
phénomene de couche limite au voisinage de la frontiére latérale de la plaque.
Seule la prise en compte de cette couche limite a I'aide de fonctions correc-
trices permet d’améliorer I'approximation du modéle tridimensionnel (6}, [17].

L’étude que nous avons développée ici peut s’étendre a d’autres problémes
de plaques correspondant a diverses conditions aux limites sur I'j.

On obtient aussi des résultats analogues pour les coques, mais avec des
difficultés supplémentaires liées a la courbure de la surface moyenne [6].
Enfin, par la méthode exposée ici, P. G. Ciarlet et S. Kesavan [18] ont étudié¢
la dégénérescence des modéles de plaques en vibrations.
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