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METHODES D’ELEMENTS FINIS QUASILINEAIRES
EN DEPLACEMENT POUR LETUDE
DE MILIEUX INCOMPRESSIBLES (*)

par Vitoriano Ruas

C.V.Communiqué par P. G. CIARLET

Abstract. — When incompressible fluid or elastic problems are approximated by finite element
methods of displacement-pressure type, the question of obtaining well-posed discrete problems leading
to convergent approximations is a delicate one. To achieve this aim, the space of approximate dis-
placements is often excessively enlarged by comparison to the space of approximate pressures. In
this paper, we propose the use of simplicial finite elements with a non-symmetric structure with respect
to the barycenter of the simplex, which allow a substantial reduction of the displacement space with
respect to the pressure space, yet which preserve optimal convergence properties as well as the uncoupl-
ing of the components of the displacements in the solution of the problem.

Résumé. — Lors de I’approximation par la méthode des éléments finis de type déplacement-
pression de problémes de fluides ou d’élasticité incompressibles, la question d’obtenir des problémes
discrets bien posés, conduisant a une suite d’approximations convergentes est particuliérement
délicate. C'est pour cela que cette exigence est assez souvent satisfaite en enrichissant excessivement
I’espace de déplacements approchés, par rapport a ’espace de pressions choisi. Dans cet article on
considére une méthode d’éléments finis simpliciaux, ayant une structure asymétrique par rapport
au barycentre du simplexe, permettant de réduire autant que possible I’espace de déplacements par
rapport a ’espace de pressions, de fagon d ce que des propriétés de convergence optimales, ainsi que la
possibilité de résoudre le probléme par découplage des composantes du déplacement, soient préservées.

Notation

Q étant un ouvert borné de R, n = 2 ou 3, de frontié¢re I', pour tout ouvert D
contenu dans Q, on dénotera par || . |, p, | - lmp €t (-, «)mp I€SPectivement,
la norme, la semi-norme et le produit scalaire habituels [1] de I'espace de
Sobolev H™(D), avec H%(D) = L?(D), et les modifications évidentes, lorsqu’il
sagira de [H™(D)], 1e N, 1 > 0. Lorsque D est le domaine Q lui-méme, on
supprimera cet indice.

Pour tout espace de fonctions V définies sur D, V désignera I'espace de champs
a n fonctions, dont chaque composante appartient a V.

On dénotera par x.y le produit scalaire euclidien de x, y € R!, ot en général |

(*) Regu en février 1982. )
(*) Departamento de Informatica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro, 22453 Rio
de Janeiro, Brésil.
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162 V. RUAS

sera €gal a n dans le cas de vecteurs x et y de R" et a n? dans le cas de tenseurs
x et y de R"*". La norme associée a ce produit scalaire sera dénotée par | . |.

L3(Q) est le sous-espace de L%(Q) des fonctions f telles quej fdx = 0.
Q

1. INTRODUCTION

Le but de cet article est d’étudier une classe d’éléments finis simpliciaux
introduite dans [16], pour la simulation numérique du comportement de
milieux incompressibles. La caractéristique fondamentale de ces éléments est
leur structure asymétrique par rapport au barycentre du simplex. Ceci permet,
entre autres, d’approcher la condition d’incompressibilité dans I’espace de
déplacements choisi, de fagon plus précise que pour les méthodes mixtes
classiques, alors qu’on peut établir des résultats de convergence comparables.
Notons que cette propriété d’approximation reste vraie, méme lorsque la
condition d’incompressibilité est non linéaire, comme dans le cas de matériaux
incompressibles en régime de grandes déformations. Ce dernier cas, par ailleurs,
a fait ’objet du travail [18] et maintenant nous nous intéressons en particulier
a l’analyse de convergence pour certains de ces éléments asymétriques, dans le
cadre de l'approximation des problémes linéaires, qu’on peut poser de la
mani€re suivante :

Q étant le domaine de R", n = 2, 3, de frontiére I', occupé par le milieu a
étudier, on veut trouver u minimisant sur un ensemble W, une certaine fonc-
tionnelle d’énergie E(v) qui dépend d’un champ de vecteurs v défini sur Q, sous
la contrainte H(v) = O p.p. dans€), Vve W.

Dans un grand nombre de cas intéressants, aussi bien en Mécanique des
fluides que des solides, on a H(v) = div v, et la contrainte en question est la
condition d’incompressibilité linéaire qui s’écrit donc :

divy =0 p.p.dans Q. (1.1)
C’est cette contrainte qui interviendra dans les problémes qu’on va traiter.

Remarque : En élasticité non linéaire, lorsqu’il s’agira d’un régime de
grandes déformations on aura H(v) = J[x + v(x)] — 1, J(w) dénotant le
Jacobien de w. Si les déformations sont petites, comme c’est le cas de Iélasticité
linéaire, cette expression peut étre simplifiée et devient (1.1). [

Afin de mieux s’orienter vers les résultats essentiels qu'on peut obtenir avec
les méthodes d’¢léments finis que nous allons étudier, on considérera 'approxi-
mation de deux problémes modéle ou E est de la forme suivante :

E() = 3a(5 ¥) — L (1.2)

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ELEMENTS FINIS QUASILINEAIRES 163

aveca : V x V> Ret LeV’, V étant un espace de Hllbert de champs de
vecteurs définis sur Q, tels que :

W ={v/veV,divy =0pp.dans Q} .

Pour chacun des problémes modéle, le choix de a, L et V est respectivement :

1) Probléme de Stokes stationnaire

a(y, v) = (Vu, Yv), (1.3),
L(v) = (f, V)o, feL?*Q)donné, et (1.4),
V = HO(Q) . (1.5),

2) Le probléme de I’élasticité linéaire incompressible
a(y, v) = (g), &(v))o » (1.3)

1/0v, ov,
ou ¢ est le tenseur de déformations défini par g;(v) = 3 (5}—' + 5x—’> s
~ ; .

L(v) = (f, v)o + (g, Vor,, feL*Q)donné, (1.4),
ou I'; est la partie de I sur laquelle agissent des forces surfaciques ge L3T,)
donnees I'y#T,et

=i{v/veH1(Q), v=0 sur Iy}, (1.5),

oulyestlapartiefixéedeI',avecI'y n [, = @ etmes(I"y) # O.

Remarque : Pour le probléme de Stokes on peut considérerqueI' =Ty u I'y
avec, = 0. [ |

Notons que pour ces deux problémes, la solution u satisfait respectivement
aux équations suivantes (voir p. ex. [20] et [12]) :

r —Au —Vp={f dans Q
(#2,){divu =0 dans Q
u=20 sur I
:—Ag—szt; dans Q
divu =0 dans Q
) ewan+pn=-g su T,
J:l =0 sur Iy

ou n est le vecteur normal unitaire extérieur a I',.

vol. 17, n° 2, 1983



164 V. RUAS

Dans les deux cas p est un champ de pression a déterminer, associ€ a u,
qui a son tour est un champ de vitesse dans le cas de (#,) et un champ de
déplacements dans le cas de (£,). p est définie de maniére unique pour (2,)
pourvu que mes (I';) # 0. Lorsque mes (I';) = 0, p est définie & une constante
additive pres.

Nous allons considérer des méthodes d’approximation qui s’appliquent
aux formulations mixtes des problémes (2,) et (2,), dans lesquelles on s’af-
franchit en quelque sorte de la contrainte (1.1) par dualisation. Ceci est fait
de la maniére classique, a ’'aide d’un multiplicateur de Lagrange appartenant
a un espace Q, qui n’est rien d’autre que la pression.

On sera ainsi amené & déterminer le point-selle (u, p) € V x Q du Lagran-

gien & défini sur V x Q, par

Z(v,q) = E(v) + by, q)
ou

b(y, a) = (& H(Y)o (1.6)
et

Q=L3Q) si mes(I';)=0 et Q=L%Q) si mes(I';)) #0. (1.7)

Notons que pour la forme de E donnée par (1.2), (1.3) et (1.4), la détermina-
tion du point-selle de ¥ équivaut a résoudre le probléme suivant :

Trouver (u, p)e V x Q tel que
@) a(w, v) +byv,q =L(y) veV
b(u,q) =0 qeQ.

Pour (#2,), a, L et V sont donnés par (1.3), (1.4); et (1.5);1 = 1, 2, alors que
b et Q sont définis par (1.6) et (1.7), respectivement.

La formulation (2') des problémes (2, ) et (2,) conduit tout naturellement a
des méthodes d’éléments finis mixtes d’approximation. On va donc intro-
duire deux espaces d’approximation V, et Q, de V et Q, respectivement. Ceci
étant, I'article se présente de la mani€re suivante :

Dans la Section 2 on définit de maniére abstraite le probléme approché et
on donne des résultats de majoration de I'erreur d’approximation des points-
selle associés aux multiplicateurs de Lagrange, qui prennent en compte le cas
ou on utilise un espace non conforme pour la variable primale. Ceci parce que
on considérera de tels espaces pour le cas tridimensionnel. Dans la Section 3,
on introduit les méthodes asymétriques d’approximation, dont une étude de
convergence est faite dans la Section 4. Enfin on conclut dans la Section 5
avec quelques remarques.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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2. APPROXIMATION DES POINTS-SELLE NON CONFORME POUR LA VARIABLE
PRIMALE

On se donne deux espaces de Hilbert V et Q avec normes dénotées respecti-
vement par || . || et |.[. On représente par L(v) le produit de dualité de Le V'
et ve V, par G(g) celui de Ge Q' et g€ Q et on dénote par (., .) le produit
scalaire dans V auquel la norme || .|| est associée.

Soit deux formes bilinéairesaetbaveca: ¥V x V > Retb:V x @ - R.
On suppose qu’il existe des constantes strictement positives A, a, B et  telles
que :

awv) SAlul vl VuveV 2.1

ap,v) = afv|? YweV (2.2)

bv,q) < B vllgl YveV, 6 VgeQ 2.3)
pRdspa e

cette derniére condition étant connue sous le nom de condition de Brezzi [3].

On sait [3] que sous ces hypothéses, pour L € V' et G € Q' données, le pro-
bléme de trouver (u,p)e V x Q tel que :

( a(u,v) + b(v,p) = Llv) WweV
n
{b(u, q) = G(q) VgeQ

admet une solution unique.

On va s’intéresser maintenant a I'approximation de (1) moyennant l'intro-
duction de deux familles d’espaces de dimension finie (V,), et (Q,),, appelées
a approcher Vet Q avec Q, = Q mais ¥V, ¢ V Vh. On suivra essentiellement la
démarche de Thomas [21] pour le cas conforme, soit le cas ou V, « V. ¥Yh.

Soit donc deux formes bilinéaires a, et b, avec a, : V,, x V, > Ret b, :
Vi x Oy = R, les deux formes étant définies aussi sur V x Vet V x Q
respectivement, de telle maniére que :

a,(u,v) = a(u,v) VYu,veV.
by(v,q) = blv,q) YweVetVqeQ.
On munit V, d’un produit scalaire (., .), avec norme associée | . ||, et
on fait hypothése suivante :

vol. 17, n° 2, 1983



166 V. RUAS

JA4*, o*, B* et B,, constantes strictement positives telles que :

ap(up, v,) < A*|uy Iy loy Il VupvpeVy + V (2.1),
a, (Vg vy) = o* || vy, |17 Vo, e Vy (2.2),
bV gn) < B* || vy lip Il Vo,eVy et Vg, eQ  (2.3),
by, (vhs )

Su T > By Jan! Vg, € Qn (2.4),

vneVi || Uy Iy
cette derni€ére condition étant la condition de Brezzi discréte.

Notons que, tout comme B,, 4*, B* et a* peuvent dépendre de 4. Cependant,
dans les applications qu’on va considérer, ces trois constantes seront indépen-
dantesde h.

Sous ces hypothéses, si L, est une forme linéaire continue sur V', qui approche
L, comme pour le cas de (), le probléme approché de trouver (u,,, p,) € V, X Q4
tel que :

( {ah(uh’ Uy) + by(y Py) = Lu(vy) Vo, €V
" by, (uy, ¢w) = Glagy,) Vg, €Qy -

On supposera que la norme || . ||, est définie sur V aussiavec || v ||, = || v |
Vv e V, et on s’appliquera a trouver des majorations de l'erreur || u — u, ||, et
Jp — pul. Pour ce faire, on introduit d’abord les variétés linéaires suivantes :

US ={veV/NgeQ, bl,q) = Glq)}
Uy = { vn € Vi/Vay € Oy, by(vn, 4) = Glan) }
et les espaces
U={veVNgeQ,blv,q) =0}
Uy ={v,€V/Vg, €0y, b,(0y,q,) =0} .

Avec ces définitions, il est clair d’apres la formulation de (r) et de (m,) que
ueU,u,eU,etquelona:

a(u,v) = L@v) WweU 2.5)

a,(uy, vy) = Ly(v,) Vo, e U, . (2.5),

On va d’abord chercher une majoration pour | u — u, [|,. Soit donc

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Wy, = U, — Uy, OU vy, est un élément quelconque de V. On a w, € U, et on peut
écrire :

ay(Wh Wh) = 2,y — vy +u — U, W) =
= ay(u — vy, wy) + a,(uy, wy) — a,(u, wy)

= ay(u — vy, wy) + Ly(wy) — by(wy, p) — by(wy, pr)
+ bh(whs p) - ah(u’ Wh)

d’ou, d’aprés (2.1), et (2.2), :
o* || wy, “12, S A% u — wylly | wy Il + bWy, p — py) +

+ Ly(wy) — ay(u, wy) — by(wy, p) .
Comme by (wy, pp) = by(wp, g,) = 0Vg, €@, ona :

A* | bWy, P — g4) |
w < — -
o < S lw = ol + =

+

+ | Ly(wy) — an(u, w,) — by(wy, p) |
o* || wy lls

En posant :
Eyp(u, p, wy) = Ly(wp) — a,(u, w,) — by(wy,, p) » (2.6)

en appliquant Iinégalité triangulaire et en majorant | by(w,, p — q,) | par
(2.3),, on obtient enfin :

1 A* . f
Uu—u < + — n u— +
I n ln < *> on cUB I b lIn

B* . En(u, p,w
+ — inf p — qh[ + sug M
o™ vheUn wheVn  o¥ ” Wy ”h

(2.7)

Cherchons maintenant une majoration semblable pour |p — p,l.

On a Vg, €Q, et Vo, eV, :

by Pn—4n) = Lu(vy) —ay (4, v4) —~ by, )

= Ly(vy) —ay(u—u+u, v,)—b,(vy, g, —P+p)

= Ly(vn) —a, (4, v,) — by (vy, )+ 2y (u— 1y, v,) + by (05, P—3n)
vol. 17, n° 2, 1983



168 V. RUAS
d’ou
b, (Vs Pn — 4n) < E,(u, p,vy)  ay(u — uy, vp) + by(vy, p — qs)
I on lln Sl Up ln | vn [ln

Vo,eVy,.

Mais d’apres (2.4),, (2.1), et (2.3), on a :

- Ey(u, p, wy)
BuIPn — anl < A*lu —uylly + B*|p — qul + sup [ Enlw, 2, wy) |

I wi lIs
d’ou en déduit enfin :
A*
Ip—p < =lu—ul,+ A mf Ip — ql +
Bh Bh dh € Qn
1 l Eh(ua Ds wh) l
+— sup ————* . (2.8
Bol, T &Y

Maintenant en faisant des modifications évidentes dans un Lemme di a
Thomas [21], afin de tenir en compte I'indexation par h des formes a et b et de la
norme | . ||, on peut s’affranchir de la restriction de Fappartenance de v, a
U dans la majoration (2.7), avec le résultat suivant :

LemME 2.1 :Si(2.3), et (2.4), sont vérifiées, on a la majoration :

inf IIu—th[h\<1+——) inf u—o,l,. .

vh€ Un Bh vh€Vn

Ce lemme et les majorations (2.7) et (2. 8) nous permettent de déduire aisément
le résultat suivant :

THEOREME 2.1 : Sous les hypothéses (2.1), ~ (2.4),, il existe des cons-
tantes C indépendantes de h (*) telles que, si (w,, p,) est la solution de (m,) et
(u, p)de(n),ona:

[ u— u, ||h<cl:< BT,)J?& u—wv,ll, +

+ mfjp—q,,[-{- sup M] 2.9)

an€Qn WheVn | Wy lin

(*) Ici comme partout ailleurs dans ce travail la lettre C indexée ou non sera utilisée pour
désigner les diverses constantes indépendantes du paramétre de discrétisation h.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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1
JP—Qh[so[B_hHu"“h“h‘f'

+ (1 + Bi> inf Ip — g + ~ sup '—E—"(—“l’w—")'] (2.10)
h

4n€Qn By whe Vi I wy

ou E,(u, p,w,) est donné par (2.6). [ ]

Remarquons que E, s’annule identiquement lorsque V,, < V et L = L,,
et que dans ce cas (2.9) et (2. 10) deviennent les majorations classiques pour les
méthodes d’¢léments finis mixtes conformes [21].

Maintenant on va appliquer ces résultats aux problémes (2,) et (2,).
Pour les deux cas la norme | . || devient | . |, et |.[ devient | . |,, alors que
G =0.

Soit G, une partition de Q en éléments finis de diamétre maximal égal a h
qui, outre les régles classiques d’assemblage, satisfait a certaines conditions
spécifiques aux problémes et méthodes qu’on considére dans ce travail, et qui
seront précisées dans la Section 3.

Les espaces V, et Q,, seront ainsi V, et Q,, espaces de champs et de fonctions
réguliéres sur chaque élément K de G, ol Q, = Q. Maintenant, si v, x e H' (K)

Vv, € V, et VK € G, on pose pour (2,) et (2, ) respectivement :

ap(y V) = ) (Vup, Vidox VU vh€ Vi (2.11),
KeTGn

2,y Vi) = Zﬁ (e(un) ok VU Va€ Yy, 2.11),
KeBn ~

alors que pour les deux problémes on aura :

b (Vi Qn) = KZ (div vy, Qplox  VVn € Vy et Vg, € Q. (2.12)
€ 'Eh

On supposera d’autre part que 'on définit bien un produit scalaire (., . ), sur
V aussi bien dans le cas de (2,) que dans celui de (2,), par :

(U Voo = 23n(Up Vi) (2.13)
ou a, est donné par (2.11),.

Dans ce cas, la norme || . ||, de V, sera donnée par 'expression suivante :

1/2
IV lln = [ 2 v l%,x] : (2.14)

KeGh

vol. 17, n°® 2, 1983



170 V. RUAS

Notons maintenant que mémesi V, # V, L est définie sur V. On peut donc
se passer de forme linéaire approchée L, et, en tenant compte des défini-
tions(2.11),(2.12)et(1.4),dea,betL,i = 1, 2, le probléme (rn,) est 'approxi-
mation (#,) de (') (donc de (2,) et (2,)).

(Z}) consiste donc a trouver (u,, p,) V, x Q, tel que :

(@) {ah(‘lm Vi) + By(Vp Pn) = L(Vn) VVn€Vy
" b, (4 Gn) = 0 Vq,€Qy -

Notons tout de suite que, d’apres les définitions (2.11); et (2.12), et pourvu
que | . [l, donné par (2.14) soit effectivement une norme sur Vy, (2.1),, (2.2),
et (2.3), sont trivialement satisfaites. Il restera donc a vérifier (2.4), pour
chaque V, et Q, choisis, afin de pouvoir appliquer les majorations du Théo-
réme 2. 1. Notons également que dans (2.9) et (2. 10) les deux premiers termes
du second membre s’estiment de fagon classique en théorie de 'approximation,
alors que, s’il y a liey, il restera a trouver des majorations convenables pour le
dernier terme, dit de non-conformité, de fagon a s’assurer de la convergence
lorsque h tend vers zéro.

3. LES ELEMENTS QUASI LINEAIRES ASYMETRIQUES

On supposera désormais que 2 est un domaine polyédrique et quesiI';, # 0
pour n = 3, T, nT, est un ensemble de lignes polygonales de R>. Nous
supposons également que toute partition G, est construite de telle maniére
que, aussi bien I'; que I',, peuvent étre représentés en tant qu’union de faces
d’éléments de G,

Soit maintenant hy le diamétre de la sphére circonscrite et pg le diamétre
de la sphére inscrite dans I’¢lément K, K € G,. On pose h = 11(11%)‘(‘ hg et :

¢, = min Px
b Ke®n hy

et on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que c, > Vh, ce qui revient a dire que
{ G, }, est une famille de partitions réguliéres au sens classique.

Pour chaque G, on définira Q, comme étant I'espace de fonctions q, qui
sont constantes sur chaque élément de G, et qui de plus satisfont a la condition

f q, dx = 0, simes (I';) = 0. On adoptera comme convention que les degrés
Q

de liberté de Q,, sont les valeurs de la fonction au barycentre G des €léments
de G,.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ELEMENTS FINIS QUASILINEAIRES 171

‘Maintenant, on définit V, comme étant I'espace de fonctions dont la res-
triction sur chaque simplex K € G, appartient a un espace P, défini comme
suit :

Soient S, les sommets d’'un simplex K € G,,i = 1, 2, ..., n + 1. Tout d’abord
on attribue a K une face privilégiée, a savoir la face opposée au sommet S, . ;.
Cette face sera appelée la base B¥ de K et les faces FX opposées aux sommets S;
pour i = 1, 2, ..., n seront appelées les faces latérales de K.

Soit maintenant A, la coordonnée barycentrique de K associée au sommet
S,i=12..,n+ letS,,, le barycentre de BX. P, est défini comme étant
'espace de dimension n + 2 engendré par lesn + 1 A{set ¢, ou :

o= Y M. (3.1)
ik=1
i<

On peut vérifier que I'ensemble de degrés de liberté { a, }7*2 ou a, est la

valeur de la fonction au point S, est P -unisolvent et que les fonctions de base
associées sont données par :

2
pi=A — n—-1°?
Pott = Mgy (3.2)
pn+2 = 3(p'

Sur la figure 3.1, on donne une illustration des éléments asymétriques ainsi
définis, ou O représente les degrés de liberté de V, et x ceux de Q,.

On remarquera que les inclusions P, = P, = P, sont satisfaites, P, étant
I’espace de polynémes de degré inférieur ou égal a k, définis sur K (¥).

IS

4

Figure 3.1. — Les éléments quasi linéaires asymétriques.

(*) Comme dans [16], a peut étre interprété comme un indice rationnel. Dans le cas présent,
on aurait a = (C2,, + 1)/CZ,,.
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172 V. RUAS

I doit étre clair quw’en raison de la structure asymétrique de P,, on ne peut
pas espérer associer ces éléments asymeétriques a des partitions arbitraires de
Q. En effet G, doit respecter la condition de compatibilité suivante :

Toute face commune a deux simplexes de G, doit étre pour les deux sim-
plexes, soit une base, soit une face latérale.

Maintenant, pour construire des B, qui satisfont & la condition ci-dessus,
ce quon appellera une partition compatible, il suffit de pouvoir décider sans
équivoque des faces qui seront les bases, de fagon a ce que chaque élément
n’ait qu'une base. Or, en pratique ceci n’est nullement difficile a réaliser, et ne
présente aucune contrainte pour le calcul avec ces éléments. A titre d’exemple
nous proposons ci-dessus deux constructions simples de partitions compa-
tibles de domaines quelconques, avec lesquelles on va travailler par la suite,
parmi de nombreuses autres possibilités :

Partition G} : Dans le cas bidimensionnel on construit d’abord G,, une
partition de Q en quadrilatéres convexes (comme pour I'élément bilinéaire
isoparamétrique Q,). Ensuite on subdivise chaque quadrilatére en deux
triangles par une¢ diagonale AB quelconque. Ces diagonales seront les seules
bases des éléments de la triangulation G, ainsi générée (voir fig. 3.2a).

Dans le cas tridimensionnel on construit d’abord G,, partition arbitraire
de Q en hexaedres convexes ayant des faces quadrilatérales (ici aussi, comme
pour I'élément trilinéaire isoparamétrique Q,). Ensuite, chaque hexaédre est
subdivisé en cinq tétraédres de la maniére classique indiquée sur la figure 3. 2b.
Enfin le tétraédre ABCD situé au milieu de I’hexaédre est coupé en quatre
tétracdres, en joignant son barycentre E 4 A, B, C et D. Les seules bases des
€léments de la partition en tétraédres ainsi construite, sont les faces des
tétracdres ABCD (en fait dans chaque hexaédre de G, on a quatre paires de
tétraédres de i ayant une base commune).

n=3

n=2

3.2a Bases : Faces de ABCD 3.2b

Figure 3.2. — Construction des partitions compatibles T).
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Partition G} : On construit d’abord G,, partition arbitraire de Q en n-sim-
plexes K. Ensuite chaque K € G, est subdivisé en n + 1 simplexes en joignant
son barycentre G a ses n + 1 sommets (voir fig. 3.3). Cette sous-partition
devient la partition compatible B} si les bases de celle-ci sont définies comme
étant les faces des simplexes de G,.

Bases : Faces de K € G,

n+1
K= uU K

i
i=1

Figure 3.3. — Construction des partitions compatibles GZ.

D’une fagon générale, une fois construite une partition compatible, on définit
les degrés de liberté de V, comme étant les valeurs de la fonction aux sommets
et aux barycentres des bases des éléments de cette partition, exceptées les valeurs
aux noeuds situés sur I'y, ol toute fonction de V|, s’annule nécessairement.

Ceci étant, compte tenu de la continuité d’une fonction de V, aux noeuds
associés aux degrés de liberté, on peut dire que V, < V pour n = 2. Cepen-
dant si n = 3 cette inclusion n’est plus vérifiée et ’élément est donc non
conforme. En effet, le simple examen de (3.1) et (3.2) indique qu’une fonction
de V, n’est nécessairement continue que sur les bases de la partition. Néan-
moins, on va prouver que la partie du flux associé a ¢ (la composante non
conforme de P,) qui porte sur les faces latérales de K, correspond a une frac-
tion fixe du flux de cette méme composante a travers la base. Or, justement sur
la base on a continuité, ce qui permettra de démontrer des résultats de conver-
gence dans la section suivante.

LemME 3.1 : Soit K un tétraédre et ng le vecteur unitaire normal extérieur

a dK, la frontiére de K. Soit \i/ le champ de vecteurs défini sur K, tel que \ll = E(p,
B € R?, ¢ étant donné par (3.1). Alorsona :

j diV\l/dL(:%f y.ng ds. (3.3)
K BX
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Démonstration : D’aprés la formule de Stokes on a :

Jdiv¢dx=J‘ Y.ng ds = J w.ans+j Y.ng ds.
K R FK B

Comme @/F¥ = A; A, avec, j, et k distincts, on a :

Mw

-

3 13 .
Z ‘l’ ~12. Z nK/Fi aire (FY)
i=1 JFk i=

ou ng r dénote le vecteur unitaire normal extérieur a la face F* de 9K.
D’autre part, pour un vecteur constant f§ on a :

3
= J divBdx = ) B.ngp, aire (F}) + B.ng aire (BY).
K i=1
d’on on déduit que
J divydx = f y.ng ds ——izﬁ l(/Balre(B )-
K

Enfin, (3.3) est la conséquence du fait que
Jotm
BK

4. RESULTATS DE CONVERGENCE

= ‘1_1 B.ngp aire (B¥).  cqfd.

I-E-ZB

Dans ce chapitre on va donner une analyse de convergence pour les pro-
blémes (2, ) et (2,), relative a 'approximation par la méthode d’éléments finis
décrite dans la section précédente.

On rappelle que la difficulté essenticlle pour établir I’existence et P'unicité
de la solution de (2), ainsi que la convergence de (u,, p,) vers (u, p) consiste
a démontrer 'inégalité (2.4),, avec une estimation de B, en fonction de h aussi
fine que possible.

Dans le cas des partitions de type G}, on peut démontrer que la constante B,
dépend de h en général et que cette dépendance s’exprime exactement de la
méme maniére que celle de la constante B, relative 4 la méthode d’éléments
finis étudiée par Pitkdranta [10] et [14] pour le probléme de Stokes. Celle-ci
est définie de la maniére suivante :
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e V, est 'espace de fonctions continues, dont la restriction a chaque ¢lément
de la partition G (un quadrilatére ou un hexahédre) & partir de laquelle G
est construite, appartient a I'espace Q, isoparamétrique (cf. [4]).

L’étude détaillée de cette équivalence fera 'objet d’un article de I'auteur en
cours de préparation. Néanmoins, puisquon peut ramener l'analyse de
convergence a celle de I'élément Q, x P, décrit ci-dessus, a titre d’illustration
on donne un résultat, extrait de [10], qui s’applique au cas de notre élément
P, x P, :

THEOREME 4.1 : Soit Q un rectangle et I'; = (. Si on utilise une triangulation
de type G, construite a partir d’'un maillage uniforme deQenM x N rectangles,
avec M et N pairs, alorsona :

lu —u, |, <Ch[lul, +[pl, + |uls,0l

pour tout réelt,t > 1, 01| . |3, o dénote la semi-norme habituelle de ’espace de
Sobolev W3*(Q) (cf. [1]).

Remarque : Pour ce qui est de la convergence de p, vers p, on se référe a
Tarticle [10]. Des résultats analogues en dimension trois peuvent étre trouvés
dans [14]. [ ]

Dans cet article, on considérera en détail le cas de la partition G2, pour
lequel on vérifie que (2.4), est satisfaite avec B, = 0(h®>~*), ou s est un réel
appartenant a l'intervalle [3/2 — &, 2], qui correspond a la régularité H3(QQ)
de la solution du probléme mélé suivant :

— Az = fdans Q pour fe L%(Q)

%?1 =0surl, 4.1)

z=0surl,.

D’apreés les résultats de Grisvard [9] et Raugel [15], dans le cas bidimension-
nel on a le résultat suivant :

Soit © un polygone convexe et { A;}}_, 'ensemble de points ol T, inter-
secte T. Si I'; est vide, on prend I = 0. On associe & A; un nombre o, tel que
si A, est un sommet de I, /o est 'angle du coin correspondant, et si A; n’est
pas un sommet de I', o; = 1.

Alorsonaze H¥(Q)avecs = 1 + a/2 — §,0u:
a=2¢etd=0siI=0

o = min [2, max (1, min o;)] et § =& si I>0.
1<isl

vol. 17, n° 2, 1983



176 V. RUAS
En outre, il existe une constante C indépendante de f telle que :
Izl <Clfl,. 4.2)

Dans le cas tridimensionnel des résultats semblables sont donnés dans [9].
Cependant nous allons nous contenter de limiter.notre étude au cas ou on peut
affirmer que z € H*(Q). La raison en est le fait que la non-conformité de I'é1é-
ment tridimensionnel complique I'analyse considérablement dans le cas
général, mais si ze H?(Q) pour tout fe L?(Q), alors le probléme peut étre
simplifié. Notons, par ailleurs, que la régularité H*(Q) peut étre effectivement
atteinte dans beaucoup de cas intéressants en pratique, et notamment pour le
probléme (2, ), lorsque Q est convexe [11].

Une remarque qui ’impose a ce stade, est le fait qu’on peut prouver 'exis-
tence et I'unicité de la solution du probléme (£;) indépendamment de la régu-
larité de z (voir [18]).

En résumé, on supposera désormais tout simplement que Q a une fronticre
polyédrique qui consiste en deux parties disjointes I'y et I';, avec mes (I'y) non
nulle, de telle sorte que la solution z de (4. 1) appartient & H*(Q2) pour quelque
s, 3/2 — € < s < 2, ainsi que la validité de (4.2).

En guise de préparation on donne les lemmes suivants :

Tout d’abord on rappelle un Lemme di a Ciarlet [4] pour les formes bili-
néaires :

LEMME 4.1 [4] : Soit 6 : H**1(D) x P —» R une forme bilinéaire, k € N,
avec Py = P =« H'" (D), 1 e N, P étant normé par || . |, , p. Alors si © satisfait

oy, w
ol = g Py xp |y ”k+1,(: I “)’ li+1p
o(y,w) =0 VyeH**'(D) VYweP,
o(y,w) =0 VyeP, YweP
il existe une constante C qui ne dépend que de D, telle que :

o, W | < Clloll IYlhiiplWlhip YW eH' D) xP. O

< o0

On se bornera momentanément au cas tridimensionnel.

LEMME 4.2 : Soit n = 3 et { G, },, une famille réguliére de partitions en
tétraédres de Q. Soit z un champ de vecteurs tels que z; est la solution de (4.1)
pour f = f, f = (f, f,, ..., f,) € L3(Q). Alors si on peut affirmer que z € H*(Q),
ona:

0z
KZ ﬁ-whdSSCMsz I W lln s 4.3)
€Bn JOK
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ou 0g/0ng désigne la dérivée premiére normale extérieure d’une fonction g, par
rapport d la frontiére 6K de K.

Démonstration : Comme z € H2(K) e H'/2(F) pour toute face F de K,

ce qui signifie que (4.3) a un sens.

On introduit maintenant Popérateur IT : V, —» C°(Q), tel que Iw, x €st
le P,-interpolé de w, aux sommets de K, VK € B,. Compte tenu de la continuité
de IMw,, sur toute face de G, et de sa nullit¢ surI'yona :

L iwds= Y | Z.(w - Mw)d
Ke8y Jox ONg Wh €8 = KeBp Tn  h T W) GS
puisque 0z/dn = OsurI';. De plus,ona :

0 oz
z J‘ a_z~ *(wy — Mwy)ds = Z Z *(wy — Iwy) ds +
ax Ok ong

K€ Bn Kegn i=1 FK K

% Mw,) d
L, im0 T s

Kegn

Comme w, est continu sur les bases B de T, le deuxiéme terme du second
membre ci-dessus s’annule, et on peut réécrire :

0z

__"-w ds:
Kg;hLKanK "

= ).

Ketn

3

3 j %2 . (w, — Tw,) ds + 2 f 02 Tw,) d
w, — w,)ds + = | =—- - s
" 0 h Wn 3 BKanK (W Wh)

i=1

On considére maintenant la forme bilinéaire o : H*(K) x P, - R

ox(u, w) = %J Vu.ng(w — Iw) ds + i J Vu.ng(w — IIw)ds. (4.4)

i=1

Notons d’abord que par la transformation linéaire affine habituelle A de
K en K, l'élément de référence, on peut définir une forme bilinéaire &, :
H?(K) x P, > R par :

Sk (0, W) = h™* oy (u, w)
ou
[AW] = v, xeK et P, = {V9[AK)] = v(x) W eP,}.
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En posant
B = ABX) et F, = A(FY)
on peut écrire :

3
G (f, W) = %J Vo.vg(W — IIw) ds + 3 cij Vi.v, (% — TIw) d§
f; i=1

i

-

2]

ou|vg| =]vl=1let IIW est le P,-interpolé de W aux sommets de K.
Comme { G, }, est réguliére, il existe une constante C indépendante de h telle
que :

max (Cg, C,,C,,C5) < C Vke T, .
Ceci implique qu’il existe une constante C qui ne dépend que de K, telle que :

G4, w .
I 6kl = sup -A—K(—l'l’—,-)—— <C VYweTg,,
eH2(R),Web, [ a ||2,f( I Wil g
puisque
NI o, & < C I TIW [ g < CllWilg

compte tenu du fait que P, est un espace de dimension finie.
De toute évidence on a :

6x(d, W) =0 VaeH?(K) et VWeP,.

D’autre part, si G € P, on peut dire que B = p Vu est un champ de vecteurs
constant sur K, ou p est un scalaire défini par w — IIw = p@, ¢ étant donné
par (3.1).

On peut donc appliquer le Lemme 3. 1, ce qui entraine :

6g(@, W) =0 VaeP, et VweP,.

On en déduit que &6y satisfait a toutes les hypothéses du Lemme 4.1, avec
k=1etl =0 dou:

6@ W) S Clulk [Wlk-

En revenant a I'élément courant K, par des arguments tout 3 fait standards
on obtient :

| ok, w)| < Chjul,g|w|, g KeT,.
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Compte tenu du fait que le second membre de (4. 3) n’est rien d’autre que

3

Y. Y okl(z, wy,) le lemme est démontré.  c.q.fd.
Ke®Bn i=1

On introduit maintenant r, : W, — V,, I'opérateur de projection orthogo-
nale pour le produit scalaire (., .),, ot W, =V + V.

LemMME 4.3 : Soit e, = v — r, v Uerreur de la projection de ve W;. On
suppose que la solution du probléme (4.1) appartient a H*(Q), avec s = 2 si
n=13et3/2 —e<s<2sin=2 Alorsona:

lenlo < Ch*~? [Vl

Démonstration : Notons d’abord que :

(fl e~h)o
lenlo = sup ——.
.I,E,I:,Z(Q) |~|0

Soit M l'espace H*(Q) n V. D’aprés les résultats d’existence pour le pro-
bléme (4.1) et (4.2), en utilisant des arguments de dualité classiques, on a :

Ighlo <C Supﬂ)o
EEM ” %”s

D’autre part, par application de la formule de Green au niveau de chaque
KeG, on a:

| (AZ &)o | < | (@ enhn | + 4.5)

KeBn

0z
> J — ¢ ds|.
aKanK >

Maintenant on rentarque que la somme qui figure au second membre de
(4.5) s’annule pour n = 2. D’autre part, comme ve V,pourn = 3ona :

0z 0z
—=-¢, ds —-r, vds
Z LK anK <h K;Gh LK anK h X

KeBn

Or,d’aprésle Lemme4.2,0na:
0z
— . e ds
K;Eh LK anK -

D’autre part, d’aprés le Théoréme de I'inclusion de Sobolev [1], on doit avoir

<Ch izl Inyly s=2.  (4.6)
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ze C°(Q) si s satisfait nos hypothéses. On peut donc définir I1z, et comme
forcément Ilz € V, on peut écrire aussi bien pourn = 2quepourn = 3:

|@ el =@ — Tz e, | <lz— Tzl l el

Or, d’aprés des résultats standards d’approximation (voir p. ex. [2] et [8],
Vol.2,p.11),0ona :

lz — Mz}, < Ch ' |zl
ce qui, conjointement avec (4.5) et (4.6) donne :
lenl S Ch* ™[ eylly + lry viln]-

Le lemme est maintenant la conséquence triviale du fait que || r, v ||, < | v ;.
c.q.fd.

LEMME 4.4 : Soit G, la partition de Q en macrosimplexes et G2 la partition
compatible associée. A tout v € V on peut associer vy, € V, tel que :

n+1
)
k=1

= Ky

divyhd)i:j‘ divvdx VKedG, 4.7)

K

Ivnlls < Cy 72y (4.8)

Démonstration : On se référe d’abord 4 la figure 3.3 pour ia notation.

Soit B, la face de K € G, opposée au sommet S, 1 < k < n + 1. Cest-a-
dire, la base de K. A la suite de calculs élémentaires, si g est une fonction qui
appartient a ’espace P, associ¢ K,, on obtient :

Lk gds = Fnl—_'l_) [nz g(S;) + (5n — 6) g(Mk)] meas (B,). (4.9)

i=1
¥k

On peut donc définir de maniére unique un champ v, € V, tel que VK € G,,
on ait :

V(S =1, vi(§) j=12.,n+1

5;“] vhids+ng2J thids=f vids k=1,2.,n+1
By By Bk

(4.10)

On pose maintenant W, = Ny, g, on multiplie chaque membre de (4.10)
par ., €t on somme ensuite suri, I < i < n.
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Pour n = 2 on obtient :

J Vil dS =J Vel ds.
Bk B

Pourn =3o0na:

2
§J (Va — M)y ds + f
By

Bx

My, ds = J‘ V.l ds.

By

Cependant, d’apres le Lemme 3.1, 0on a :

2 .
EJ; (v — Tyy).py ds = L div (v, — Ilv,) dx.

Par conséquent, en sommant sur k et en utilisant la formule de Stokes sur
chaque K, et sur K on obtient (4.7) aussi bien pour n = 2 que pour n = 3.
Prouvons maintenant (4.8) seulement pour n = 3. En réalité, compte tenu
duLemme 4.3, dans le casn = 2 cette relation peut étre obtenue en tant qu’une
variante triviale du Lemme 2.5 de [7].
Notons d’abord que || v, |, < [ 1, v — vy [l + | v ;. Mais
4 1/2
Ity v — vy lly = Z Z lrh v(M,) - vin(M,) |2 | Px+a |§,Kk

Ket, k=1

ou P, , est la fonction de base de P, associée au barycentre M, de B,.
Des estimations tout a fait classiques donnent :

| Pxsa '1,1(k < Ch'2.

D’autre part, d’aprés (4.9) et (4.10) on a :

7 r gds—f vy, ds
4|J\Bk " Bk

t Iy !(Mk) - Y,h(Mk) | = § <
f ds
Bx
3 1
EJ‘ g, ds t3 j (rpv — Iy, ) ds
< 3 Bk Bk
=3

J‘ ds
Bx
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En se servant de la transformation affine A : K, — K, on obtient :

f € ds
B

Mais d’aprés le Théoréme des Traces, on a :

813
| r, Y(M,) — Yh(Mk) | < 3 |:-2‘

+%U (r, ¥ — T19,)ds
B

| r, vIM,) — v,(M,) I < CL Cnlhig + Iy v =11V, lig]-

Comme I17, interpole aussi r, ¥ aux sommets de K, des résultats standards
d’approximation impliquent que :

| Tn Y(My) — viMy) | < CLIl &, Il + 11, ¥ hix] -
En revenant a I’élément K,, on obtient :
| Iy V(M) —vi(My) | < Ch™'2(h™2| €h |(2),1(k +les |§,Kk + Iy |%,Kk)1/2
ce qui donne
|ty ¥ — ¥y 'f,xk < Ch™?]e, |(2),1(k + | €y f,xk + 1,y |f,xk)-

Enfin, en appliquant la sommationsurk = 1,2, ..., n + 1l et sur Ke G,, et
en utilisant le Lemme 4.3, on obtient :

Tty — Vol S CA+ 072 ( eplln + I 1m ¥ I)s

ce qui démontre (4.8) avec C, = 1 + 6 C. c.q.fd.

Comme conséquence du Lemme 4.4 on a :

LeMME 4.5 : Si V, est I’espace associé a Gp et Q) est I’espace de fonctions
constantes sur chaque élément de G,, pour un q, € QY donné, il existe v, € Vy
tel que :

bV, an) = Co | qy |é 4.11)
hvelln < G, hs_leh lo - (4.12)

Démonstration : Soit q, € Q2. D’aprés [5], Lemme C2, il existe des constantes
C’ et C” indépendantes de q,, ainsi que v €'V, tels que :

b(v,qn) = | v}

Clanlo <Yl <C[aylo-
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n+1

Comme q, est constante sur K = U K,, K€ G,, si on associe a v le
k=1
champ v, €V, satisfaisant a (4.7)et (4.8)ona :

4
by(¥w@w) = ). 2. | Qudivy,dx = b(y,q,)
KeBx k=1 Jg,_

ce qui implique (4.11) avec C, = (C)~
Enfin, (4.12) est une conséquence de (4.8) avecC, = C, C". cq.fd.

On introduit maintenant vy, base orthogonale de Q,, avec

Y = U {‘Yll("YIZ(,--~7‘YnK+1}a

K& Bh

telle que supp(Y*) =« K, 1 <i<n + let

Pourn =2 Pourn =3
Y(x) =1 Vx eK Yi(x) =1 VxeK
1/2 VxeK, UK +1 vVxeK;, UK
5(x) = ST By = Stk
-1 VxeKk, -1 VxeK; UK,
- hvxel, +1 VxeK, UK
XE
(X)) =< 0 Vxek, Y3(x) = e e
-1 vxeK, UK,
+1 Vxek, ~ -

K +1 vxeK, UK,
Ya(X) =
—1 vxeK,UK;.

Soit £X la composante de q, € Q,, par rapport a Y. On peut donc écrire :

n+1

qdn = 2 q;
i=1
ou
=2 &v, 1<i<n+1.
KeTh
Notons que Q) est I'espace engendré pary, = U 7%
Maintenant on prouve : KeTh

THEOREME 4.2 : Si on utilise la partition de type G définie dans la Section 3,
pour la construction des espaces V, et Qy, alors la condition de Brezzi discréte

(2.4),, est vérifiée avec By, = B, h> ™%, ou B, est une constante strictement positive
indépendante de h.
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Démonstration : Sil’espace de pressions était Qp, le théoréme serait démontré,
puisque dans ce cas (2.4), ne serait qu'une conséquence immédiate de (4.11)
et de (4.12). On va donc construire z € V,, un champ associ¢ aux pressions

engendrées par v¥, 2 < i < n + 1, afin de prouver (2.4), pour I'espace Q,
tout entier.

Pour ce faire on pose m; = mi, c’est-a-dire la médiane orientée de K par
rapporta S, m; = |m;|,i=1,2,..,n + L, et

nt+1
q= ) q-
i=2
Maintenant, sur chaque macrosimplexe K, z sera tel que z/K;eP, et
zZ(S) =zM;)=0,1 <i<n+ 1

Soit d’abord lecasn = 2 :
En supprimant I'indice K, si G est le barycentre de K, on pose :

2G) = 2 (2 m; — Gy my).

On en déduit facilement que z € P, sur chaque K;, que z € g"(ﬁ) et par
un calcul tout a fait élémentaire on obtient (voir fig. 4.1) :

3¢&2 mes (K
B = (552 +282) 28,
2 3
ainsi que
lzlix <Clqloxk- (4.13)

Soit maintenant n; le vecteur unitaire normal a m,, orient¢ de la fagon

indiquée sur la figure 4.2.
On a :

M

Jqdivgd§=
K

f qz.ng, ds.
1 Jak;

i

5 M, S,
Figure 4.1. — Le champ z associé a q € Q.
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Maintenant on utilise I'identité €lémentaire :
%milryj.gi|zmes(K) i#].
Ensuite par des calculs également élémentaires on obtient :

K 3
Jqdivgd)g:mez( )<3é§+ §§‘i3+3§§>>1q13,p
) |

ce qui donne :
by(z,q) > 1ql5. (4.14)

Pour le cas n = 3 on choisit

Z(G)=%(”‘ & m, +&m; + & m,).

Notons qu’ici aussi on a (4.13) et que
lq 16k = (85 + &5 + &%) mes (K).
Maintenant, grace a 'identité :
|m.n; | (F;) =mes(K) 1<k<4, I<i<)j<4, ij#k,
L) #k,

ou n;; est le vecteur unitaire normal a F;;, orient¢ de fagon convenable, F;;

, i
étant la face dont les sommets sont S;, S; et G, on déduit (4. 14) 2 nouveau, par
les mémes arguments que dans le cas bidimensionnel.

Maintenant on remarque que

by(z,9,) =0 Vq,eQ).

D’autre part pour q, € Qf donné, soit y € V, le champ qui satisfait (4.11)
et (4.12).

- Posons v, = 6h?¢™? z + y, ol 6 est un paramétre indépendant de h qui

sera déterminé de telle sorte qu’il existe une constante C, > 0 qui satisfait :
by (Vi @n) = Cy(h*¢™2 1§ + 9, [3) - (4.15)
Comme

bu(Vi Q) = 80" by (2, q) + by(y, q;) + by(y, Q)
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et by(y, q) < 2| y lalqloon a compte tenu de (4.11), (4.12) et 4.14) .
bu(Vi Gn) = 8¢ q 5 + Colq, 5 = 2C, 072 | q, lolqlo-

Par conséquent si on choisit 6 = 4 C3/C,, on a (4.15) avec

_(2C2 C,
C4 =mln(—-co—,7).

Drautre part, d’aprés (4.12) et (4.13)ona :
lvahh S Csh*72[0°72(qlo + [q, I].
De (4.15) on déduit donc que

bu( Vi Qn) > C h?* hz(s:z) lql3 +1q, 13
I ¥nly ™% qlo + 19yl

C
> 0?02 qlo + 1 ql).

En rappelant que s < 2, ona C; = min [1, rgin h*~2?] > 0.
(Bn)y
Enfin, compte tenu du fait que

lqlo +1as 1= (ald +1a, 13" =1a,lo

on déduit (2.4), avec

CsC
By = —GTlhz‘s c.qfd. .

Le Théoréme 4.2 fournit tous les outils essentiels pour 'obtention d’esti-
mations de l'erreur dans le cas bidimensionnel. Cependant pour le cas tridi-
mensionnel on doit établir de plus une majoration convenable pour le terme
de non conformité E,(u, p, w,) donné par (2.6). Pour ce faire, en principe il

faut traiter séparément les cas du probléme (#2,) et du probléme. (2,). Cepen-
dant, comme on verra dans le Lemme ci-dessous, les deux cas conduisent au
méme résultat, si on considére (#,) comme une variante de (#,) avecI'; = @),
LEMME 4.6 : Supposons que la solution (U, p) de(P’) appartient @
H*Q)nV) x H(Q).
Alors pour n = 3, 0na :
E.(uw, p, W) < C[h( ul, +1|p hh) + h'/2 | g Io,n] | Wolln. (4.16)
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Démonstration : On rappelle d’abord (2.11), (1.4),1 =1, 2 et (2.12). En
appliquant la formule de Green sur chaque K € G,,ona :

Ey(4, p, Wn) = J (Au + Vp + D.wydx + 3 f ex(4, p)-w, ds +
K

0 KeBZ

+ J g.w; ds
r,

ou
oy
(@ P) = z-+poc  pour (2y)

et
ex(u,p) = g(u).ng + pog pour (2,).

En rappelant que pour les deux cas Au + Vp + f = 0, que ex(u,p) = g
sur toute face contenue dans T',, et que w;, est continue sur les bases de G,
on a :

3
Eupw)= Y > | ex(up)w,ds.
KeB! i=1 Jrk
Prenons maintenant le cas de (#,).
Comme w, est continue sur les bases BX, ainsi que Ilw, sur toute face de
B2, en procédant comme dans le Lemme 4.2, on peut réécrire E,(u, p, wy,)
de la maniére suivante :

3
E,(u, p, Wy) = Z { Z xle;(u), wy, ] + Ck(p, Wh)} -

KeBZ (i=1

[ g-(wy — ITwy) ds

| —

ou
giw) = fe;,(0), g;2(0), g5(u)] et 1 E(K) x P, - R

et k H'K) x P,- R

sont donnés respectivement par :

W =

3
w(z, W) = Y z.ng(w — Iw)ds +
i=1

= FK
i

j z.ng(w — Iw) ds
BK

J png.(w — IIw) ds.
BK

WO =

3
kW)=Y | pog.(w— Iw)ds +
i=1 Jrx
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Or, on constate que Tt et (i peuvent étre traités, pour I'essentiel, comme oy
dans le Lemme 4.2, ce qui permet de conclure que

w(z, W) < Ch|z|,x|Wlx Yz w)eH'(K)xP,
et

W) < Ch|plix|Wlix V(p,w)eH'(K) x P,.
Comme

| £;(u) |1,K F Wy ik < Clu x| Wi lik

e

i=1

on obtient pour le cas de (#,) :

Eh(E’ Ps !Vh) < Ch[l u > +1p Il] +

%J g.(wy — Twy)ds | . (4.17)
Iy

Notons que pour le cas de (2,) on obtiendrait a nouveau (4.17), en faisant
des modifications mineures dans I'analyse ci-dessus (avec I'; = 0).

Maintenant tout ce qui reste a faire c’est donc d’estimer 'intégrale sur I',
de (4.17).On a :

J g.(w, — Ilw,) ds = Z J g.(w, — Nw,,) ds
I 1 JB

Bcl
ou B dénote une base de G}.
Soit ng : P, - R défini par :
nk(w) = J gw — IIw)ds, ou gelL?B).
B

En appliquant la transformation affine habituelle A : K — K, on définit
A : P, > R par :

Q= J gw — IIw) ds.
B
De toute évidence on a :
| nk(w) | < Ch? | f(W)| Ke®B},
et

R R (W
141 = sup )

- <Clglos-
webo | W ig 0B
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On remarque maintenant que (W) =0 VWweP, 1 = 0 ou 1. Donc en
appliquant le Lemme de Bramble-Hilbert, on obtient :
‘ﬁ(w)l < C|g|o,§|w|1,l(

ce qui par des transformations tout a fait standards donne :

‘ Nk (W) | < Ch'?|g los I Wlik-

Enfin en posant successivement g = g;etw = w,,i = 1,2, 3, on obtient :
J g-(\é’h — Ilw,) ds < Ch'/2 | g Io,r1 | wy lln s
|

ce qui, compte tenu de (4. 17), démontre le Lemme. cqfd.

Remarque : Avec les mémes arguments de la démonstration du Lemme 4.6
et les résultats de [19] pour I'approximation de problémes aux limites ellipti-
ques, on prouverait que, si le probléme

Trouver z € V tel que
{(YZ, V) = (£ v) + (g V)or, YveV

est approché par

{ Trouver z, € V, tel que
(Zp, Vidn = (£ vi)o + (& Vador, YVne Vi,

on aurait ’estimation d’erreur suivante :
~h1/2
lz—2,ll,<Chl|z|, + Ch'/ [8lor, >

dont 'optimalité a été confirmée par des tests numériques. [ ]

Afin d’obtenir des résultats de convergence, notons que si (u, p) solution
de (2) est telle que ue HYQ), on a pe H* '(Q). D’autre part, comme
P, < P, = P,, si on suppose que 1 < d < 2, on peut appliquer des résultats
classiques d’approximation (voir par exemple [2] et [8], Vol. 2, p. 16), d’ou on
déduit :

inf |u—v,ll, <Ch*'ful
Yh€Vn

inf {p—qulo<Ch¥ ™ iiply,-

qh €Qn
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Enfin, en rappelant (2.7) et (2.8), on obtient les estimations de l'erreur
suivantes, qui s’appliquent au cas ou (2’) est approché par {(Z,) };, ou
{ Vi 1, et { Q, }, sont des familles d’espaces associées a une famille de partitions
réguliéres { G} },, définie a la Section 3.

THEOREME 4.3 : Soit n = 2 et I' et ', tels que la solution du probléme (4.1)
appartient a H*(Q), 3/2 — & < s < 2, et la solution (u, p) de (') appartient a
HY Q) x H*"Y(Q), 1 < d < 2. Alors la solution (uy, py) de (#}) satisfait

fu —u |y SC ™2 Jully + b7 plla-y] (4.18)
P — Palo < C[h" > Jlully + h*"*7 | plly_,]. m (4.19)

THEOREME 4.4 :Soitn = 3 et et T'; tels que la solution du probléme (4.1)
appartient @ H*(Q) et la solution de (?') appartient a H*(Q) x H*(Q). Alors
la solution (uy, py,) de (2}) satisfait :

lu =l +1P—Pulo <Ch[lul, +[pl,] + Ch?|glor,. =
(4.20)

Il reste a interpréter (4.18) ~ (4.20) pour les cas de (#2,) et de (#,) sépa-
rément.

Tout d’abord on remarque que pour (#,) on peut prendre s = d = 2si Q
est convexe [13]. Compte tenu du fait que dans ce cas I'; = 0, ceci implique que,
aussi bien pour n = 2 que pour n = 3, la majoration d’erreur optimale
Ch[lu |, + | p|.] est atteinte. Notons que, si on compare ce résultat avec
celui du Théoréme 4.1 pour n = 2, on déduit que la partition G2 est supérieure
a B} sur le plan de la convergence.

Pour ce qui est du probléme (£,) on remarque d’abord que I’erreur en
O(h) pour n = 3 ne peut étre atteinte que s’il n’y a pas de charges surfaciques.
De plus, tant en dimension deux qu’en dimension trois, la régularité
H?*(Q) x H'(Q) de (u, p) et la régularité H*(Q) pour la solution z de (4.1) ne
s’applique que lorsque T, et T, sont disjointes, ce qui revient a dire que Iy
est située a l'intérieur de I', et vice versa.

Regardons maintenant en détail le cas bidimensionnel, puisque le Théo-
réme 4.3 a un champ d’application plus ample que le Théoréme 4.4. Pour ce
faire supposons que s = d, ce qui est une hypothése raisonnable.

Tout d’abord on remarque que si s < 3/2 on ne peut pas s’assurer que les
déplacements convergent dans V. Ceci exclut immédiatement le cas ou T,
et T, s’intersectent en un point qui n’est pas un sommet de €, compte tenu des
résultats de régularité de la solution de (4.1) [9]. Autrement les déplacements
approchés convergent vers u dans V, dés que les angles des coins de Q ou
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', intersecte I'y soient inférieurs & n. En particulier, si aucun de ces angles
n’est supérieur a t/2, on a :

lu —u,l; < Chl' *[ull,_.+lpli-.]-

Par exemple, si Q est un rectangle qui a un coté fixé ou plus, on a des résultats
de convergence pratiquement optimaux.

Pour ce qui est de la pression, la condition de convergence est plus stricte,
puisqu’il faut qu’on ait s < 5/3. Ceci correspond a une borne supérieure de
3 /4 pour les angles des coins de Q ou T, intersecte T .

5. REMARQUES COMPLEMENTAIRES

(i) Comme on a signalé dans la section précédente, la partition G} est plus
intéressante que la partition G}, si on veut s’assurer des meilleures propriétés
de convergence qu’on peut obtenir avec nos €léments. Cependant il est clair
que, pour un degré de raffinement de maillage donné, la premiére partition
entrainera un volume de calcul plus important, puisqu’il y aura plus de points
de calcul que pour Gl. Cest pour cette raison qu’il est recommandé d’effectuer
une réduction de la taille de la matrice associé¢ au probléme (#,), lorsqu’on
travaille avec la partition Gz. Ceci peut étre accompli en remarquant que les
composantes de déplacements aux noeuds barycentriques d’un macrosim-
plexe de la partition associée G,, sont des degrés de liberté qui peuvent étre
exprimés en fonction des seuls 2 n(n + 1) degrés de liberté voisins, a savoir,
ceux attachés a la frontiére du macrosimplexe. Ceci permet donc d’éliminer
les lignes de la matrice qui correspondent a ces degrés de liberté barycentriques,
quitte a substituer dans les autres lignes ses valeurs en fonction des degrés
de liberté voisins et a y changer le second membre en conséquence.

Notons que, sur le plan du calcul, pour le cas bidimensionnel, ce procédé
équivaut a travailler avec un élément pour lequel le déplacement (vitesse)
est de type P, continu et la pression est de type P, discontinue, sur chaque
triangle de G,,. Ce faisant, on aurait les mémes résultats de convergence que
pour I’élément de Fortin [6], ou la vitesse est aussi de type P, continue, alors
que la pression est de type P, discontinue sur chaque triangle de G,. Cepen-
dant dans le cas de notre élément la pression — et donc la condition d’in-
compressibilité — est approchée de mani€re plus fine.

Dans le cas tridimensionnel, la remarque ci-dessus s’applique au cas d’un
¢€lément proposé par lauteur dans [17], qui généralise I'élément de Fortin.
Les espaces V, et Qy, qui lui sont associés, sont définis de la maniére suivante
(on se réfere a la figure 5.1) :
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e V, est I'espace de fonctions continues aux sommets et aux barycentres
des faces des tétraédres K € G,, dont la restriction a chaque K appartient a
espace P;,;, P, < P53 = P,, engendrépar A, A%, i = 1,2, 3,4.

e Q, est 'espace de fonctions constantes sur chaque K € G,

L’¢lément ainsi défini, qui est lui aussi non conforme en déplacements, a
été étudié dans [17)]. Les résultats de convergence qu’on y obtient sont tout a
fait équivalents a ceux qui s’appliquent au cas de I’élément de Fortin, et &
'élément P, x P, pour la partition G2, dans le cas d’un probléme de Stokes, a
savoir :

fu—uylls +1P—Pulo <Ch[Jul, +ipl]-

8

Figure 5.1. — L’élément P;;; x P,.

Notons que, tout comme dans le cas bidimensionnel, le procédé qui consiste
a éliminer les degrés de liberté déplacements barycentriques au niveau de la
matrice, équivaut a calculer avec I'espace V) défini ci-dessus et I'espace Q,

constitué de pressions de type P, discontinues.

(ii) Les éléments asymétriques étudiés dans cet article ont d’autres propriétés
intéressantes. En particulier ils permettent d’approcher de fagon treés efficace
les problémes d’¢lasticité ou la condition d’incompressibilité non linéaire
intervient, c’est-a-dire, le cas ou H(v) = J[x + v(x)] — 1 = 0 p.p. dans Q.

En effet, on prouve dans [18] quesi v e P

~a’

le Jacobien ci-dessus est un poly-
ndéme de degré un et non pas un polynéme de degré n, comme c’est le cas de
champs v quadratiques en général. Cette propriété permet de simuler de fagon
trés stable et précise le phénomeéne de I'incompressibilité, notamment parce
que dans ce cas H(v) a la méme forme que dans le cas H(y) = div v étudié
dans cet article.
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Plus de détails sur ce cas non linéaire, y compris des exemples numériques,
peuvent étre trouvés dans [18)], alors que des résultats plus récents feront
I'objet d’un article de prochaine parution.

REMERCIEMENTS

L’auteur tient a remercier vivement M. R. Glowinski de I'avoir accueilli chaleureusement a
PINRIA, ou ce travail a été mis au point, et 2 M. J. M. Thomas pour de fructueuses discussions.

REFERENCES

[1] R. A. ApAMS, Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

[2] A. K. Aziz and 1. BABUSKA, Survey lectures on the mathematical foundations
of the finite element method, in : The Mathematical Foundations of the Finite
Element Method with Applications to Partial Differential Equations, edited by
by A. K. Aziz, Academic Press, New York, 1972, pp. 3-359.

(31 F. BrREzzI, On the existence, uniqueness and approximation of saddle-point problems
arising from Lagrange multipliers, RAIRO Analyse Numérique 8-R2, 1974,
pp. 129-151.

[4] P. G. CiIARLET, The Finite Element Method for Elliptic Problems, North Holland,
Amsterdam, 1978.

[5] J. F. DEBONGNIE, Sur la formulation de Herrmann pour [’étude des solides incom-
pressibles, Journal de Mécanique, Vol. 17, n° 4, 1978, pp. 531-557.

[6] M. ForTiN, Calcul Numérique des Ecoulemepts de Fluides de Bingham et des
Fluides Incompressibles par la méthode des Eléments Finis, Thése de Doctorat
d’Etat és Sciences, Université Paris VI, 1972.

[7]1 V. GirauLT and P. A. RAVIART, Finite Element Approximation of the Navier-
Stokes Equations, Lecture notes in Mathematics, Springer Verlag, Berlin, 1979.

[8] R. GLowinskl, J. L. LioNs and R. TREMOLIERES, Analyse Numérique des Inéqua-
tions Variationnelles, Editions Dunod-Bordas, Paris, 1976.

[9] P. GrisvarD, Behavior of the solutions of an elliptic boundary value problem in
a polygonal or a polyhedral domain, in : Numerical Solution of Partiul Differential
Equations, III SYNSPADE 1975, edited by B. Hubbard, Academic Press, New
York, 1976.

[10] C. JonnsoN and J. PITKARANTA, Analysis of some mixed finite element methods
related to reduced integration, Research Report 80.02 R of the Department of
Computer Sciences of the Chalmers University of Technology and the University
of Goéteborg, 1980. 3

[11] O. A. LapyZHENSKAYA and N. N. URAL’CEVA, Equations aux Dérivées Partielles
de type Elliptiqgue, Dunod, Paris, 1968.

[12] T. OpEN, Finite Elements of Nonlinear Continua, McGraw Hill, New York, 1972.

[13] J. E. OsBorH, Regularity of Solutions of the Stokes problem in a polygonal
domain, in : Numerical Solution of Partial Differential Equations, III Synspade
1975, edited by B. Hubbard, Academic Press, New York, 1976.

[14] J. PITKARANTA, On a mixed finite element method for the Stokes problem in R,
RAIRO — Analyse Numérique (& paraitre).

vol. 17, n° 2, 1983



194 V. RUAS

[15] G. RAUGEL, Résolution Numérique de Problémes Elliptiques dans des domaines
avec Coins, Theése de Doctorat de Troisieme Cycle, Université de Rennes, 1978.

[16] V. RuaAs, 4 class of asymmetric finite element methods for solving finite incompres-
sible elasticity problems, Comp. Meths. in Appl. Mechs. and Engin., 27, 1981,
pp. 319-343.

[17] V. Ruas, Une méthode d’¢léments finis non conformes en vitesse pour le pro-
bléme de Stokes tridimensionnel, Matematica Aplicada e Computacional, V. 1, 1,
pp. 53-74, 1982.

[18] V. Ruas, Méthodes d’Eléments Finis en Elasticité Incompressible Non Linéaire
et Diverses Contributions d I’Approximation des Problémes aux Limites, Thése
de Doctorat d’Etat ¢és Sciences, Université Pierre et Marie Curie, Paris, jan-
vier 1982.

[19] G. STRANG and J. Fix, An Analysis of the Finite Element Method, Prentice Hall,
Englewood Cliffs, N.J., 1973.

[20] R. TeMAM, Navier-Stokes Equations, North Holland, Amsterdam, 1977.

[21] J. M. THoMAS, Sur I'Analyse Numérique de Méthodes d’Eléments Finis Hybrides
et Mixtes, Thése de Doctorat d’Etat s Sciences, Université Pierre et Marie Curie,
Paris, 1977.

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



