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METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION
POUR
LES PROBLEMES LINEAIRES (*)

par Jean BEUNEU (%)

Communiqué par F. ROBERT

Résumé. — On montre que les méthodes de projection pour résoudre les systémes d’équations
linéaires se rattachent @ un méme formalisme général. On donne une condition suffisante de conver-
gence pour la classe particuliére des méthodes de minimisation, qui permet de prouver, entre autres,
la convergence des méthodes basées sur une itération linéaire et celle des méthodes de partitionne-
ment.

Abstract. — Projection methods for solving linear systems are shown to belong to the same general
formalism. A sufficient convergence condition for the particular class of minimization methods is
given, which proves, among other things, the convergence of methods based on a linear iteration,
and of partitioning methods.

1. INTRODUCTION

L’idée d'utiliser une projection pour résoudre les systémes d’équations
linéaires n’est pas nouvelle [9], [11]; les méthodes de projection sont cepen-
dant a I'heure actuelle de plus en plus utilisées pour les systémes de grande
taille [1], [6], [13], [17], [20], [22].

On présente un cadre théorique général pour ces méthodes, utilisant la
projection oblique au sens de Galerkin-Petrov; chaque étape de ces méthodes
consiste a résoudre un systéme linéaire de taille plus petite que le systéme
donné. A ce formalisme se rattachent de nombreuses méthodes [4], [5]; on
peut citer en particulier les travaux de Saad [18], [19] sur les méthodes de
type Arnoldi ou Lanczos.

(*) Regu en juillet 1982,
(*) Université de Lille-1, LE.E.A., Informatique, 59655 Villeneuve d’Ascq, Cedex.
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222 J. BEUNEU

On présente ensuite une classe de méthodes de projection, dites méthodes
de minimisation, dont le principe consiste & minimiser en norme le résidu;
on retrouve ainsi les méthodes de projection au sens de Householder et Bauer
[11], [12]. On propose pour ces méthodes une condition suffisante générale
de convergence, simple et fournissant dans les algorithmes un moyen de
contrdle de la rapidité de convergence. Cette condition suffisante permet de
prouver la convergence de nombreuses méthodes connues [4].

On propose enfin deux méthodes particuliéres, dont on montre la conver-
gence a laide de la condition suffisante précédente :

Les méthodes basées sur une itération linéaire

Le sous-espace sur lequel on projette est engendré par certains vecteurs
du tableau des différences finies construit sur les itérés successifs d’une ité-
ration linéaire. Ce type d’algorithmes s’inspire de méthodes d’accélération
de convergence proposées par Kaniel-Stein {13] et Germain-Bonne [10].

Les méthodes de partitionnement

L’idée du rééquilibrage par partitionnement a ét€¢ introduite par Wach-
spress [22] et étudiée par Froehlich [8] et Nakamura {15], [16] comme procédé
d’accélération de convergence de la méthode de sur-relaxation (SOR) pour
des systémes linéaires obtenus a partir de problémes d’équations aux dérivées
partielles avec conditions aux limites (équations de diffusion des neutrons
dans un réacteur). On l'utilise ici de maniére indépendante.

2. LES METHODES DE PROJECTIONS
2.1. Principe général des méthodes

Soit a résoudre I'équation linéaire

Ax =b x,beR"

ou A est une application linéaire quelconque inversible de R" dans R". On
définit une méthode itérative de résolution :

A Tétape k, on dispose d’une solution approchée %; soient é = x — x et
P . s k
¥ = AX — b Terreur et le résidu associés. On a Aé = r.
Une méthode de projections consiste & utiliser & I'itération k une projection
. , . . . k1
du type Galerkin-Petrov pour déterminer une approximation z  de la solu-
. k .y . k
tion — e de I'équation Az + r = 0.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION 223

Soit p, € N* tel que p, < n. Soient V, et W, _deux sous-espaces de dimen-
sion p,, et IT, T'opérateur de projection oblique sur ¥V, orthogonalement
a W, . Litération s'écrit :

k+1
Trouver "z tel que

k+1
z €V,

k+1 k
(4% +H =0

k+1 k+1 " . . PO
Comme I1, "z° = "z, litération revient a résoudre dans V,

M, AT, “z' + 10, F=0.

On prend pour itéré suivant

kt+1 k +1
X =X+
k+1 k+1 k+1
= =" —x=X—x+ T =+

k+1 . . . k+1
X est donc une approximation de x d’autant meilleure que "z~ est une bonne
. . k
approximation de — e,

k+1 k+1 k+1 k
4 .

k+1 k
=Ae =Ae+ Az =Az +r
L’itération peut s’écrire :
k+1 k k+1
Trouver x = x + "z telque:

{ “Zlev,
A 4 Flw, ou Fiw

Pr °
Soit H, limage par A de ¥V,
ProPOSITION 2.1 : “7' est la projection oblique de Fosur W, parallélement
dH,.
Démonstration : Soit E, T'opérateur de projection oblique sur H,, ortho-
gonalement a W,
m,4t +H=0=E, 1,42 +H=0:
E, N, =E, =E, (A"}1 + r) =0.
E, A"%' = 4%' puisque 4'%'eH, = 4"t = —E, r.
Hl =47 +r—r—E r—(I— pk)r. O

vol. 17, n° 3, 1983



224 J. BEUNEU

2.2. Interprétation matricielle

Pour simplifier les notations on désigne par 4 la représentation matri-
cielle, par rapport a la base canonique de R", de 'opérateur linéaire A. A4 est
donc une matrice réguliére n x n.

. k .k k k k k
Soient { y;, ¥5, .. ¥, } une basede V, et { uy, u,, ..., u,, } une basede W,,.

k kK k k kK k .

On pose Y = (¥y, ¥, -0 Vp) € U = (Uy, Uy, ..., u,) les matrices n x p,
dont les colonnes sont respectivement les y, et les u;

k
"Zle Ve = 2= Yﬁ avec ﬁe R
L’itération s’écrit :

k

Trouver ﬁ tel que : AY;kL +71 W,
La projection orthogonale est définie par rapport & un produit scalaire

dans R". Notons (., .) ce produit scalaire, et (., .), le produit scalaire eucli-
dien dans R

k
Soit U* la matrice p, x n telle que :

k k
(x, Uy) = (U*x,y), VxeR", ye R,

L’itération k consiste a résoudre le systtme linéaire p, x p,

k k k k k

U*AYp + U*r=0
qui s’écrit :
& k k k k k
Z Wy, Ay;) + (ujr) =0 Jj=1,.,p

i=1

et on prend pour itéré suivant :

SRR A
i=1
k k
Si U* AY est inversible on obtient :
k k k k k k k
b= —(U*AY) ' U*F="% = X — Y(U* AY) 1 U*F.

Remarque :
k
Fled T v F=avfi 47
k k k kKo
=[I - AY({U* AY) "' U*]r.

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION 225

k k k k
AY(U* AY)™! U* étant la représentation matricielle de E, , on retrouve le
résultat de la proposition 2.1.

3. LES METHODES DE MINIMISATION

3.1. Principe des méthodes

11 s’agit d’un cas particulier de méthode de projection pour lequel on choi-
sit W, = H,. ot

E, est alors 'opérateur de projection orthogonale sur H, et r~ est la
projection orthogonale de P sur H;. le complémentaire orthogonal de H,

gonale
k+1 k . k
I"r = =-EDr| = min lr+pll
peHp
= mm I P+ Az Il
z2eVpx
L . . C .. k+1 k+1 k .
étape k consiste donc & minimiser | 7 || = || 4 z° + | en fonction
d k+1 k+1 1%
e z 'p.our z eV,
Matriciellement, on a :
k+1 . k k
["7" || = min |[r+ AYp|.
HE RPk

H, est engendré par les vecteurs {A}'f‘l, . Aypk} on peut donc choisir

cette base dans W, ; onaalorsu = Ay,,z =1,..,ppet U AY On retrouve
ainsi la méthode « des moindres carrés » appllquee aux matrices [14]

+ . kK
["r Il = min [+ Upl|.

pneRPx

Le systtme p, x p, de 2.2 devient :

k kk x
u*{Up+r)=0
ou

i M'v

AyJ’Ay1)+(Aypr)_0 j=1""’pk

systtme « aux moindres carrés » correspondant.

vol. 17, n° 3, 1983



226 J. BEUNEU

k k
U* U étant toujours inversible, on obtient :

k k k x
= —(U*U) 'U*r.
3.2. Relations avec la méthode des moments [21]
Le sous-espace H, est engendré par les vecteurs ﬁi = Ayki, i=1,.., D
On considére ﬁpkﬂ choisi de sorte que les ﬁi, i=1,..,p, + 1, soient indé-

pendants. La méthode des moments consiste a déterminer 'opérateur linéaire
A, défini sur H, tel que :

. k
Puisque E, u, ., € H

feR, i=1.p.

':w

. Pk
EP Pk+1 = Z

k k
E, u, ., ¢tant la pro;ecuon de ul;( +1 Sur Hpk, pk+1 — E, u, ;, est ortho-

gonal a H, et donc a ul, u2, vy Up,. LeS p,- sont donc solution du systéme
linéaire d’ordre p,

k .
”( s u) + (U, ukpk+1) =0 j=1..,p.

Mz

~.

. k k .

Si on prend u,, ., = r, on retrouve le systéme p, x p, de 3.1.

Dans la méthode des moments, 4 est un opérateur compact représenté
par une matrice infinie, et on construit une suite d’opérateurs 4, conver-
geant vers I'opérateur 4 en faisant tendre p, vers l'infini avec k. Par contre,
dans les méthodes de projection, la valeur de p, est totalement arbitraire
(elle peut par exemple rester constante d’une itération a l'autre) et la suite
des A, n’est en général pas convergente. Donc, bien qu'on utilise implicite-
ment, & chaque étape d’'une méthode de minimisation, le méme opérateur 4,
que pour une itération de la méthode des moments, les deux méthodes sont
fondamentalement différentes.

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION 227

3.3. Quelques classes de méthodes de minimisation

Soient (., .), le produit scalaire euclidien et || . ||, la norme euclidienne
associée dans R™ Vm e N, Etant donnée une matrice Q quelconque n x m,
on note Q* la matrice telle que (Q* x, y), = (x, Qy) Vxe R", ye R™.

LemME 3.3 : Toute norme associée a un produit scalaire est elliptique.

Démonstration : Soit Q une matrice n x n quelconque inversible.
Posons M = (QT)~! Q*.
M est symétrique définie positive. En effet
Q77 0* %), =(Q*x, Q7' y), = (x,»)
= (x9 QT—_1 Q*y)Z
Q71 0*xx), =(,x)=|x|*>0.
Donc (x, y) = (Mx, y), = (x, My), Vx,ye R" avec M symétrique définie
positive. De plus M est unique et indépendante de Q. En effet, s’il existe 2 ma-
trices M, et M, telles que :

M, x,y), = (M, x,¥); = (x,)
= (M, — M) x,y), =0 Vx,yeR"
=M, —-M)x=0 VxeR'=>M, —M,=0. [J

k k
(x, Uy) = (U*x, y), VxeR", ye R
k k
= (Mx, Uy), = (U Mx, y),
k k
=>U*=UTM.
Le systéme p, x p, de 3.1 devient :
k k k k
UTMUp +r)=0
ce qui s’écrit :
ek k k )
Z Pi(AY_,', MAyki)z + (ij', M;")z =0 J=1L.,p.
i=1
X k k k k
La solution est i = — (UT MU) ' UT Mr.

Sous cette forme on retrouve les méthodes de projection au sens de House-
holder-Bauer [11], {12].

vol. 17, n° 3, 1983



228 J. BEUNEU

D’un point de vue algorithmique, les matrices M les plus intéressantes sont
celles pour lesquelles les calculs a effectuer sont les plus simples possibles.
M sera donc en général lie 4 A.

On peut prendre par exemple :

M=A4"4" meN.

Le systéme a résoudre a I'étape k s’écrit :

ko gk pm o gmer K ko g1m gmk :
Z Hi(Ay;, AT" A4 V), +(Ay, AT A ), =0 j=1,.,p

i=1

= Z BA™ S A S), + (A P A, =0 j=1..p,.

i=

k+1 . , .
X est ensuite calculé par la relation

Px

k41 & kK k
> =X+ZHiJ’i

i=1

s k+1 . k
et on itére avec x au lieu de x.

Cas particuliers :
i) m=0.
Alors M = I opérateur identité. Le systéme devient

P

k k k k k .
Y M4y, Ay), + (A1), =0 j=1,.,p,.

i=1
i) m= — 1.

Le systéme devient

k

k k —_1 k .
B ¥ +AT1P, 0, =0 j=1,..,p,.

™Mz

AT 1n etant pas connue, ce systéme ne peut étre résolu que si les 3, sont de
la forme y,—A u v, e R"
Si A est symétrique et définie positive, on peut prendre M = 4™ me N.
Le systéme s’écrit :

Kk, ko ome1 k kK mk .
.Zl HlAy), 4 V)2 + Ay, A"r), =0 j=1.,p

R.AILR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION 229

ou
Kk, mi2 k K mi1 kK .
.Zl Hi(4 +2}’j’}"i)2 + A"y, =0 J=1.,p.
Cas particulier : m = — 1.

Le systeme devient :

Pk ko ok Kk Kk )
z Wy AV)2 + (1), =0 J=1.,p.
i=1

4. CONVERGENCE DES METHODES DE MINIMISATION (2], [3]
4.1. Une condition suffisante de convergence

ok 5 - k
Si r = 0 on a nécessairement x = x et dans ce cas Ia convergence est
triviale. Dans le cas contraire :

Soit 6, I'angle aigu entre Fet H

.k
e €L s0it & € RP* e vecteur dont les compo-
santes sont :

(i)
oG=\——T1> Vi = 1, eoes P -
Frl el

Onal|&|<1 Vi

LEMME 4.1 : Soit € R tel que 0 < & < 1. Si I*e H,, tel que

k
P
Tk Tk =39,
frd lel

alors 1 = cos 6, = 3.

Démonstration
k k k
r E r r
cos 9k = <_k_7 _Pkk_> = max <—r , —L >
el W E, 7l ecHp [ \[| 7] | pl

k k
>| () |78 ©
el el
PROPOSITION 4.1.1 : Soit 8 € R tel que 0 < 8 < 1. Si 3 une norme vectoriel

le & sur RP telle que &(&) > 8, alors 3a > 0, 1 > cos 8, > a?.

vol. 17, n° 3, 1983



230 J. BEUNEU

k k
(—:—, < )‘=max|&if=¢w<&).
Nt el i

D’aprés I'équivalence des normes vectorielles dans RP, 3a > 0 tel que

Démonstration :

k
u;€ H, Vi=cos0, > max

i

ad)(cx) q)w(cx) = cos 0, ad)(oz) ad>0. O

COROLLAIRE 4.1 : Soit 8€ R tel que 0 < & < 1 avec 8 indépendant de k.

Si 3 une norme de Holder b, sur R telle que d)q(&) = 3, alors 38' € R tel que
0 < & < 1 avec &' indépendant de k, tel que 1 > cos 0, = &'

Démonstration :
9 ) 1 5 ,
i < ¢, (a):a_?lr>—17—=>cose acb(ot) 1/q=6. O

Remarque : Vo € R tel que 0 < 3 < 1, on peut toujours trouver des vecteurs
)’Z. de fagcon qu’3 une norme ¢, telle que ¢(&) = O. En effet, il suffit de prendre

fzé:&;_(; Aé>=(; X -1
' PUNIE 1 4é Hruﬂ> '

Comme l&i|<1 Vi et &1=1=>¢m(&)=l>5.

PROPOSITION 4.1.2 : Soit € R tel que 0 < & < 1 avec d indépendant de k.
Si Vk on choisit les vecteurs yk,. de fagon qu’3 une norme de Holder ¢, sur R
telle que d)q(&) = O, alors la suite des itérés * converge linéairement vers x.

Démonstration :

=1 (1 E,)r| =1IF|sin6, =

PP = 12— cos?8) < 1P [1 - 2 92)]
SIFIPA —a8) <7170 - 8%

="

avec 1 — &% < 1 et & indépendant de k, ce qui implique la convergence. []

PROPOSITION 4.1.3 : Soit 6 e R tel que 0 < & < 1 avec & indépendant de k.
Si on choisit les vecteurs yki de fagon qu'3 une norme de Holder ¢, sur R« telle
que VYK, 3k > K = ¢q(&) = 0 alors la suite des itérés % converge vers X.

Démonstration : La suite des || r | est non croissante et minorée par 0 donc
converge D’aprés 'hypotheése, il existe une sous-suite infinie d’indices k; tels
que ¢, (oc) = 8. Un raisonnement analogue a celui de la démonstration de

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION 231

la proposition 4.1.2 montre que :

ka ka1 kit -
Trih<ir <. < Il | <JT=82| 71
BN JT=8%17]

AN/

. kj - .
La sous-suite des || 7 || converge donc vers 0. La suite des || ; I, admettant O
pour point d’accumulation, a donc pour limite 0. []

4.2. Estimation du taux de convergence

Les propositions précédentes montrent que

2
PEL |12[1 - (f,) 55(5‘0]
k

Pour les trois normes de Holder classiques on obtient :

i) Oy = =11

k+1 k k
I < 7 11* [1 — max | o, |*]
i

if) b, =0 = F 1P <72 [1——(Z|a|>]
i) b, = b= | 717 < u¢u[1—1}<i oc)]

k \i=1
Ces inégalités fournissent des bornes du taux de convergence; d’'un point
. . o8 I . .. . k
de vue pratique, pour obtenir a Pitération k une diminution en norme de 7
. . . s s . k
la plus élevée possible, on pourra choisir, pour un p, donné, les vecteurs y;
Pr Pr
k k ky . .
de fagon que max | o, |, Y. a;, ou Y of aient la plus grande valeur possible.
i=1 i=1
On peut cependant, & chaque itération, donner une autre expression de la
.. . k
diminution en norme de r :
. . . . , k k k
Soit H; le sous-espace de dimension i engendré par u,, u,,..., 4; pour

i=1,..,p, etsoit p; la projection de F sur H}

k k .
o, =Eu,, +v, avec v,eH i=1,...,p, — 1.

, k k
H,,, est donc engendré par les vecteurs u,, ..., i;

i

v;.

vol. 17, n° 3, 1983



232 J. BEUNEU

Soit ¢, I'angle entre 1'21 etr, et ¢;langleentrev;etp,i=1,..,p — L.

PROPOSITION 4.2
k + 1 Pl

=R [] sin;.

i=0

Démonstration : v;€ H;* et € H;, ,; donc H} est la somme de H}, et v;;
Jdae Retw,e HY, tels que p; = w; + av,

Par définition, F = p; + E; f; Ei#e H,=E, Pl w,

Donc

k k k
r=w,+Er+av;,; avec w,eH' , et E;r+av,e H,,

k k . . k k
Comme 7 = p;,, + E;,,r, on en déduit w; = p,,, et E;r + av, = E; ., .
Donc p; = p;,; + av; avec p,, , € Hi, et av, € H,,, ce qui montre que o, ,
est la projection de p; sur H, ; etav; = E;, p;

Donc
|l Pivs I = 1l p; || sin &; i=1.,p— 1.
Drautre part
Ipy =l Flsind, et ‘7' =p,.
Donc
=181 sine,. D

Siv, L p, Cest-a-dire v; L ;5, alors p;,; = p; Par contre, si v; est colinéaire
ap,alors p;,, = 0.Ilest donc toujours possible de choisir v; tel que

I piss I < Mpills

.k .
sauf si r € H;; dans ce dernier cas El-# == p; = 0.
On déduit de la proposition 4.2 une nouvelle borne du taux de convergence :

k
'l{,i ( Uiy Pi > i=1,..,p —1
l ity I 1P

R.ALR.O. Analyse numériqué/Numerical Analysis
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METHODES DE PROJECTION-MINIMISATION 233

k k
k k ul r
Yo =0y = % IT
lag | WF

v; étant la projection de L';,-H sur H, on a cos ¢; > |3k/,.| i=1.,p — 1L
De plus

et

k
cos Py = | Vo |.
Donc

k+1 Pl
r

D’un point de vue pratique, pour avoir a l'itération k une bonne améliora-
tion sur || ; |, on pourra choisir les vecteurs )’3,. de fagon que les | 1"(,- | aient une
valeur élevée.

La proposition 4.2 montre de plus que si on augmente p, en ajoutant de
nouveaux vecteurs yki aux précédents on obtient une plus forte diminution
en norme de 7.

4.3. Autre forme de la condition suffisante de convergence

La norme utilisée est une norme elliptique associée a une matrice symeétri-
que définie positive M : soit R la matrice racine carrée de M

NI =1RFI, Dl = Il Rt |,

k ;" ";i (#,Mukl)z
=4 =TT = % ko
AN EAVERY AN AN

k
Soit B € RP* le vecteur dont les composantes sont :

k k

k r Mu; .

Bi___( k 3 k ) Vl= 1""’pk‘
el || Mu;l,/,

PROPOSITION 4.3 : Soit € R tel que 0 < & < 1 avec & indépendant de k.
Si Yk on choisit les vecteurs yk,- de fagon qu'3 une norme de Holder ¢, sur R

k
telle que ¢, (B) > 8, alors la suite des itérés x converge linéairement vers x.

vol. 17, n° 3, 1983



234 J. BEUNEU

|&.|=‘<’r‘ M, )
‘ IR, uR-lMuu“

k
IRI, IR, ||¢n2 | M, n”

Démonstration :

v,(R) étant le conditionnement de R

= &,8) > o d,B) > —5*0<o*<b<1.

2(R) 2(R)

La proposition 4.1.2 implique donc la convergence. [
On pourrait également donner une proposition analogue a la proposi-

tion 4.1.3 en remplacant & par B
Applications

) M=1:

=~

B‘&_< ; Ayki>
i T k 4 k
71l || Ay lla/,

i FoooATYy
Bi:( ko0 T-1 : )
(rily 114 J’i (PY

iii) 4 symétrique définie positive et M = 41 :

. ook
b= ().
RIP A

5. CAS DES SYSTEMES SUR-DETERMINES

i) M=AT"1471;

On considére le systéme d’équations linéaires : Ax = b, xe R, be R", ou 4
est une matrice » x m quelconque, de rang maximum, avec m < n. Ce sys-
téme n’admet pas en général de solution. On peut cependant lui appliquer la
méthode de projections précédente :

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Soit p, e N* tel que p, < m, et {ykl, ykz, v )lfpk } une base de V. L'itéra-
tion k consiste 4 résoudre le systéme linéaire p, X p, :

& ok ok Lk Kk k )
Z1 K4y, Ay) + 4y, =0 j=1..,p

et on prend pour itéré suivant :

]

k
=X+ 7ﬁi}kji-

i

k+1
X

Il
-

On note (.,.), le produit scalaire euclidien dans R™.
Soit A* la matrice m x n telle que :

Ax,y) = (x, A*y), VxeR™ yeR".

Si la norme utilisée dans la méthode de projections est une norme ellipti-
que associée a une matrice n x n symétrique définie positive M, on a
A* = AT M. Le systéme s'écrit :

Zﬁ( AYAS), + (Fpd* Py =0 j=1,..p,.

Posons
C=A*A et p=A*F= A*AX — b) = CX — A*b.

C est symétrique et définie positive. En effet :
(x, Cy); = (x, 4* Ay), = (Ax, Ay) = (4y, Ax) = (y, Cx); = (Cx, ¥),
(x, Cx), = (x, A* Ax), = (Ax, Ax) = || Ax ||> > 0.

Le systéme a résoudre est donc :

Pk
_Z (y_]’ CleZ +(yp p)2 —0 ]= 11"'3pk'

i=1
D’aprés 3.3, on voit que la méthode revient en fait a résoudre le systéme :
A* Ax = A* b

par une méthode de projections utilisant la norme elliptique associée a la
matrice C 1.
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k .z
Le vecteur o' associé¢ a pour composantes

k, b Cy;
o; = k > k
lpllc-r I Cy;llc-1/¢-1

(IIS, C}’f'i)&1 = (6, yki)z = (A* ;"’ )'5.')2 = (’;, Ayki)
(B P)o-1 = (A* F,(A* A) L A*F), = (7, A(A* 4)"' 4* })

kK k
(C},f'ia C)‘;i)c—l = (C}’;b yki)z =(4* A}’k.’: yki)z = (4y;, Ay)

- (*, Ay)?
= ()" = = 1 % k 2
(r, A(4* A)~ 1 A* 1) | Ay, |

'k
Le vecteur B’ associé a pour composantes :

k 'I:c) }';
B: =< k ’ kl )
IR EAA
(P VD2 = (A* 1, ), = (F, A7)
(P, P), = (A* F, A% D),

k 7, 43)
= ﬁi = T—k—
hA*r iy,

PROPOSITION 5 : Soit 6€ R tel que 0 < & < 1 avec & indépendant de k.
Si Vk on choisit les vecteurs )’5i de facon qu'3 une norme de Holder &, sur R telle

k, . , . ek
que ¢, (') = & (respectivement o (B') > 8), alors la suite des itérés x converge
linéairement vers le x qui minimise | Ax — b |.

Démonstration : D’aprés la proposition 4.1.2 (respectivement 4.3), la

. k . .
suite des x converge vers le x qui vérifie

A* Ax = A*b.
Soitr = Ax — b

A*r=0=>(4*r2), =0 Vze R™
=(r,Az) = 0 VzeR™. [J
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Remarque Dans le cas ou m = n, on a :
k - k. k
(F, AA* )1 A*H) = (. 7)

k,_ (,;’Ayk;)

k
=0 = ————— = 0.
frl I A4yl

1
k k . rz
Donc o' = a; dans ce cas on retrouve la méthode générale.

6. DEUX METHODES PARTICULIERES

6.1. Utilisation d’une itération linéaire (3], [4]
Soit B = I — A. L’équation matricielle Ax = b s’écrit sous la forme de
I'équation de point fixe x = Bx + b.

Pour un entier g > 0, on considére, a partir de la solution approchée x
obtenue a I'étape k, I'itération linéaire suivante :

k
s =X
Siy1 = Bs; + b i=1L.,p+q.
Soit
As; =S4 — 5 i=1L.,pp+q—1.
Ona
As; = B As;_ i=2,.,ppo+q—1.

Soit, pourj = 2,...,q
Ns,=N1s; 0, =Ny i=1,..,p.+q—].

On montre facilement par récurrence que

Als;ry = BAs, i=

[y
-

""pk+q—j_1
As, = — AN, i =

[a—y

”"’pk+q—j'

Supposons p, + ¢ — 1 < n. On fait 'hypothése que B a au minimum
D + q — j valeurs propres distinctes et donc au minimum p, + q — j vec-
teurs propres indépendants. Soient respectivement Ay, A, ..., Ay, 4 - CES
valeurs propres et vy, U, ..., U, 4,—; C€S vecteurs propres. On sait que A; # 1
puisque A4 est inversible.

Soit As; =5, —S;=a;0; +8 0, + " +ap g jVpig-j T -

LEMME 6.1 : Sia; #0,a, #0,...,a, 4, ;# 0, les vecteurs Nisy, ..., Nls,, 4 ,—;
sont linéairement indépendants Yj = 1, ..., q.
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Démonstration :
Ais; = (= 1YY 497V As; = (— 1Y 4971 BT Asy
=a; M7y = 1Y o + @A Ty - 1Y

ptq—j

Supposons qu'il existe by, by, ..., by, 4, tels que Y b Als; = 0.
i=1

En écrivant que les coefficients des p, + g — j vecteurs propres vy, v,, ...,

v sont nuls, on obtient :

petg—j
. + _',
a, (A — 1)"1 Y Alh =0
i=1
. ptqg—j
a(, — 17 Y Ay th =
i=1
Ut g [Apy+q-j — 1y~ Zl }‘;:iq—jbi =0.
Les A; étant distincts, A; # 1, etq;, # 0Vi = 1, ..., p, + g — J, le déterminant
(Van der Monde) de ce systéme est non nul et on en déduit :

by=by="=b,,y;=0. [

Dans la suite, on suppose que 4 a au moins p, valeurs propres distinctes
(et donc B aussi).
On se donne un entier / tel que 1 < / < g — 1, et on choisit pour vecteurs

k P . I
¥, les vecteurs A's; construits & partir des itérés s,, s,, ..., Spt1

yk,- = Als, Vi=1,..,p;.
Ona:

’r‘=As1—b=s1—Bs1——b=s1—-s2=-—Asl.

Le systéme linéaire de 1’étape k s’écrit donc :

If
—

Px
_21 b4 Als, A A's) — (AN, As) =0 j=1,.,p

ou

W)

k

I

BA s, A ls) + (A s, As) =0 j =1, py

1

i

et kt1  k k
X =X+ uA

W M’g

i
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A* Aestsymétrique et définie positive. En effet :
(x, A* Ay), = (4Ax, Ay) = (4™ 4x, y), x, yeR"
(x, A* Ax), = (Ax, Ax) = [ Ax |* >0 xeR".
Soit Q.la matrice racine carrée de A* A.

PROPOSITION 6.1.1 : Si la matrice A* est symétrique définie positive, la
. k
suite des x converge vers x V1.

As;, A Als, > ' B ‘ ( As,, A Als, ) ’
(" Asy || | 4 A%, | I Asy Il I A" Asy |l

(p)=A""x A% 447 y), = QA7 x, Q47 y),

Démonstration -

k
loy | =

Vx,ye R".

Posons A ' As; = — Al Ff= —6— R
K Q¢ 04'é Q¢,(Q4' Q") Qé
lag | = K Lk = % L A1 K
IQell,ll Q4" ell,/, IQell, | (Q4'Q@™")Qel,/,

Q4'Q! = (Q4aQ~tY

QAQ ™! est symétrique définie positive. En effet

ATQ? =ATA* A =(ATA* AT = (4*A)" A =A4*4*>=Q* 4
=(QAQ™) =07'4TQ=07"1470%07"1 =071 Q% 407" = 04Q"!
(%, Q407  x); =(Q 7' x,Q* 407" x), = (4Q 7' x, 4* 407" x); > 0

Jl@i@4a07y0d,| 1
R [@4e™)'."

k
| oty |

Soient v, et v, la plus grande et la plus petite valeur propre de 4; Q4Q ~*
étant semblable & A, ce sont aussi la plus grande et la plus petite valeur propre

de Q40!
| (Q€,(Q4Q 1) Qé), |
I Qe I3
140 ") |, = v4

1
k \%
=>|cxl|><—">.
Vi

>V
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Les hypothéses de la proposition 4.1.2 sont donc satisfaites avec
8 =(,/vp). O
De la proposition 6.1.1 on déduit une borne sur le taux de convergence

k+1 V, o k
["rll< [T—={=) l~rl.
Vi

Si / = 1, on peut donner une borne plus précise :

PROPOSITION 6.1.2 (voir [14]) : Sous les hypothéses de la proposition 6.1.1,
onapourl=1:

k+1 1 k
I r i< 7.

v, +v,
T _ 1
b Vi =V,

T, étant le polynome de T chebycheff de degré p,.

Démonstration -

5

L }‘,‘LiA As;
i=1
43 .
= ;‘. + ﬁiABl_lAsl
i=1
Px
=r- 2 (ABT1F
k 'L k
=r - Z A — A
k

= P(A4) r avec P(0) = 1, P de degré p, .

Le polyndme P est celui qui minimise || P(4) F | parmi tous les polyndmes

de degré p,.
Donc N
1" I < min | P@)| | 7]
Pded®py
| PC4) x | | QP(A) A~ x |,
P | = —_— =
I P || = max =72 = max —=rore
N KCCOT 'l PR B (7 D4 P
= ax
y ||J’“2 y Ilyllz
= | P@4Q7") |,

= p[P(QAQ ~')] car Q4Q ~* est symétrique
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= p[P(4)]
= max | P(v) |
v valeur propre de 4
min | P(4) | = min max | P(V) |
Pded®px Pded® px v valeur propre de 4

= max min | P(v) |
v valeur propre de A Pded® py

< max min |P®) |

vaE€vSv; Pded®py

= - L <1. O
V1 + Vn
-3 )
Vi =V,
COROLLAIRE 6.1 (voir [1]) : Sous les hypothéses de la proposition 6.1.1,

N . L k
dans le cas | = 1, la valeur de p, a choisir pour obtenir une réduction en norme de r
inférieure-a-un-cfixé est proportionnelle d-la-racine carrée du conditionnement
de A.

Démonstration : Le conditionnement euclidien de A est :

_ v
Vo) = Al 147 ], ==
Vv

>1 VIL 2
Pk/’i V_n ng

T AVVlVsy v

1 Y/ V"/Vl

1 +/v,/v 2
=>pkL0g<———"/—‘)>2pk ﬁzLog;

1 —./v,/v, Vi
= 2 (———'1 — V"/v1>Pk <e

1 +./v,/v,

Supposons

= l <2(1_\/vn/vl pk<8
T (V1 + Vn> 1 +./V,/vy
Pic V, —V
1 n
e
= k
7
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Dans le cas général (/ quelconque) le fait que & = (v,/v,)' montre que la
vitesse de convergence est d’autant plus élevée que le conditionnement de 4
est petit. Dans le cas / = 1, la propriété précédente montre l'influence de la
valeur de p, sur le taux de convergence.

1er cas particulier

A est symétrique définie positive et on utilise la norme elliptique associée
AaM=A""'avecmtelquem + I < q.
Le systeme a résoudre s’écrit :

i ﬁ(A’“s AT AM ), + (Asy, AT A ), = j=1..,p
ou
; (A s, A s, + (Asy, A™Fls), = 0 j=1..,p
avec
ok S bl

]
-

i

La proposition 6.1.1 montre la convergence V/ et ¥Ym. Si on choisit m et /
tels que m + / = 1, le systéme devient :

'B

Z A s, As)y + (Asy, As)y =0 j=1,..,p.

i=1

2¢ cas particulier

On utilise la norme elliptique associée 8 M = AT" " 4™ avec m tel que
m + [ < g. Le systéme a résoudre s’écrit :

Px
Z lﬁi(Am_l Al+1sj,Am—1 Al+1si)2 +(Am—1 Asl,Am—l Al+lsj)2 =0

i=1

ou

L .
; Hi(AMHSj, Am+lsi)2 + (A™s,, AMHSj)z =0 i=LlL.,p

avec
k+1
X

N ME—“

=X+ ﬁA
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Si A est symétrique définie positive, 4* = 4™~ ! l'est aussi; la proposi-
tion 6.1.1 montre alors la convergence. Sinon, on peut montrer une propriété
plus faible :

PROPOSITION 6.1.3 : V0 tel que 0 < & < 1, Im*, Vm tel que

k
m>m*=|da,|>9.

k ASI,AA’SI |
|°‘1 I = 7
[ Asy || | 4 A%, |

(Am—l Asl’Am+l—1 Asl)g
(Am—l Asl,Am—l As1)2 (Am+l-1 Asl,Am-H-—l AS1)2

Démonstration :

k
=>(l%=

Soient v,, v,, ..., Vv, les valeurs propres de 47 4 supposées telles que
V> vy =L 2v>0, et wy, w,, L., W, Tes vecteurs propres correspondants.
Soit

As, = '2‘1 a;w; et A'As, = .Zn:l b, w,
et supposons a; # 0 et b, # 0.
AT A" ' Asy = _Z’:l a, v 'w;
AT A" L 4'Asy = _gn:l b, v w,
(A™ Y Asy, A™T Y As)), = (Asy, (AT A" 4 Asy), = .Z”ZI a, b, vr1!

i

1

(A" Asy, A1 Asy), = (Ds), (AT A" Asy), = Y af Vi
i=1

(A™ L Asy, ATV Asy), = (A Asy, (AT AP AN Asy), = Y BEVET =
i=1
n a.b- V. m—1i7]2
1+ &% (L
Ky |: izz a; by (V1> :I
=0y = n b. 2 V. m—1 a. 2 V. m—1
1+ - = 1+ — ] (=
[ ;2 (b1> (V1> }[ i=2 (“1) (V1> ]

lim &2 =1. O

m— oo

M=

It

On voit que
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Le rang m* dépend de k et, bien que fini, est non borné. Or la norme utilisée,
et donc la valeur de m, ne doit pas changer au cours des itérations. Méme en
choisissant m assez grand, on ne peut donc conclure de fagon certaine a la
convergence.

6.2. Utilisation d’un procédé de partitionnement [2]

n
Soit )k/e R" quelconque. On a )kz =), c’ij e;(e; vecteurs de la base cano-
ji=1

nique).

On suppose que fzj #0 Vi=1,..,n

On partitionne I'ensemble d’indices { 1,...,n} en p, ensembles d’indices
I, I,..1I,

{Lo,n}y=LoulLyu..Ul,

avec

Lolh=¢ Viile{l,...ope },j#!
et on prend

k k .
Vi = Zajej i=1.,p.

jeli

Les vecteurs )kzi sont donc orthogonaux ; d’autre part, )kze V,. Vk puisque

o]

k

k k
y = i
i=1

i

I

s . k
PROPOSITION 6.2.1 : A chaque itération k, Vy € R", Vp, tel que 1 < p, < n,
’ . .. k N
on peut déterminer un partitionnement de y de fagcon @ assurer la convergence
. ok
de la suite des itérés x vers x.

Démonstration :

)k/=t'§,-e,~+2¢’§~e~ Vie{l,..,n}.

] A
j=

J

-

Pour un i donné, on pose }kzl = c'%i e; et on choisit les )kzj, J=2,..,p tels
que

.
]
~ -
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k # A.f)l l; ziAe,-
tal={————]|= ko, |k
LFI I AP, | LFI 1] |l e, |
- |G )|
1717 Ae; |
_|uUrte)|  @* ]
IFI I Ae ]l IF D1 e |

.. ) . .. k s L. .
On choisit le i qui maximise |(4*r), |, Cest-a-dire le i tel que

IEGLHER
COEL ) e
_ Puld*) ¢_(e)
— — — — A ——

= d ! .
Sua ™) Sy, (A)

bo(d*F) = | (A* B | =14, |

Les hypothéses de la proposition 4.1.2 sont donc vérifiées avec

1

=SS

O

De la proposition 6.2.1 on déduit une borne sur le taux de convergence

k+1 1 k
N ”<\ﬁ_S,i,(A*“)Si(A)”r“'

On peut encore donner une autre borne :

PROPOSITION 6.2.2 : En utilisant le méme partitionnement que dans la
proposition 6.2.1, on a :

k+1 < 1 — 1 k .
Vi< f maon

Démonstration : A* A est symétrique et définie positive ; soit Q la matrice
telle que Q% = 4* 4

() =(A""x, A* 447" ), =(Q47 ' x, 047" y), Vx,yeR".
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Gy(4* F)

N

PN A CLL, B N Pl
IFNz I e > ™ 52 |l Ae 2

bo(A* F) >

I A*F 2 = (A*F, A% F), = (A4* 46, A* A6),
= (0%¢,0%¢), = (0¢, 0% 09),
NFI2 = (7 = QA7 F,047' F), = (Q¢, 09), = || Q¢ |3
| de; 1> = (Ae;, Ae) = (Qe;, Qe = || Qe; |13

k
2> 10060709, 1
noojelz Qe

Soient A, et A, la plus grande et la plus petite valeur propre de Q

(¢, 02 Qé), S 2

I Q113 "
Qe ll, < Ql,llela=1Ql, =2
2
I 1

Za R T mAQ  maAr A)

A*¥ = AT M = y,(4* A) = 1,(AT MA) < v,(M) 7,(4) y,(47)
A4, =1 AT = 7v(4) = 'Yz(AT)

= 7,(4* 4) < 1,(M) v34) = VAR v3(4)

ko 1
oy = —————————..
17 myA(R) v3(A4)

Les hypothéses de la proposition 4.1.2 sont donc satisfaites avec

1

-1 g
ﬁYz(R) Y2(4)

Ce résultat montre que la vitesse de convergence est d’autant plus élevée
que le conditionnement de A est petit.
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k . . . . .
Le vecteur y est arbitraire et de nombreux choix simples sont possibles.
On propose les deux cas particuliers suivants :

1) Corrections multiplicatives :

y=x Vk.
On a alors

s YA T he="% =5 a4l T e,

=1 jels jel;
. k+1 . g k
Pour obtenir "x  on multiplie donc des groupes de composantes de x par
. k
les coefficients 1 + p,.
Dans ce cas le partitionnement est indispensable.
k+1

En effet, pour p, = 1, “Ilestla projection de ¥ sur (A)'E)l =(r A)'E) =0

= +hi="LAD =0+ )L aH =0
k+2 k+1
r =
ce qui montre que = viz 2

ii) Corrections additives :

=Ye Vk (doncag;=1 Vj=1,..,n).
j=1
On a alors

=%+

MM'e

b

. kt+1 . o k
Pour obtenir "X~ on ajoute donc a des groupes de composantes de x les
. k
coefficients p;.
Ici encore le partitionnement est indispensable.

En effet, pour p, = 1, y, reste constant et donc aussi H, au cours des ité-

. k+2 k+1 k+i k+1
rations; donc r = r et x = Viz 2.
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