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ETUDE ET CONVERGENCE
DE FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES (*)

par M. Atteia, C FaGe, J Gacuss (})

Résumé — On étabhit dans cet article Iexistence et I'umicité de fonctions « spline » complexes
d’interpolation d’ordre m sur un ouvert Q borné simplement connexe de C On caractérise ces fonc-
tions a 'aide des noyaux d’Aronszajn-Bergman et on étudie leurs propriétés de convergence vers
certamnes fonctions holomorphes sur Q

Enfin, on explicite une application de ces resultats aux fonctions harmoniques reelles sur Q

Abstract — We prove the existence and the umiqueness of a complex nterpolating spline function
of order m, on a simply connected, bounded open subset Qin C Using the Aronszajn-Bergman kernels,
we characterize these functions and study their convergence properties to some analytic functions
onQ

Finally, we give an application of these results to the harmonic real functions on Q

0. INTRODUCTION

Les fonctions « spline » réelles dont la théorie s’est trés rapidement déve-
loppée au cours de la derniére décennie, possedent des propriétés de lissage
remarquables mais leurs dérivées, a partir d’'un certain rang, présentent des
singularités.

Les fonctions « spline » d’interpolation sur un ouvert 2 borné, simplement
connexe de C introduites par M. Atteia [1] ne présentent pas cet inconvénient.
Leurs parties réelles, en particulier, sont des fonctions « spline » d’interpolation
analytiques sur 'ouvert Q considéré.

(*) Regu en novembre 1982

(*) Laboratoire d’Analyse Numérique, Université Paul-Sabatier, 118, route de Narbonne,
31062 Toulouse Cedex
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220 M. ATTEIA ef al.

Cet article a pour but de présenter les premiéres propriétés des fonctions
« spline » complexes d’ordre m dont une étude plus compléte sur certains
points a été faite par C. Simpson-Fage [3] dans sa these.

Au paragraphe 1, I'existence et 'unicité de telles fonctions s’inscrit dans le
cadre théorique classique.

Le paragraphe 2 met en évidence des propriétés de minimisation de la partie
réelle harmonique de la fonction « spline », qui peuvent étre exploitées pour
des problémes a données réelles.

Le paragraphe suivant étudie des sous-espaces hilbertiens de C® et leurs
bases; on donne une relation importante liant leurs noyaux reproduisants
— d’Aronszajn-Bergman — 4 celui de £2(Q).

L’expression de la fonction «spline» est obtenue a partir de cette étude,
dans le paragraphe 4. Comme dans le cas réel, I'explicitation du noyau fournit
celle de la « spline » ; on I'obtient ici, lorsque Q est un disque, centré a I'origine
pour une spline d’ordre 0 ou 1 (soit a partir de la relation entre les noyaux,
soit a partir des bases de sous-espaces hilbertiens). Pour un ordre supérieur
ou égal a 2, seule la décomposition en série est utilisable.

Enfin, le paragraphe S donne la convergence de la suite des fonctions « spline »
d’ordre m, interpolant une fonction analytique donnée sur un ensemble de
points, distribués sur une courbe I" contenue dans Q.

Soient Q un ouvert borné de C, simplement connexe, m et n deux entiers
naturels (n > m), { z;=x;+ ¥ }x=1...m ((*=—1) un ensemble de » points
distincts de €, { o, };-, ., un ensemble de » nombres compliexes.

Notons &, (Q2), 'ensemble des fonctions analytiques sur Q telles que :

Y 1fP@ P do, < + 0 (ouz=x+ iy, do, = dxdy).
opr=0

et Q) = Q).

On désignera dans la suite par Z I'espace C® muni de la topologie de la
convergence simple, par &' son dual topologique et par <.,.)» la dualité
entre & et Z'".

On notera aussi 2,(Q) I'ensemble des polyndmes complexes définis sur Q
qui sont de degré inférieur ou égal a k et par N, I'espace 2,,_,(Q) muni de
la topologie induite par celle de Z.

¢,, désignera '’homomorphisme canonique de & sur £ = Z/N,,.

On posera : 4,(Q) = ¢,(,Q) et f = 9,(f) pour fe ,(Q).

On notera : €, = {fe #,Q); f(z) = o, k =1,...,n };%,, est un hyper-
plan fermé de Z.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES 221

1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA FONCTION « SPLINE » COMPLEXE D’INTER-
POLATION D’ORDRE m SUR Q

On énoncera tout d’abord deux lemmes classiques :

LEMME 1.1 : Quelle que soit fe ¥ *(Q), quel que soit pe N,

! 1 2 172
VzeQ, |f(p)(z) | g%;(;—(’;—);—)rr <JVQ |f(Z) I dmz)

ot R(z) est la borne supérieure des rayons des cercles de centre z contenus
dans Q.

LeMME 1.2 : Quel que soit le compact K contenu dans S et quelle que soit
fe 2@,

1/2
Sup{{f(2)|;zeK} < Ax(J /@) [? d®z>
Q

ou Ay est un nombre réel indépendant de z € K et de fe ¥ *(Q).

De ces deux lemmes, on déduit que £ 2(€2) est un sous-espace hilbertien

de &, quand on le munit du produit scalaire (f, g) — j f (2).9(2) do,.
Q

Drautre part, Vf, g € &,(Q), (f,§) = (J19). = J f"(2).g"(2) dw, défi-
Q

nit un produit scalaire sur &7, (Q).
Muni de ce produit scalaire, <7, (Q) est un espace de Hilbert. On notera
Il - ll,, la norme associée a ((. .)),. De plus, on a immédiatement :

LEMME 1.3 : Quel que soit m € N*, I'application :

A,Q) - L*Q)
est une surjection .
S

Des lemmes 1.2 et 1.3, on déduit facilement que &7, (Q) muni du produit
scalaire ((.].)), est un sous-espace hilbertien de Z.

De plus, posons : G, = ¢,(%,).

Comme %, + N,, est fermé dans & et comme ¢@,, est 'homomorphisme
canonique de  sur &, €, est une partie (convexe) fermée de 7, ().

vol. 18, n° 3, 1984



222 M. ATTEIA et al.

THEOREME 1.1 : Quel que soit me N, il existe une seule fonction « spline »
complexe d’interpolation d ordre m, que nous noterons o,,, solution du probléme :

Min { J |f"() |? do,; f €4, }
Q

Preuve : Puisque @, est convexe fermé dans o7, (Q). il existe un seul élément
o, € &, () tel que :

1 S Ml = Min { 17Nl fe B,

G, est le seul élément de %,

m

appartenant a la classe G,,. |

2. APPLICATION AUX FONCTIONS « SPLINE » REELLES HARMONIQUES A DEUX
VARIABLES

LeMME 2.1 : Quel que soit me N, quelle que soit f, analytique sur Q, on a :
d"(z) |? _ 1 i m\ (0™ Re f(x, y)\>
2»1—1 »=0 p axm‘“P ayp '

VzeQl,
am?

Preuve : Cf. [3] et [5].

THEOREME 2.1 : Quel que soit me N, la partie réelle de la fonction « spline »
complexe d’interpolation d’ordre m sur Q est la fonction « spline » réelle harmo-
nique a deux variables qui minimise [’intégrale :

2 (m\ ("9 )Y
L L;o (p> <3X'""’ 5y”> } ey

parmi toutes les fonctions g de I’espace de Sobolev réel H™(Q) qui sont harmo-
niques dans € et telles que :

g(xy, yi) = Re (), k=1,..,n.

Preuve : Soit 9, = { ge H"(Q); g(xi. y) = %e (), k = 1,..,n}; Ze(c,)
est une fonction harmonique contenue dans H"(QQ) N &,

En effet, puisque o, € ., (Q), Y o) |Pdo. < + o et donc,

m

nt

om=0
d’apres le lemme précédent :

‘H%mmwum li@@@ﬁ&ﬂﬂa@qw
Q

r=127" /S0 \q OxP~ 1 0y

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES 223
o° %e (o,,)
OxP= 91
Réciproquement, soit g une fonction harmonique sur Q contenu dans

14
H™Q) 4, Alors : Vpe {0, .m}Vge {0, .m}, —29 e 12Q).
OxP =1 gy"
De plus, g est la partie réelle d’'une fonction w, analytique sur Q. Du lemme
précédent, il résulte que quel que soit pe {0, ..., m} :

Pg9(x, ») Y
OxP~1 gyr

Ainsi : Vpe {0,...m}, Vge{0,...,m}, L*(Q).

1

dwz)| 1
4201,

dz?

VzeQ, ‘

It M'e

et donc que : w e &, (Q).
Ainsi, on a :

' . 1 1 m m am g(x’ y) 2
™(z) |* doo, = M = e ;
J\Q ICm (Z) l (D‘, IH{JQ [4 2m—1 p;o <p><axm~p ayp dx dy ’

g harmonique sur , ge H"(Q) N 9, } .

Et ainsi :

no(m\ [0"(%e (0,)) (x, )\ B
J; I,;o (P) ( X" P dyP ) dxdy =

- Mi 0"g(x, y) :
- | [ £ C) @535 Joer

g harmonique sur Q, ge H"(Q) N %, } -

3. SUR LES SOUS-ESPACES HILBERTIENS DE C® ISOMORPHES A .7, ()

3.1. Les espaces &,, (m e N)

On désignera par &,, un sous-espace vectoriel de
quement a m(Q) dans l’apphcatlon \l’m - (‘pmlém

&,,(Q) isomorphe algébri-

La forme sesquilinéaire : (£, g) = (f19),, = J £"%2).g"(z) do. définit
Q

sur &, un produit scalaire [3]. On notera || . ||, la norme associée a ce produit
scalaire.

vol. 18, n° 3, 1984



224 M. ATTEIA et al.

On a : Vfiged&,, (f|@n = V(N V(D)

On en déduit facilement que &, muni du produit scalaire (. | .),, est un
espace de Hilbert qui est un sous-espace hilbertien de Z, c.-a-d. :

VzeQ,IM(2)e R, tel que Vfe&,, |f@Q|<MIf -

Alors, il existe E, € C**? tel que :

() VzeQ,Vfe&,, f(2) = (fIE.(, 2)n:
(i) Vz,teQ, E, (t,z) = E (2, 1);
(iii)) Vne N*, vo,, ..., 0, € C, Yz, ...,2,€Q

n

kZ 21 % o; E,(z,2) 2 0 (cf [2] et [7]).
=1 j=
E,, est appelé noyau reproduisant — d’Aronszajn-Bergman — de &,,.
De la proposition 2.4 de [8] et de la positivité du noyau E,,, on déduit que
E, est continu sur lintérieur de Q.

3.2. Sur certaines propriétés du noyau de &

Soit E,, le noyau reproduisant de &,,.

LEMME 3.1 : Quelle que soit la fonctionnelle linéaire et continue sur &,, et
quelle que soit fe &, on a :

r.. om—-—
0f) = J YN  UE,(-, 1)) do, .
o at
Preuve : D’apres le théoréme de Riesz, il existe un seul élément 4 € &, tel
que :

Vfeé,, If)=(1h-

D’autre part :
VieQ, h@) = (h|E,(, O}, = E,(. 0)]|h),

et donc : h(t) = I(E,(., 1))
On en déduit immédiatement la propriété annoncée. ||

THEOREME 3.1 : Soit L le noyau reproduisant de &, = L*Q). Alors :
Yme N, E,, est caractérisé par :

A2m

g
vt Q ———E (t,z) = ILt, 2) .
] ze ] (?t'" 0?,, m( ) L’( Z)

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES 225

Preuve : On montre facilement que quel que soit z €, I'application I,
qui a tout fe &, associe le complexe f™(z) est une fonctionnelle linéaire et
continue sur &,

On applique le lemme précédent a /. et quel que soit fe &, on a :

m>

L) = 1) = J roxy- 2 (a— Enz. z)) do,
. o o™ \oz
c.-a-d
A2m
VzeQ, f() =j FO0) o E, (1, 7) do,
. o o7

Du lemme 1.3, on déduit que 'application qui a tout f'e &, associe sa dérivée
£ est une bijection de &, sur £2().
Par conséquent, quel que soit g € £ (), on a :

62"’E,,,(t, Z)

atm azm d(D, *

VzeQ, g¢(2) = j 9()-
Q
Le noyau reproduisant de £ %(Q) étant unique, le théoréme est démontré. ||

3.3. Bases dénombrables orthonormales de &,

PROPOSITION 3.1 : Quel que soit me N, &, est un espace séparable, et si
(€N est une base dénombrable orthonormale de ¥ *(Q), alors il existe une
base dénombrable orthonormale unique (€}),.n de &, telle que, quel que soit
ke N, la dérivée d’ordre m de e soit e.

Preuve : #%(Q) est un espace séparable [6].

Soit (eQ),.n l'une de ses bases dénombrable orthonormale.

Du lemme 1.3, on déduit que, quel que soit ke N, il existe une unique
fonction €} de &,, telle que e soit sa dérivée d’ordre m, et 'on a :

Vk,jeN (el en), = @™ er™), = (e € = 3y,

De plus, si fe &, est telle que : Vke N, (f{e}), =0, alors f vérifie :
VkeN, (f™]ed), = 0.
Ainsi f™ étant un élément de £%(Q), ona f™ =0 et donc f = 0.

La famille (¢}),.n €st donc une base dénombrable orthonormale de &,, et
&, est séparable. |

vol. 18, n° 3, 1984



226 M. ATTEIA et al.

COROLLAIRE 3.1 : Quel que soit me N, si (€]'),n est une base dénombrable
orthonormale de &,,, alors la famille des dérivées d’ordre m de ¢, (k € N), est
une base orthonormale dénombrable de ¥*(QQ) et les noyaux reproduisants E,,
de &, et L de L*(Q) se décomposent respectivement de la maniére suivante :

Vi,zeQ, E,2)= Y €@.€0)
keN
et

L2 = T ™60,

keN

Preuve immédiate : D’apres la propriété des compositions des noyaux de
sous-espaces hilbertiens dans une base orthonormale. |

4, EXPLICITATION DE LA FONCTION « SPLINE » COMPLEXE ¢,

4.1. Cas général

LEMME 4.1 : Caractérisation de €,, et de i, (€,).

() 1l existe (n — m) éléments p, ..., pu_n €X', linéairement indépendants
dans X' tels que : Vpe{l,...n — m},

(ou par abus de langage, z’ désigne I'application : z — z%).

(i) Aux (n — m) éléments pi, ..., py_. € X', on peut associer, de maniére
unique, (n — m) éléments Py, ..., P,_,, € &, (Q) linéairement indépendants tels
que :

Vpe{l,...,n—m},er%m(Q), <p;nf> =((§p‘f))m'

2,Q); (Bl =B, 1<p<n—m} oi

m
B, = ZC?’OLPH,lSpSn—m;
j=o

@m:‘yn_ll((gm) = {fegm;(pp|f)m =Bp’1 gpSn—m}
ou:p, =Y 'Fl<p<n-—-m

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES 227

Preuve :

(i) Immédiate.

Z,Q) - R est une fonc-
f<pp f>

tionnelle linéaire et continue. Il existe donc un seul élément §, € #,,(Q) tel
que :

(i) Vpe {1, .., (n — m) }, l'application :

Vi€ L, Q) {pp S =By N

De plus, B, ..., P,—. sont linéairement indépendants, comme on le vérifie
immédiatement.

(i) ¥/ € By (B, 1 D = B, = < 3 o 5., . f> =Y @a,,, Inver-
ji=0

j=0
sement, si f e, (Q) vérifie : (B, /), =B, 1 < p <n— m, on montre
facilement qu’il existe fe %,, tel que : V() = f. |

THEOREME 4.1 : Soit &, un sous-espace vectoriel de A, (C2) isomorphe algé-
briquement et topologiquement a <7, (Q) dans Iapplication \y,,. E,, désignera
le noyau de &,, qui est un sous-espace hilbertien de %.

Pour tout me N, la fonction «spline» complexe G, peut sécrire sous la
forme suivante :

n—m m
0-m = pm + Z )\’k[ Z Ej‘ Em('v Zk+j):|
k=1 ji=0
ou :
* meZVW

** (A1, ..., A,_,,) est solution unique du systéeme linéaire :

M=

n—m m m

wk P - —
Y ?\k< Y el Ezpe zk+j)> =Y op,p=1.,n—m.
k=1 j=0 I=0 I=0

J

sxx Quel que soit ke {1,..,n — m}, les constantes c%, ..., c* vérifient les
m équations homogeénes :

m

Z ci‘(zk+j)q =0, ¢g=0,..m—1.

1=0

Preuve : Des hypotheéses, il résulte que 2, est une partie convexe fermée
de &, car &, est une partie convexe fermée de 7, (Q).
Soit s,, la projection de lorigine de &,, sur 2,

m m*

vol. 18, n° 3, 1984



228 M. ATTEIA et al.

On a alors :

” s"l “"l = Min{ ” f ”m; f e @"l } = IH §m I”IH = Min{ l” f I“nl; feg‘?)" }

et c"l = p"l + s"l ou pm € Nm pUiSque :

[ otte)  do. = 15,12,
Q

Notons que o,, ne dépend pas du choix de I'espace &,,.
Comme s, est la projection de l'origine sur I’hyperplan fermé 2,, déterminé
par les équations : (p, | s,), = B, 1 < p < n — m, on a classiquement :

Sw= 3 MPrr MEC,1<k<n—m.
k=1

Or, VzeQ, Ype{l,..,(n —m)},
pp(z) = < pps 82 > = (pp ' Em(" z))m = < plp’ Em('? Z) >

m

E_Ii,oEm(Zptiv z) = z Ef'Em(zv Zp+j) :
ji=0

It
M=

j=0

n—m n— "l

. / m
Ainsi : 5, = Y Ap, = kz E.(., JH‘)) D’autre part :
k=1 =

n—m n—m

(pp I O.m)m = (pp l sm)m = k;x )"k(pp I pk)m = kgl )"k < p;ﬂ Pk > =

(B ) K (g e

= )"k( Z Ef([;() Elk Em(zp-f-j« zk+1)>>

Jj=0

n—m m m
— P
= )"k( e} & E,(zx 41 p+J)>
Jj 0

k=1 j=0 I=

d’ou la propriété *x.
La propri€té #** est immédiate car :

Vke{l,..m—m}, {ppld=LKppzd="={p2""">=0. |

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES 229

4.2. Cas ou Q est un disque de C

Dans ce paragraphe, Q est un disque de C, centré a I'origine et de rayon R.
On mettra en évidence des sous-espaces hilbertiens particuliers de &, notés
ici #,,(Q), dont on pourra expliciter une base orthonormale ainsi que leur
noyau reproduisant.

4.2.1. Explicitation du noyau reproduisant

PROPOSITION 4.1 : Le noyau reproduisant H,, de 5#,(Q), espace de fonctions
de o, (Q) qui Sannulent en m points &, ..., €,, € Q distincts est tel que :

Vt,zeQ, H,(t.z)= ). V(). ()

keN
avec

VzeQ,Vke N, Vi(z) =

4 p(2)

JrJk + 1 (k+2) .(k + m) R**!

ou py est le polynéme de N,, vérifiant :

PrE) = gm =1,

1
JuSk+ 1k +2)... (k + m) R

Preuve : La famille (), .5 défini par :

Jk+1 g
VzeQ,Vke N, V) =T§§-ﬁ

est une base dénombrable de Z2(Q) (cf [7)).
D’aprés la proposition 3.1, quel que soit ke N, il existe un seul élément
v € H, Q) tel que

d"l ”l( )

VzeQ,
ze d"l

=) -
Alors

k+m

f./k+ k + 2).. (k+m)R““

ou pi € N, est enti¢rement déterminé par le fait que V3'(€;) = 0, = 1, ..., m.
Le résultat annoncé s’en déduit immédiatement. |
D’apreés la proposition précédente, le noyau H,, s'exprime sous forme de

VzeQ Vke N, V() = ()

vol. 18, n° 3, 1984



230 M. ATTEIA et al.

série; il n’y a que dans le cas oum = 0 et m = 1 que I'on va pouvoir donner
une expression du noyau au moyen de fonctions élémentaires.

PROPOSITION 4.2 : Le noyau reproduisant L de ¥ *(Q) (m = 0) est défini
par :

Vi,zeQ L(t,z) =

Preuve : 11 suffit de vérifier que

k

Z V@ W) = = Z (k + DRZ"”
1 1

nR? Z\*
I_F

PROPOSITION 4.2bis : Le noyau reproduisant H, de

Vi,zeQ, Lt z)

H

H Q) ={fe A (Q); &) =0 eQ}

est défini par :

Vi,zeQ, H(t,z) = — }f‘

~ Log (1 - ER__> + Log (1 5;251)]

0?H (1, 2)
ot 0z

q)—
—

-

O

0
N

Sk

|

9| &
N—’

|

.

o

oQ
N

It

|
\__/

Preuve : On sait que : Vi, z€Q,

= I(1, 2).

Apres intégration, on trouve :

H(t, z) =- [Logz— Log(l - I—Q—)J-'_ a(z) + o).

Pour déterminer a et b, on utilisera le fait que H, est hermitienne et que
VzeQ, H&,,2) =0. |
Remarquons que cette méthode ne peut s’étendre aux cas m = 2; en effet,

dans le cas m = 2 par exemple, on aboutit au calcul d’une primitive de
Log (1 + x)
p .
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FONCTIONS « SPLINE » COMPLEXES 231

4.2.2. Explicitation de G,

D’aprés le théoreme 4.1, la connaissance explicite du noyau E, permet
de déterminer entiérement &,,. Un choix commode de E,, est de prendre ici
le noyau d’un espace J,,(Q2) défini précédemment, les m points &, ..., &,
étant alors choisis parmi ’ensemble des points d’interpolation, soit z,, ..., z,,
par exemple.

Le polynéme p,, figurant dans I'expression de o, est entiérement déterminé
par le fait que

cSm(zk) = P,.,(Zk) = 04 k = 1, e, m.

(On a en effet VzeQ E,(z,2) = H,(2,,2) =0 k=1,...,m)

5. CONVERGENCE
PROPOSITION 5.1 : Soient &, ..., £, m points distincts de €,

HnQ) ={fed,Q); fE)=01<j<m},

et &, un sous-espace vectoriel de A, (Q) isomorphe algébriquement a </, (Q)

dans Iapplication = 1, = @,,, .. On suppose que H#,(Q) et &, sont munis du
produit scalaire :

(ﬁwaumn=wam@Wﬂm,

Q

H,(Q) et &,, sont deux sous-espaces hilbertiens de Z dont les noyaux respectifs
H, et E, sont liés par la relation suivante :
m

Vi,zeQ, Hyt,2) = E(t.2) — 5 () EtE)— Y LD BNz E) +
J=1 J=1

+ Z Z l](l) lk(_z) Em(é]’ &k)
=1 k=1 -
ou [, désigne le polynoéme de Lagrange de N,, tel que : [(§,) = 8,,1 < k < m.

Preuve : On sait que ,,(Q) est somme directe (algébrique et topologique)
des espaces #,,(Q2) et N,, de méme que &, et N,,. Ainsi :

m:

Ve, Q), f=h+p=e+qheH,Q),ecé,,p,qeN,,.

Dautre part : p = ) f(§) 1, car Vie{l,...m}, h(,) = 0.
J=1
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m m

Donc:p= 3 @)+ 3 a&)l = T )l +a

i=1 i=1

Or’ VZEQ’ h(Z) = (f | Hm(" Z))m et e(Z) = (f l Em(" Z))m'
On en déduit que :

vzeQ, (@)= (le".(-,z) + Zt‘ﬂE(&)) +q() =

= (j ‘ Enl(" z))"l + q(z) .
Dol :

Vfe o, (Q),VzeQ, <f |E,(.,2) — [H,,,(., z) + Z 1(2) E, (., gj)]) = 0.

m

Comme P'application | «,,(Q) » £ *(Q) est surjective, on a :

S g

m

VzeQ, EM(.,2)=HM"(.,2)+ Y [ EM.E).
j=1

En intégrant, on obtient :

B2 = A + Y TDELE) + & %@k

avec: Yk {1,...m}, E,(, 2) = Y. [ E, (& ) + o(2), dou le résultat
j=1
annonce. |

THEOREME 5.1 : Soient I une courbe rectifiable contenue dans un compact
de Q et we A,(Q).

Quel que soit ne N*, on désigne par Z" un ensemble de n points distincts
de T que nous noterons 2%, ..., z}, et par o(n) la « spline» d’interpolation de w
aux points de Z".

Si lim (Sup ( Inf |z — 7)) =0, alors : lim | o(n) — w|, =0

n—o zel 1£j<n

F % = j £ dmz).
Q

<oz‘¢ 1 Vfe A,(Q),

Preuve : Notons o(n) la «spline » qui interpole w aux points de la sub-
division Z”.
* Soient ¢, .., t,, m points distincts de I' et
Hw={e,Q); ft) =0,1<j<m}.
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XA,, muni du produit scalaire :
£ - Pn = J f(2).g"(z2) do,
Q

est un sous-espace hilbertien de Z.
Notons K,, son noyau. On a les décompositions suivantes :

Vne N*, o) =1(n) + gn), t(n)eX,, qn)eN, e w=v+gq,
veX,, gq€N,,.
De plus : Vne N*, | 1(1) |, = | o@) [ < [w | = || © |-
La suite t(n) étant bornée dans J¢,,, on peut en extraire une sous-suite,
que nous noterons encore t(n) pour simplifier 'écriture — qui converge

faiblement dans X, vers t™* e X,
Comme la norme | . |, est s.c.i. pour la topologie faible de ¢, on a :-

lim inf || ©(2) [, = I| ©* -
n—w

*xx Soit ¢t un point fixé quelconque de T'.
Comme lim (Sup ( Inf |z —z7[)) =0, on a :

n—w zel 1<j<n

VYoe N* dn(a)e N* 3% Do<ksm € Z™®  tels que :

Max (j1 — Zjg |, Max { | f, — Zj@ 1; 1 Sk <m}) <

Q| =

Soit #y = {fe A, Q); f(Z}) =0,1 <k <m}; H#,; muni du produit
scalaire :

(£ -9 = j f"(@).g™(2) do,
Q

est un sous-espace hilbertien de Z.
Notons Hj, son noyau.
On a alors les décompositions suivantes :

w=10v0) +p@), v)eH, p@eN,
o(n(0) = s(n() + p(@), s(r() € # ;
la composante de w et celle de o(n()) sur N,, sont les mémes car :

[v(@) — sr(@)] (Z3@) =0, I<k<m.
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On en déduit que :
Vae N*,  [v— t((o)] (1) = (v — 1(@(@) | K, (., D) =
= (v() — s(r(@) | K, (., D)

car v — v(a) € N,, et t(n(a)) — s(n(®)) e N,,,.
Comme [v(a) — s(r()] (2’3 = 0, on a auss: :

[v — ()] (1) = (@) — sC(@) | K-, 1) = Hole, 25 -
Il en résulte que :

[v — )] @) | < | v(@) — s00) |- | Koo, ) = '}%))) 1
g 2 ” w ”m'{ ” Km(" ) Km( L] "'_;5?)))) ”m + ” Km('s Z:EO(;))) - *o Z:(?)))) ”m } .

Comme (z, t) - K, (z, t) est continue sur , on a :
lim | Knles 1) = Koo, 2530 12 = lim { [K,(t, ) = K(t 53] +
+ [Km(‘zﬁc(‘)))? r-;%))) K (Z }?))))]} 0 .
D’autre part, de la proposition 5.1, il résulte que :

si M eN,. 1<j<m, est défini par : () =38,, 1<k<m,

ona :
hm " Km( ’ ;?8)) 3%))) “ -
m o (2
= lim | 3 K@) K.l 25
o~ o0 k=1 im

i

m m
- lim (Zl 5 10 ) TR K 2 ’;2:’9)
k=1 k'=1

a0

Or, on vérifie facilement quesi /, € N
I<j<mona:

m 1 < k < m,estdéfinipar: () =3,

lim [O(Zy3) = (1)
o= 00
De méme, on a :

lim K, (0, Z3#) = K,(t. 1) = 0.
o= oo
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DOI’IC : llm H Km(" Z:E((z)))) - th *> Z';E%))) ||r%1 = 0
[-2ado}

On en déduit que : Ve e I, lim [t(n(a)) — v] () = O et par conséquent que :

Viel, [v — t*]1() = 0.
Ainsi, v coincide sur I" avec t*.
Comme v et t* sont analytiques sur €, on a :

VzeQ, [p—1(=z) =0 et liminf|t®) |, =1{vl,.

Mais : Vn e N*,
Donc : lim |
n— oo

o) [l = [ 0@ [l < N0l = 1w
T(n) Hm = ” v "nl'

Puisque t(n) — v, on a : lim || t(n) — v |,, =0 et par conséquent, on a
n—oo

n—oc

aussi : lim || o(r) — w|,, =0. |

COROLLAIRE 5.1 : Avec les mémes hypothéses qu'au théoréme 5.1 on a :
VpeN, Vne N* o'P(n) converge uniformément vers w? sur tout compact K
contenu dans Q tel que : distance (K, Q) > 0 ou &2 est la frontiere de Q.

Preuve : Vz € Q, Yo e N*,
| [o(r(@) — wl () | = |(c(() — w | H3(., 2),, | <

< || ot(@) — w |- || HRC-s 2) [l

= Yo e N*, J | [o(n(@) — w](2) | do, < || o(m(@) —w H,Z,,J (H%(z, 2)) do, .
Q

Q

a=>co

Comme lim J (HYz, 2)) do, = J K2(z, z) do_, on en déduit que :
Q Q

lim | |[o(() — w](2) |* do, =0.
a— o0 Q

Mais d’autre part, avec le lemme 1.1,

VpeN, VzeQ, |[c@@)? —w?)(2)]| <

! 1 1/2
z Q

On en déduit facilement le résultat précédent. ||
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