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APPROXIMATION NUMERIQUE DE CERTAINES EQUATIONS
PARABOLIQUES NON LINEAIRES (*)

par C. BERNARDI (!) et G. RAUGEL (%)

Communiqué par M. CROUZEIX

Résumé. — Nous prouvons, pour une catégorie générale de problémes paraboliques linéaires,
la convergence d’une famille de solutions approchées vers la solution exacte sans aucune régularité
des données. Ce résultat nous permet d’établir un théoréme abstrait d’approximation de problémes
paraboliques non linéaires, dont nous donnons quelques exemples d’application. Dans tous les cas,
des estimations d’erreur optimales sont obtenues.

Abstract. — For a fairly general linear parabolic problem, we prove the convergence of a family
of approximate solutions to the exact solution without any regularity of the data. This result allows
us to state an abstract theorem about the approximation of nonlinear parabolic problems; we give
some examples of application. In every case, optimal error estimates are derived.

I. INTRODUCTION

Soit V et H deux espaces de Hilbert tels que V soit inclus dans H avec
injection continue et dense. Dans toute la suite, on identifiera 'espace H avec
son dual H' et on notera (., .) le produit scalaire sur H aussi bien que le pro-
duit de dualité entre V et V',

(*) Regu en novembre 1982.
(*) Analyse Numérique, Tour 55-65, Université Pierre et Marie Curie, 4, place Jussieu, F-75230
Paris Cedex 05.

() UER de Mathématiques, Université de Rennes, Rennes Beaulieu, F-35042 Rennes Cedex.
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238 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Notre but est de résoudre numériquement des équations d’évolution non
linéaires de la forme
du

7t Au+ 90w =0, I.1)

ou

10 A est un opérateur linéaire continu symétrique de ¥V dans V', que nous
supposerons de plus coercif, ie.

VeeV, (Auv)zafv|i, a>0. (d.2)
On notera a la forme bilinéaire symétrique sur ¥V x V définie par
YueV, YveV, au ) = (Au, ). (1.3)

29 g est une application continue de R x V dans V', astreinte a certaines
conditions de régularité que nous préciserons par la suite.

Soit T un nombre réel > 0 donné. Nous voulons résoudre I’équation (I1.1)
munie de 'une des conditions suivantes :

1° condition de périodicité

u(0) = w(T) 1.4)
20 condition initiale nulle
u0) =0; 1.5)
30 condition initiale quelconque
u(0) = u, (1.6)
(resp. 1.7) u(0) = uy(A)), 1.7

ol u, est un €lément de H (resp. u, est une fonction continue de R dans H,
dont la régularité est a préciser).
Dans le paragraphe II, nous ferons sur I'approximation numérique du
probléme parabolique linéaire
du

dr

muni d’une des conditions (1.4). (I1.5) ou (1.6), une hypothése dont nous véri-
fierons sur de nombreux exemples qu’elle est satisfaite. Dans le paragraphe I11.
utilisant le théoréme des fonctions implicites discret de [S], [6] ainsi que les
résultats du paragraphe II, nous définirons et €tudierons, sous certaines hypo-
théses concernant les fonctions g et u,, une approximation numeérique de
'équation (I.1) munie d’'une des conditions (1.4), (I.5) ou (I.7); nous don-
nerons des exemples de fonctions g satisfaisant ces hypothéses.

+ Au ={, (1.8)

RALRO. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS PARABOLIQUES NON LINEAIRES 239

II. LE PROBLEME PARABOLIQUE LINEAIRE

11. 1. Rappels de résultats sur le probléme continu et hypothése d’approxima-
tion

On définit I'espace H¥*(0, T ; H) comme I'adhérence dans H'?(0, T ; H)
de 'ensemble des restrictions a (0, T) des fonctions de ¥ *(R; H) périodiques
de période T ; on désigne par Hz'/?(0, T ; H) son dual. De méme, on définit
Tespace Hy/*(0, T: H) (resp. H}'*(0, T; H)) comme ladhérence dans
H'Y2(0, T ; H) de I'ensemble des restrictions a (0, T) des fonctions de 2(R; H)
nulles sur (— oo, 0) (resp. (T, + o0)); on désigne par H, (0, T ; H) (resp.
H; 20, T; H)) son dual.

On notera désormais

1o &4 Tespace L0, T; V) n HY*(0, T H);

20 ', (resp. &) l'espace

L*0, T; V)~ H)*(0, T; H) (resp. L*(0, T: V) n H{/*(0, T; H));

30 &, Tespace L*(©,T;V)n H,T: V).

Les résultats suivants sont dans [14, chap. 3].

ProrosiTION 11.1 : L'opérateur oy : u — f, ou u est la solution de (1.8),
(1.4) est un isomorphisme de & 4 sur %y = Xy Lopérateur Ly : u — f, ot u
est la solution de (1.8), (1.5) est un isomorphisme de %, sur %, = Zr. L’ opéra-
teur o . u — (f, up), ou u est la solution de (1.8), (1.6) est un isomorphisme de
%, sur %, = L*00, T; V) x H.

Notation : Par la suite, on notera & : & — % l'un des trois opérateurs
Ay Xyp > WYy, Lo Zo—>%, ou A, : %, > %, et on désignera par
T : % — & Topérateur inverse de .o7.

On utilisera également le résultat de régularité suivant (cf. [15]).

ProPOSITION 11.2 : Les opérateurs Gy et B, sont linéaires continus de
L*0, T: H) dans H'0, T; H). Lopérateur G, est linéaire continu de
L*0, T; H)x V dans HY0, T; H).

Dans toute la suite, on considére un paramétre d’approximation 4 dans R¢,
d =1 ou 2, destiné a tendre vers 0. On suppose qu’il existe un sous-espace
fermé % de Z et un opérateur G; : % — & approchant G au sens suivant

(Hy) VFe®, lim|(8—B)F |, =0.

h—-0

vol 18, n° 3, 1984



240 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Nous allons vérifier sur de nombreux exemples que I'hypoth¢se d’approxi-
mation (H ), suffisante pour aborder les problémes non linéaires, est facile
a satisfaire.

Dans la plupart des cas, en supposant un peu plus de régularité sur la solu-
tion u = GF du probléme continu, nous obtiendrons des majorations d’er-
reur pour || (G — Gp) F |- Une méthode classique de dualité, utilisant la pro-
position 11.2, donnera une meilleure estimation pour || (6 — G;) F || L2010

11.2. Semi-discrétisation en espace

Pour discrétiser en espace I'équation (1. 8), nous allons utiliser une méthode
de Galerkin.

Dans ce paragraphe, on choisit le paramétre # = h réel. On considére
un sous-espace de dimension finie V, de V eton pose : Z,=% n L*(0, T; V).
L’opérateur B, est défini de la fagon suivante :

1° Soit f un élément de %4 (resp. #%,). La fonction u, = By, f(resp. By, f)
est 'unique solution dans g, (resp. Zo,) de

di
Vo, eV, (;t—" v,,) + a(u, v,) = (fiv) pp-dans(0, 7). (I.1)

20 Soit F = (f, uy) un élément de #,. La fonction u, = G, F est 'unique
solution dans %, de

d
Yv. e V,. (ﬂ uk\+a(uh. v)=(f.v) p.p.dans (0. 7))
\a )

(11.2)
w(0) = Qp g,
ou Q, désigne I'opérateur de projection sur V, dans H, défini par
|4
VoeH, {Q"”e h (1.3)
Yv,eV,, (v—-Q,v,v,) =0.

Démontrons maintenant 'hypothése (H,). On a les :

PROPOSITION I1.3 : Pour chacun des opérateurs G = Gy et G = B, il
existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout élément f de ¥,

B flle < CITSf g (1.4)
Siu="Tf ona
| @®=B)flle <C Inf Ju—uv,ls. ar.s)

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS PARABOLIQUES NON LINEAIRES 241
La premiére démonstration de ce résultat pour G = G, est due a [10].
Le cas G = By a été étudié dans [2].

ProOPOSITION 11.4 : On suppose qu'il existe une constante C indépendante de
h telle que
VeV, |Quvly<Clvly. a1.6)

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout élément F
de %,,
I B Fllag, S CUGF g, - a1.7)

Siu="T6;F,ona
” (T, - T F ”af, <C u,.lenxf,.. l#— v, llg,- (I1.8)

Démonstration :

1° On commence par prouver que lopératéur &, = G, &; : u — u, est
borné de &, dans &, indépendamment de A. D’apres (II.2),

1 d
5 g7 | e I + ol I3 < 1S Ny llay -

On en déduit en intégrant sur (0, T)
I 4 207wy < CU S V2o + 1 @ntto Ua) -

Comme || @, uo lu < Il 4o s Il 4 20,77y < C | 4 llg,- D'autre part,

du du
@), e

du,
— = Sup ——— = Su
@y "o Toly ey Mol
S (f. @nv) — a(u,, Q, v)
= Sup .
veV " v "V

D’apreés (I1.6), on obtient

du
21 S CUS v+ T lly)
v
d’ou :
du
7; < C(Il f 20,75 + 1l llL2c0,7:v)) -
|L2(0,T;V")

En regroupant les deux résultats, on a : || u, [lq, < C || ¢ ||g,-

vol. 18, n° 3, 1984



242 C. BERNARDI. G. RAUGEL

2¢ Pour tout élément v, de &,
u—u,=U—-R)u—U—-RB)v,.
En appliquant le résultat précédent,

| v — w, ”zr, <|1-%, !‘y(zr,,a',) | v — v, ||a, <Clu-—uv, ”a,-

Remarque 11.1 : Dans la proposition II.3, on ne précise pas la dépendance
en T de la constante C de (I1.4). Par contre, on note que la constante C de
(I1.7) est indépendante de 7. Réciproquement, on peut prouver que, si la
majoration (I1.7) est vérifiée avec une constante C indépendante de T, alors
I’hypothése (I1.6) est satisfaite.

COROLLAIRE 11.1 : Sous I’hypothése

YoeV, lim Inf v —v,|, =0, (I1.9)

h—>0 wvpeVn

la condition (H ,) est satisfaite a condition de supposer en outre (11.6) dans le
cas G = G,

Démonstration -

1o Le cas B = B a été étudié dans [2].

2° Danslescas G = G, et B = Ty, soit F un élément de #. Soit € un nombre
réel strictement positif fixé. Comme 2(]0, T]: V) et 2([0, T]; V) sont denses
respectivement dans %, et &, il existe une fonction u, de 2(]0, T]; V) dans
le cas G = B, et de Z([0, T]; V) dans le cas B = G, telle que, si u = GF,

lu—ully <Ce.
En utilisant (I1.5) et (I1.8), on a pour toute fonction v, de %,

hu =y llg < lu—ullg + [ ue— 0y llg-

Or. sous 'hypothése (I1.9), on sait que, pour A assez petit, il existe une fonc-
tion v, de 2(]0. T]; V,), donc de Z ;. dans le cas © = G, et de 2([0, T]; V,),
donc de %, dans le cas G = G, telle que

Sup | u(2) — v,(?) “V S E,
1€[0,T)

du, dv, |
FO-20 ”V <e.

Sup

1e[0,T)

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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On en déduit

Il u, — v, g < Cllu — v, Hnl(or V) < Ce.

En regroupant les majorations précédentes, on démontre le corollaire.

Nous allons maintenant préciser les résultats précédents et établir des
majorations d’erreur dans un cadre particulier. Soit Q un ouvert borné de R?,
D =1, 2 ou 3, que pour simplifier on supposera polyédrique. On choisit
pour V Tespace Hg'(Q2) muni de la semi-norme | . |, o, ol m est un entier > 1,
et pour H lespace L*(Q) muni de la norme | . lo.- On pose : Q=Qx]0, T[.

Pour chaque A, on considere une triangulation &, de l'ouvert Q par des
D-simplexes K, ou 4 est la borne supérieure des diameétres de K. On définit

Vy={0,€4" Q) n H})Q); VKe, vyxePc}, (11.10)

ou Py est un sous-espace de dimension finie de H"(K) contenant tous les
polyndémes de degré inférieur ou égal a g+ 2m — 1, g = 0.

On supposera toujours la famille de triangulations (%), réguliére au sens
de [8], i.e.

1o en dimension D = 1, le rapport hg/hy. des diamétres de deux segments
adjacents K et K’ de &, est borné indépendamment de K, K’ et 4;

20 en dimension D > 2, le quotient hy/pyx du diametre d’'un D-simplexe K
de &, par la borne supérieure des diameétres des sphéres qui y sont contenues
est borné indépendamment de K et de A.

Lemume I1.1 : Si la famille (&,), est uniformément réguliére, i.e. si le rapport
h/hg, ou hy est le diamétre d’un D-simplexe K de &, est borné indépendamment
de K et de h, ’hypothése (11.6) est vérifiée.

Démonstration : Pour tout élément v de H{'(QY), pour tout v, dans V,,

! Qh v ‘m Q= I Uy |m Q + I Qh — Uy lm,Q .

La famille (%,), étant uniformément réguliére, on a l'inégalité inverse

Vo,e Vi, |0 lua < Ch™" |y llog- (I1.11)
D’ou :
|th|mﬂ | V4l + Ch™ "'{Hv_vhnon“" \\U“thnon}

Comme |[v—Quvloq= Inf v -2, lloq on a
theVn

lth’lmﬂ |1’h ImQ+ Ch™™ ” U — 0, ”0(1

vol. 18, n° 3, 1984



244 C. BERNARDI, G. RAUGEL

On choisit alors pour v, 'interpolé de v défini par régularisation locale dans [9]
pour le cas m = 1, D = 2 et généralisé dans [4] aux autres cas. On obtient

I Qh v |m,ﬂ < C | v Im,ﬂ -

On déduit de la théorie classique des éléments finis (cf. {8]) le :

CoROLLAIRE I1.2 : La condition (H ,) est satisfaite, a condition de supposer
en outre (11.6) dans le cas B = G,.

Pour obtenir des majorations d’erreur, nous aurons besoin d’hypothéses de
régularité. On notera pour tout / > 0 :

1o Z4()) Pintersection de %, avec 'espace

L*0, T; .H’”'"(Q)) N HY0, T; H*™Q));
20 Zo(D) Tintersection de Z, avec 'espace

L*Q0, T; H'**"Q)) ~n H'*0, T; H"*™Q));
30 & (l) Tespace L*0, T; H'**(Q)) n H'(0, T; H'Q)).

THEOREME 1.1 : On suppose que u = GF appartient a Z (I) pour un entier |,
0 < I < g. Alors, on a la majoration d’erreur

| (6~ B)F llx < CH*™ |t 4. (1.12)

a condition de supposer en outre (11.6) dans le cas G = ;.

Démonstration :
10 Le cas G = By a été étudié dans [2].
20 Dans le cas B = B, on utilise (I1.5) :

168 =60/ lleo < € Juf 1w = o1l

Pour tout élément v de &, on note & le prolongement de v par symétrie
par rapport & T sur (T,2 T) et par 0 sur (— 0,0) U (2 T, + o), puis ¥ la
transformée de ¥ par rapport a ¢, ie.

(1) = J o(H)e " dr.
R

On a alors

L R M RIECEL Y
hE€Zon R

+ Tl a) — 8,(0) 13g } dr.

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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On choisit alors pour 9,(t) I'interpolé classique de #(t) si / = 1 (¢f [8]) ou
interpolé de #(t) défini par régularisation locale si / = 0 (¢f. [9], [4)) :

| G=6) 1 2, < Ch2e+ j {18 1+ amat 1T E) (124 } de.
R
Dou :
(B = B f oo < CR*" || 1t llgrgqy -
30 Dans le cas T = T, on utilise (1I.8) :

|@-B)F[i, <C Inf |u~nuli,

T
< J{I|u~Qhu'|;rrﬂ+‘
0

D’apres Phypothése (I1.6) :

du
dr Q" dt

2
}dt.
-m,Q

" u— Qh u ”mﬂ C Inf ” Uu—u, ”mﬂ Chl+m ” u ||I+2mQ

D’autre part, pour tout v dans H'(Q),

(v — Qyv,w)
“ v — Qh v ”—m,Q = Sup “Twl -
we HF'(Q)) | w |m,ﬂ
v — v,w — w
= Sup ( O Q%) SCh"lv—Quvlog
we HZ'(Q) ‘ w |m,Q

SCh*™ v q-
On en déduit :
“ (C—-TGyYF ”z, < Ch'*m | u “31”,(1)

Remarque 11.2 : On suppose que la forme a est définie par

a(u, v) = J- { Y a,x gu 66;) + Y a® gixv + ao(x) uv }dx ,
n ]

1<si<;<D 1<:<D

(11.13)

ou les fonctions a,, = a
a 2Q).

Alors, d’aprés la proposition I1.2 et les résultats de régularité classiques
des problemes elliptiques (cf. [14]), pour / = 0 et m = 1, si Pouvert Q est
convexe, u = GF appartient a L*(0, T: H*Q)) n H(0, T ; L*(Q)), donc a

w1 i< j<D,eta, 0<i< D, appartiennent

vol 18, n° 3, 1984



246 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Z(0) dés que F = f appartient a L*(Q) dans les cas T = T4 et G = B,
ou que F = (f, u,) appartient 2 L*(Q) x HJ(Q) dans le cas G = TG,

Dans le cas m = 1, une méthode de dualité permet d’obtenir une meilleure
majoration pour || (6 — B,) F |20

PROPOSITION I1.5 : On se place dans le cas m = 1, pour un ouvert Q convexe,
la forme a étant définie par (11.13). On a

| (G — B F |Lag < Ch|(B—TB)F |- (11.14)

On suppose que u = GF appartient a Z (I) pour un entier [, 0 < I < q. Alors,
on a la majoration d’erreur

| (& — B F |2g) < CH 2w lgqy» (1.15)

a condition de supposer en outre (11.6) dans le cas G = T;.

Démonstration :
10 Le cas G = B, a été étudié dans [2].
2° Dans les cas T = G, ou G = G, on a en posant u, = G, F,

T
(u - uh, g) dt

(€ — B)F = Su .
[l W F |2 geL%) g Il

Soit g une fonction quelconque de L(Q). Le probléme consistant a trouver v
dans Z; vérifiant

Vwe H)(Q), <— %, w) + a(v, w) = (g, w) p.p dans (0, T)
admet une solution unique et, d’aprés la remarque II.2,

[ v HL2(0,T;H2(Q))nH‘(O,T;LZ(Q)) <Clg HLZ(Q)- (II.16)
On a alors

T T dv
j (u—u,,,g)dtzj {— <?;,u—u,,>+a(v,u~u;.)}dt-

Dans le cas T = B, on en déduit pour tout v, dans %,

J (u—uh,g)dtSCJ {Itl@— @, 0 — 0,) +al@g — 4,0 — b, } dr
0 R

<C||u—uh||§[0 lv—u, “g[o-

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Dansle cas G = G,. on en déduit pour tous v, dans L*(0, T; V,) et vy, dans V,

T T
T [ [y R P

0
+ (uo — Q) uo, t(0) — L'Oh)

SClu—uly, LIt = lizery + 120) — vo, llog ) -

Dans les deux cas, on en déduit en utilisant (I1.16)

T
J w—wu,@dt <Chllu—ullgllgli-
0

d’ou :
| (B~ B F |2 < Ch|| (T~ T)F |z

La majoration (II. 15) s’obtient & partir de (I1.14) et du théoréme II. .

11.3. Exemples de discrétisation totale
Exemple 11.1 : Approximation spectrale dans le cas G = Gg.

On choisit le paramétre 4 égal & (h, 1/N), ol h est défini comme précédem-
ment et N est un entier = 1. On pose

2 innt
R"#ﬁz{u,—lz Z vhnexp< T >,v,,,,eV,,}.
|n|<N

Soit f un élément de % . Si Papproximation u, = Gy, f de u = Ty f définie

par (I1.1) s’écrit
=Y up exp<2 mnt),
neN T

ou u,,, n € Z, sont les coefficients de Fourier de u,, on définit u; = Bxy f par

=y u,,,,exp<2 l;”’). 1i.17)

|n{<N

Les résultats suivants ont été démontrés dans [2].
PROPOSITION 1.6 : Sous I’hypothése (11.9), la condition (H ,) est satisfaite.
THEOREME I1.2 : On suppose que u = G4 f appartient a
L0, T; @) H™ (0, T; L@)

vol. 18, n® 3, 1984



248 C. BERNARDI, G. RAUGEL
pour un entier l. Alors, on a la majoration d’erreur

i+m

[ (Cs — B4 f |la, < C{AMEE*" L N 27" } x
X | u o1 m@yn it o1y - (1.18)

PROPOSITION I1.7 : On se place dans le cas m = 1 pour un ouvert S convexe,
la forme a étant définie par (11.13). On suppose que u = G4 f appartient a
Z4(1) pour un entier I, 0 < | < q, et a H'(0, T ; L*(Q)) pour un entier r > 1.
Alors, on a la majoration d’erreur
| (B — B f lL2igy S CLA T N utllgyuy + N7 1 st liario,ms 2260y § -
(I1.19)

Exemple 11.2 : Méthode & un pas dans le cas G = G;.

On choisit le paramétre / égal a (4, k), ol  est défini comme précédemment
et k vaut T/N pour un entier N > 1. On choisit comme espace Z; I'espace
des fonctions continues sur [0, T] et linéaires sur chaque intervalle
[#k,(n + 1) k], 0 < n < N — |, a valeurs dans V,; en d’autres termes, si ¢"
est la fonction continue sur [0, T] et linéaire sur chaque intervalle [ pk, (p + 1) k],
O0<p<N-—-letégalealennketaOenpk, 0Sp< N,p#n,0ona

y ]
X = {v,—l= Y v'"'(p”.v"eV,,j.

On se donne un nombre réei 6, 1/2 < 6 < 1, et pour tout ensembie (4*)y <, <
on note

W =1 - 0)u" + Bt

Soit F = (f, uy) un élément de %,. On définit u; = G; F par

N
up= Y uo", (11.20)
=0

n

le coefficient u° étant défini dans V, par
Vo,e Vi, (@ v,) + ka(u®, v,) = (uo, v3) (1.21)
et les coefficients «"*!, 0 < n < N — 1, étant solutions dans V, de
Yv,eV,, -]lz(u"+1 —u" ) + aW*® v) = ("), (I1.22)
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ou

(n+ 1)k T
=z J (o) dr =% J f@ X" ar (I1.23)

nk 0

(x" est la fonction en escalier égale a 1 sur (nk, (n + 1) k) et nulle ailleurs).
Notons que, d’apres la V-ellipticité de la forme a, le schéma (I1.21), (II.22)
définit les #", 0 < n < N, de fagon unique.

ProposITION 11.8 : Sous P’hypothése (11.6), il existe une constante C indé-
pendante de h telle que, pour tout élément F de ¥,

I CiFllg;, < CITGF g, - (I1.24)

Démonstration :

1o En choisissant v, = «"*' — " dans (I1.22), on a la majoration classique

%” un+1 —u" ”?1 + (9 _ %)a(un+1 _ u", un+1 _ un) +

+ %a(u"“, wth) — %a(u", u") (11.25)

n 1\ "
SCIf" I+ (80—5)50" —u"}.
272
En sommant sur n, on en déduit
N-1 N-1
Ylhwtt —w g+ kY Wt —w ) <
n=0 n=0
N-1
< C{k Zo I3 + ka(uo,u")}-
N-1 _
Drapres (I1.23), on a : k Y || f" I3 < Cl f 20,157
n=0
D’autre part, d’apres l'initialisation (II.21),
Lo 1 1
hu® 1 + ka@®, u®) = (o, 1) < 5 1t I + 5 114 I,

ce qui entraine : ka(u® u°) < 1/2 || u, ||3-
On obtient finalement

N—-1 1

N_
Y lwtt—w g+ kY Nt = ) < CU S 2oy + 4o 1) -
n=0 n=0

(11.26)
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20 D’apres (I11.22), on a en posant u; = G F
d —
Yv,eV,, (% v,,) + a(uz, v,) =

N-1 N-—1
= (Z S vg) + a<u; - Y uteyn v,,> p.p. dans (0, 7).
n=0 n=0

Dr’apres la proposition I1.4, on en déduit

g g, < c{

< C{ I f ||L2(0,T;V')‘+' %o lls }+C

+

N—1 i
DA &
. n=0

N-1
n+8 n
Up— Z u X
n=0

+ 1 ug ”H}
[L2(0.T;V)

! N-1 )
n+
up— Y, Uty
n=0

[L2(0,T;V")

L2(0,T;V) *

Or on remarque que

N—1 |2 N—1 e+ Dk 2
t—(n+0) k
up— Z u +0 Xn — Z “ un+1_un “‘2/ _(_)_ dt=
n=0 L2(0,T;V) n=0 k k

n

_ 3 3 N-1
:k(_l_e):)‘__i—_e_ Z “un+1_un“%’,
n=0

ce qui avec (II.26) entraine la proposition II.8.
THEOREME 11.3 : On suppose que u =G, F appartient a H*(0, T; V) n
HO, T; V") ot apparticnt @ H. Sous Phypothdse (11.6), o

v a1l
Cree Ade DU othese \A4 .Uy, Te e e

majoration d’erreur.

[(Br—B@F o, < C Inf u—vgly, +

vhe L1

+ Ck{llu lavo,rwvynnzoryy + | Au©) iy }. (IL.27)

Démonstration : On pose : i = i ii" @", le coefficient %° étant défini dans
V par "
YoeV, (@°v)+ ka(@® v) = (u, v) (11.28)
et les coefficients #"*!, 0 < n < N — 1, étant solutions dans V de

YveV, (N'lH a"v) + a@"* v) = (f", v). (I1.29)
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On remarque que, d’aprés la proposition (I1.8), Popérateur %; : ii — u;
vérifie

| Zrillg, < Cllalg,-

Calculons maintenant || u — uj ||y, :

lu—uzlly, <lu—idlg, + 17— uzllg,-

En remarquant que : Vv; € &5, %5 vz = vg, on en déduit

lu —wgllg, < lu—dlg, + Inf [|[(I— %)@ - vp) g,

vhe LR

SC{lu—ilg, + Inf [u~—vilg,}.
vhe Z1R
Il reste & évaluer | u — i | g, :

u— i u(nk) ¢" i (@" — u(nk)) @

n=0

lu—iilly <C

Zr-

1o D’apres la théorie de l'interpolation elassique,

N . du
u— Y ulnk) o < Ck 7
n=0 x: Ll -
N N
200npose:e= )y € @"= Y (#"— umk)) ¢". Ona
n=0 n=0

0

e =% —u°

et

L@ =) + al@,0) = (7 0) — 2 ulln + 1) K) — unk), o)

— a((l — 8) u(nk) + Ou((n + 1) k), v).

Or, en intégrant I'équation (I.8) sur (nk, (n + 1) k), on obtient

(n+ 1)k
%(u((n + 1) k) — u(nk), v) + a(%f u(?) dr, v) =(f"v).

nk
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Par consequent,

1 +
I_z(en+1 _ en’ b) + a(en‘e, U) —

(n+ 1)k
—a <E f w(t) di — (1 — 0) u(nk) — Bul(n + 1) k), b)

vnk

Posons

(n+ 1)k
e = %J w(t) dt — (1 — 0) u(nk) — Ou((n + 1) k)

nk

Le méme raisonnement que dans la demonstration de la proposition 1I 8

prouve que
N—-1 1/2 o
lelly, < C{<k 2 e |l;2/> + 47 — uo HH}
n=0

Or, en utilisant la formule de Taylor, on a

t

u(t) = u(nk) + J‘ g?(s) ds = u((n + 1) k) + f Z—I:(s) ds,
(

" n+ 1)k
d’ou
(n+ 1)k
& =t i(l—e)f—@d”e( Gl
! " Jnk L Jnk Jon 1k :
e
du |
le" |y < CkY? |
i ]V ] dt lLZ(nk (n+ 1)k V)
On obtient

du
¥7i 1 30)

N-—-1 ) 1/2 \
(K5 1o ) <o
n=0 |

\
lL20 T vy

Enfin, on remarque que, d’apres 'mitialisation (II 28),
YoeV, @@°— uy v) + ka(@® — uy, v) = — ka(uy, v),
ce qui mmplique
13® = up | < Ck || Aug lly
La majoration (Il 27) s’obtient en regroupant les resultats precedents
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Remarque 11.3 : On démontre facilement en’dérivant 'équation (I.8) que
u = G, Fappartienta H*(0, T; V) n H*(0, T; V') dés que F = (f, u,) appar-
tient 8 H'(0, T; V') x V avec f(0) — Au, dans H. On a en outre

” ‘81 F ”Hl(O,T;V)ﬁHZ(O,T;V') <

< C{ Hf”Hl(o,T;V') + fuo lly + l!f(o) — Aug |y } (IL.31)

COROLLAIRE 1.3 : Sous les hypothéses (11.6) et (11.9), la condition (H ,)
est satisfaite.

Démonstration : Soit F = (f, uy) un €élément de %,. Soit € un nombre réel
> 0 quelconque. II existe une fonction u, de Z2([0, T]; V), avec Au,(0) dans H,
telle que, siu = G, F.

lu—1ully, <t

En posant F, = <fE ——+ Aug, uy, = u€(0)>, ona

1B =T F lla, < || (81 = B (F ~ F) g, + [ (1 — Bp) Fe ||, -
1° D’apres la proposition II.8, on a

| (8 = B (F — F) |z, < CI F — F, |, < Ce.
20 D’apres le théoreme 11.3,

“ (G, — Ty F, Hsr, < C Inf [lu, —vglg, +

vhe X 1R

+ Ck { || e 0.7 vynm20 199 + || Attge I } -

Or, sous 'hypothese (I1.9), pour % assez petit, il existe une fonction v, de
2([0, T]; V,) telle que

I v, — v, Hfr, SCllu — v, ”H‘(O.T:V) < Ce.
N

Puis, en choisissant v;(¢) = Z vy(nk) @", on obtient
n=0

I d
Il 49 I Ck | h
il Uy Uy ]l.”l’x < | d |
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En regroupant les majorations, on a

+
Xy

| do
I (B — B F, |z, < Ce + ck‘ %,

+ Ck { || », o, m:vynm20,73v + 1 Ao, Iy }-
On peut choisir k assez petit pour que
| (Br — B Fe ||a, < Ce.

On suppose maintenant que V est 'espace Hy'(2) et que l'espace V, est
défini par (I1.10).

THEOREME 11.4 : On suppose que u = G, F appartient a Z [(I) pour un entier I,
0<I<gq,etd H(0, T; H}Q)~ H*0, T; H ™)) et que Au(0) appartient
a L*(Q). Sous I'hypothése (11.6), on a la majoration d’erreur

“ (‘BI - "GIE) F “:r, < Ch'*m Il u ”zx,(l) +

+ Ck{|lu lt0,7: @) B0, T3 ~mig) T ” Au(0) ”o,g } (I1.32)

Démonstration : D’aprés le théoréme 11.3, il suffit d’évaluer

Inf | u— v;llg,.
o i,

Or, en raisonnant comme dans la démonstration du théoréme I1.1 on a

b

lu— Quu Hzr, < Ch'™™ l| |izr,(1)-

Donc :

| N
Inf = o, llg, < CH*" |t g, + ” Quu— Y 0utnk) ¢"

e 1 Xy

Drapres la théorie classique de I'interpolation,

h Quu— Y Qyut) ¢”

| d
SCk”EQhu

Zr Zr

D’aprés 'hypothése (I1.6), on sait déja que : || @, || ¢mp ) uza) < C. De
plus, lopérateur Q, étant auto-adjoint dans L*(Q), se prolonge en un opé-
rateur de H "™(Q) dans V, et on a : | Q, | g -meu-may < C.

On en déduit

| du
@

d
EQhu SC

S {E2
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Par conséquent,
|
H

Inf [lu— vzllg, < CH™™ | ullg,q + Ck |

vReZ IR !

dujl (I1.33)

E2

dt

Dans le cas m = 1, on obtient une majoration pour || (G; — G;) F | 120
sous des hypothéses de régularité plus faibles.

ProposITION 11.9 : On se place dans le cas m = 1, pour un ouvert Q convexe,
la forme a étant définie par (11.13). Sous I’hypothése (11.6), on a

| (G~ B F |2 gy < Cll+ k) [ G, F g, - (I1.34)

Si on suppose en outre que u = G, F appartient a L*(0, T; H*Q)) n
H*0,T; H 'Q)), ona

| B = B F |20 < CH* + K | 4l 2 0.7 mrapmmszorn- 1oy - (A1.35)

Démonstration : On a en posant u; = Gy; F,

T
(w — u, g) dt

G — ) F = Sup S
| (G — TR F g s 78 I'g llL20

Soit g une fonction quelconque de L?(Q). La fonction v étant définie comme
dans la proposition II.5 et vérifiant (II.16), on calcule

T T -
J (u—u,;,g)dt=J {—(%,u—u;>+a(v,u—u;)}dt=
0 0

= J {(c% (u — uy), v) + a(u — ug, v)}dt + (u° — ug, v(0)).
0

Drapres (I1.21) et (I1.22), on a
d
d_t(u - ME), Uy + a(u — Up, vh) =

N-1d N-1
Vo, e Vy, = (f’ A& U;,) -~ a<u; - Wy uh>
n=0 =0

n

p.p- dans (0, T),
©° — ugy, v) + ka@®, v,) = 0.
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N-1
Pour toute fonction v; = Y. v} x" de L*(0, T; V,) et tout élément v, de

n=0

N—-1
V,, on en déduit (en remarquant que (f - > M v5> = 0>
n=0

[[w—moa=] {(e —u,;),v—vz>+a(u v = ) +
0

+ a<u Z Wy v — vh>
— al u; — Z u"H)X", U)}dt
n=0

+ (“O — ug, v(0) — UOh) - ka(uo’ Uon)

N-1
S{lﬂu—uzﬂa,wL L =% oy
| n=0

X
|L20,T; Hy()

X [lv—u5 “LZ(O.T;HO‘(Q)) +
N-1 v :

Z un+9 X"
n=0

[LZ(Q) v ”LZ(O,T;HZ(Q))

1
+ u® —up loq H 0) — vop Jo.o + k11|10 lvon i 0

ou encore

{ (11—1/ N dr <

Yy s v

Iy

i — U,
[ “*h

&

A
—

N—1 1/2
eSS e )
\n=0 / J

X v — v ”LZ(O.T;Hé(Q)) +

12! 1 2 V2
+ kY ( Z | u"*t — " HO,Q) v [l L20,7; m20000)

n=0

+ | u® — u, lo.o “ v(0) — vy "0,9 +klu’liolvonlia-

D’apres la théorie de Iinterpolation classique, si on choisit
1 (n+ 1)k
v = EJ Q, o(0) dt,
nk
on obtient
v — o5 llL20,mimg@n S 10— Qv llao,rimyay + I @0 — g 20,7150

| 2
< Ch [[ v “I,Z(O.T;HZ(Q))+ (kl/ F| Qh ”111/2(() T;H} (Q))
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d’ot, en utilisant ’hypothése (I1.6) et (I1.16),

v = v ll 20, r;ma0n < Clh + k) 1 g N2 -

De méme, si on choisit vy, = Q, v(0), on obtient

” v(0) — vy, lo o < Ch|u«0) |1 o < Chl g,

IUOh|1g C\D(O) |1g Cig HLZ(Q)

En regroupant les résultats précédents, on a

| B1 = B F |12g) < Clh + K'7?) { | — i,

N-1 1/2
+ k1/2< Z |un+1 —u" |§,g> } +
n=0

N-1

C 1/2 | ,nt1 _ 02 e
+ Ck Z | u u 0.0

n=0

+ Chllu® — u, lo,e + Ck | u® lha-

1° Comme u appartient & %, en utilisant (II.26) et en remarquant que
d’apres Pinitialisation (II.21),

|Iu Hon+k1/21u l1n C”“o”on,
on obtient immeédiatement

[ (B — B F ||Lagy < Ch + k') fu g, -

20 Siy appartient & L2(0, T ; H*(Q)) n H*?*(0, T; H™'(Q)), on prouve par
interpolation & partir de (I1.24) et (I1.32)

N 2 Y
lu—us Her, < Ch+ Kk ) hu |§L2(0,T;H2(Q))nH3/2(0,T;H"(Q))

D’autre part, f = Z—? + Au appartient a L*(Q) et on a

N—1 172
/2 2
kll < Z “ f" HO,Q) < C ” u ||LZ(O,T;HZ(Q))nH:*/z(O,T;H“I(Q)) :
n=0
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En choisissant v, = u"*! — 4" dans (11.22), on a la majoration

1
E “ un+1 Sy “%’Q + <6 _ %) a(un+1 _ un’ un+1 _ un) +

I ! \ Lyt
+ a3 aw) < Gk e+ sl Wt = w3

de sorte gu’en sommant sur », on obtient
NSt + Nt 1 2 2 g~ 2 0 j2
Yo lwtt =Gtk Y w1 o< CR? Y (1M Gtk Ul o<
n=0 n=0 n=0
< Ck|u ”izio,T;Hz(Q))nHZ’/Z(O,T;H‘1(9)) + k| u® I%,m
Enfin, d’aprés I'initialisation (I11.21),
I u® —ug 5.+ kot | u® 1§ @< — 1o, u®— Q) uo) — (W’ — g, tg— Q) o) +
+ka(u®, u°)
< — (@ —ug, uo— 0 uo)+ka(u®, Q, up)<
1 1 o
< 3 I uo_uo “(2),9"‘5 [ uo—Qnuo ”(2),9”}'k 5 | u° lf,:ﬁ’Ck | Onuo lfQ )
de sorte que

| 4® — s llo,o + K |4 |1 0 < Cll + k%) [ u(0) |10

On obtient finalement

” (BI - Elﬂ) F ”LZ(Q) < C(hz + k) ” u ”LZ(O.T;HZ(Q))nH3/2(o,T;H-l(n))~

Remarque 11.4 : La majoration (I1.34) est trés intéressante, car elle permet
d’obtenir un ordre de convergence effectif sans aucune hypothese de régularité.

Remarque 11.5 : Lorsque I'on remplace linitialisation (II.21) par
W =Q,u,, (11.36)

on ne peut vérifier '’hypothése d’approximation (H ,) sans imposer une condi-
tion sur h et k (i.e. kh™*™ < C). Mais les majorations d’erreur (I1.27) et (11.32)
restent vraies sous les mémes hypothéses de régularité.

Exemple 11.3 : Méthode a un pas dans le cas G = G,

La méthode employée est essentiellement la méme que dans 'exemple 11.2,
nous nous contenterons d’indiquer les principales modifications. Le parame-
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tre h étant défini comme précédemment, on choisit comme espace & o5 I'espace

N
%‘oﬁz{l)ﬁz Z Un(P",UHGVh}.

n=1

Soit f un élément de #,. On définit u; = G, f par

N
up= Y u o, (11.37)

n=1

le coefficient «° étant nul et les coefficients "1, 0 < n < N — 1, étant solu-
tions dans ¥V, de (I1.22), ou les ", 0 < n < N — 1, doivent maintenant étre
définis par

f"=%<f,<p"> (I1.38)

ou ¢ ., . » désigne le produit de dualité entre H; V/*(0, T; H) et H}'*(0, T ; H).

LemME I1.2 : Pour tout f de Hy '*(0, T ; H), si les coefficients f",
0<n<N-1,

sont définis par (11.38), on a

N—1 1/2
k( ZO s II?,> < C | fllaz 120,720y (11.39)
I N—1
> < Cl f luzino.r:m - (11.40)
I| n=0 Hf1/2(0,T;H)

Démonstration : 1 est évident que, pour toute fonction f de L*(0, T ; H).

N-1 L[N L\
z e = kY ( z f" “H) < ||fHL2(0,T;H)-
n=0 L2(0,T;H) n=0

On obtiendra donc (II. 39) et (I1.40) par interpolation, si on prouve que, pour
tout f dans le dual H; }(0, T; H) de espace HH0, T ; H) des fonctions de
H'0,T;H)nullesen T, on a

N—-1 1/2
(T )< U s,

| N-1
|
n=0

< C| flluzorsm -
Hz1(0,T;H)
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Soit donc f un élément de Hy *(0, T ; H). On sait que

C g lzorn < I 0070 < < Cll g llzo,15m) >

ou g est la solution dans H1(0, T ; H) du probléme variationnel

T
Ywe H}0, T; H), J gyw@ydt ={fiw).
0

1o Calculons f* = %(f,’ ¢@" >0 < n< N — 1. Avecla convention y ~* =0,

T
H @0 " (z)dz—kizj g0 (00 — 20 de =

0

fn

1 ! n— n
=,-<?<9,X -y,

D’ou :

1/2

N-1
k3/2< Z’o I f" “?1) <Clyd HL2(0 T;H) <C ”f“u-,l(o T;H) -

. 1
20 Si on pose v"=E<g’,x"'1>,O<n<N, on a

J ( i V" (p"(t)) w(t)ydt = — J < ‘Z: v (p"'(t)> w(t) dt =

(o}

TrN-1
_— J [Z T = x @) + O x”‘l(t)J w(t) dt

=1

< Z;:o (vn+1 _ U")X",W> =< Z;:Ofnxn’ W>.

=

xl—

On en déduit :

l gof"x"

H7+10,T;H) L2(0,T;H)

N 1/2
< Ckm( Zl I v" ”12-I> S Cl g lzorm S Clf aziorm -
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ProOPOSITION 11.10 : 1l existe une constante C indépendante de h telle que,

pour tout élément f de ¥,

I Bow f llzg < C Il Bofllg -

Démonstration -

(11.41)

1° Dans la démonstration de la proposition II.8, on prouve que, si f appar-

tient a L2(0, T; V"),
N-1 N-1
kY u™t —w g <Ck ) 115,
n=0 n=0
ce qui implique toujours d’apres (11.38)

N—1
k Z I - “12/ <C “f“iz(O,T;V’)'
n=0

(11.42)

Supposons maintenant f dans Hy Y/*(0, T ; H). En choisissant v, = u"*! — "

dans (11.22), on a la majoration classique
1 n+1 no| 2 1 n+1 n o n+l
=t =g+ (0 —5)a@ =" —uw) +
k 2
+ la(un+1 un+1) _ la(un un) <
2 ] 2 ) =

n 1 n n
< CRIS I + 5 et = I

En sommant sur #, on en déduit d’apres (I11.39)

N-1
k Z I Wt — ||12/ <C ”f“lzi.,‘.‘/z(O,T;H)'
n=0

(11.43)

(11.44)

20 D’apres (11.22) et la proposition 11.4, on a en posant u; = Gy; f

| Nt N-1 |
IiuzilerSC{ DINANS +lu— Y Tty
n=0 Yo i n=0
I N=1 ] N-1 1/2
<C{ A& +k”2<2 Ilu"“—u"llf/) }
| n=0 %o n=0

ce qui avec les résultats précédents entraine la proposition II.10.
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THEOREME 11.5 : On suppose que u = G, f appartient @ H'(0,T; V) n
H??Q, T . H). On a la majoration d’erreur

| (Bo — Bow f |y < C vﬂlergo" lu — vgllg, + Ckll v llg10. 1) n320.730) -
(11.45)
N
Démonstration : On pose : il = Y. #" ¢", le coefficient #° étant nul et les

coefficients #"*!, 0 < n < N — 1, étant solutions dans ¥V de (I1.29). Comme
dans la démonstration du théoréme 11.3, on prouve que

lu—uplg, < Cllu—iillg, + Inf u—v5llg,-

the Zon k
L. ~ . 1
1l reste a évaluer || u — i |4, Sion pose : U" = ——I u(t) dt,
n—1)k
] N I N
lu—dllg, < fu— Y U"¢"| +‘Z(u"—U")¢"
n=1 Zo n=1 Zo

1o D’apres la théorie de I'interpolation classique,

N i

|
\u— Y. unk) ¢" < Ck du
n=1 Zo | dr Zo
D’autre part, si on pose : " = u(nk) — U”" on a
1 II r"k rt du |: 172 ” du n
1 G:" I I I T '—/A) a'.) I \/ Ck_ hatdd .
Tk ” J(n—l)k ‘ Jnk at %’V ” O )

N 1/2
< Ck'ﬂ( T o ||%)

L20,T;v) n=1
| du |
[ 4 _\LZ(O,T;V)
, | & ! . .
Pour évaluer | > (u(nk) — U")¢" | , on procéde par interpola-
n=1 | H4/2(0.T:H)
tion. Comme ci-dessus, on a
N | d
u
Y (u(nk) — U") o" < Ck 7 .
n=1 llL20,73H) | @ |L20,13H)
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D’autre part,

_ n n =-1/2 N L antl o n 2 1z
Y (u(nk) — U") ¢ <k Y o o F)
n=0

n=1 ]H“)(O,T;H)

avec la convention o° = 0. Or, si u appartient a H*(0, T ; H),

. 1 (n+ 1)k du
[ — o, = E” j { (t =+ D) T+ DR) +

nk

+%J (s—(m+1)k) 2(s)ds}
(n+ 1)k

nk t
du 1 d*u
— J("ml)k {([— nk) E‘(nk) + —2_, J:’k (s—nk)F(s)ds}dt

H

(n+ 1)k
< g ’ J du (s) ds | +
i nk H
| m+ Dk t
ﬁ'j dtxj (s—(n+l)k) 2(s)ds‘ +
i Jnk (n+ 1)k
1™
+ﬁ)J J(s—nk) (s)dsi
(n—1)k nk
< Ck3/2 ﬁ'ﬁ ,
dr? L2((n— 1)k, (n+ 1)k: H)

ce qui entraine

N

2 (u(nk) — U™) ¢"

2
<CkHd—“

H{(0;T;H) L2(0,T;H)

Par interpolation, on en déduit

M=

(u(nk) Ure|

|H}/2(0.T;H)

< Ck || u lgsr20,1;m) -

X
I
—_

Finalement, en regroupant les majorations, on obtient

1 |
< Ck || u llyvo,1.vynu320,1:8) -

%o
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N

N
20 Onpose:e = 3 € @" =Y (@ — U™ ¢" avec la convention U°=0.
n=0

n=0
Ona
1 n+1 n+0 n 1 n+1 n
%(e —ev)+ale vy =" — (U - U"v)

—a((l -0 U"+ 08U, v).

Or, en multipliant I'équation (I.8) par %v(p" et en intégrant sur (0, T), on

obtient

LU= U Y) + a<%< "', v) = (/" 0).
Par conséquent.

%(e’“rl —e"v)+ale"* ) = a<—]12 Cu, "> - (1 —-0) U —0U" 1, v).

|
Posons : ¢" = I Cu, @ > — (1 —0)U"— 06U, Le méme raisonnement
que dans la demonstration de la proposition 11.10 prouve que
/2

el < Ckl/z( Z | & HV\

\n=0

Or, en utilisant la formule de Taylor, on a

(n+1)k
e, =+ ” j (nk+9)k J‘ u(t)t-—(n-i-kl—ﬁ)kdt
(n—1)k nk 14
< e | :
dr L2((n — 1)k, (n+ 1)k; V)

On obtient

k‘/"'(Nil I e ||2>1/2 < Ck ’
n=0 v h

dar | 20,1,y
La majoration (II.45) s'obtient en regroupant les résultats précédents.
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Remarque 11.6 : Par interpolation, on démontre que u = T, f appartient
a H'O, T;V)n H>*0, T; H) dés que f appartient & Z,. On a en outre

I o f huro,rmyansz0.r:my < C IS Nl - (11.46)
CoRrOLLAIRE 11.4 : Sous I’hypothése (11.9), la condition (H,) est satisfaite.

Compte tenu de la proposition II. 10 et du théoreme I1.5, la démonstration
est identique a celle du corollaire 1I.3.

On suppose maintenant que V est 'espace HJ'(Q2) et que l'espace V, est
défini par (I1.10).

THEOREME 11.6 : On suppose que u = G, f appartient a & () pour un entier I,
0<I/<gq, et a H 0, T; H}Q)) n H3?(0, T; L*(Q)). On a la majoration
d’erreur

I+ | ;
“ (Go — Bo;.)f”zto Ch™™ | u H%u) + Ck | u ”H‘(0,T;H6"(Q))nH3/2(O,T;Lz(Q))'

11.47)

Démonstration : D’aprés le théoréme I1. 5, il suffit d’évaluer Inf || u—uvy g,

vhe Zon
On désigne par Q, la projection dans I'espace L?(0, T) sur le sous-espace
engendré par les ¢", 1 < n < N. D’apres la théorie classique de I'interpolation,
u ||

lu = Qe < Ck | 5

D’autre part, on sait que :

” Qk ”.‘Z’(LZ(O T);L2(0,T)) =X <C et “ Qk “.Y(H”Z(O,T);HUZ(O,T)) < C’

ce qui entraine

Il Oy u ||m,(1) Clu ”5{0(1)-

On choisit alors vy(¢) égal a I'interpolé classique dans V,, de Q, u(z) si/ > 1
(cf [8]) ou a Pinterpolé dans V, de Q, u(r) défini par régularisation locale si
1 =0 (cf. [9], [4]) pour presque tout ¢ dans (0, T) :

| Quu — vy ”aro < CH'*™ [ Qu ”zro(z) < Chm Il u “mm)

On obtient

&.|&

(11.48)

vhe Zon

Inf Ju—v; |lsro < Ch'*m | u "%(z) + Ck ‘

i 1
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PROPOSITION 1. 11 : On se place dans le cas m = 1, pour un ouvert Q convexe,
la forme a étant définie par (11.13). On a

| B — Bof Ly < Clh + k72) | o f 1, - (11.49)

Si on suppose en outre que u = G,f appartient a L*(0, T; H*Q)) n
H0, T; L*(Q)), on a

H (Go — Bofx)fHLZ(Q) S CH + k) |u 20, 7:12@)n B0, T:L2) - (11.50)

Cette proposition se démontre par une méthode de dualité pratiquement
identique a celle de la proposition 11.9.

II. LE PROBLEME PARABOLIQUE NON LINEAIRE. EXEMPLES
II1.1. Un résultat abstrait d’approximation
Nous allons approcher les solutions de I'équation non linéaire (I.1) munie
de l'une des conditions (I.4); (I.5) ou (I.7). On pose
{ G(\, u) = g(\, u) si (I.1) est munie des conditions (I.4) ou (I.5)
G, u) = (g(\, u), — upy(M)) si (I.1) est munie de la condition (I.7).

Si T est 'isomorphisme de % sur Z introduit au paragraphe 11, le probléme
(I.1) muni de i'une des conditions (I.4), (I.5) ou (i.7) est équivalent a

Trouver (A, u)e R x & tel que -

(11.1)

u+ BGA,u)=0.

On supposera que G est une application de classe €7 (p = 1)de R x & dans %.
On supposera également ci-dessous qu’il existe un intervalle compact A dans R
et une branche { (A, u(X)); AeA } de solutions non singuliéres de (III.1) au
sens suivant :

(i) YieA, u®) + BG(, u(h) =0,

(I11.2)
(i) VYAeA, I+ BD,G(\ u(r)) estun isomorphisme de & . }

Notons que, par le théoréme des fonctions implicites, u est de classe €7 de A
dans .

Remarque 111.1 : Nous n’étudierons pas ici les cas ou 'hypothese (I1 .. 2) (ii)
n’est pas remplie. Ce sera 'objet d’un travail ultérieur. Rappelons que 'approxi-
mation d'une bifurcation de Hopf a été traitée dans [3].
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On fera également '’hypothese :
YieA, D, G u(}) est un opérateur compact de 2 dans % . (111.3)

La branche de solutions non singuli¢res de (II1.1) sera approchée de la
maniére suivante : pour chaque valeur d’un paramétre 4 dans R% d = 1 ou 2,
tendant vers 0, on se donne un sous-espace fermé Z; de Z et un opérateur
Gj de % dans Z'; approchant G au sens suivant :

(Hy) VFe#, lim (B —B)F |y =0.
h=0

On introduit aussi une application Gj de classe ¥” de A x 2 dans %.
Le probléme approché consiste alors a .

Trouver (A, up) € A x %y tel que } (11.4)

u;'+ E;‘, G;O\,, u,—,) =0.

Dans la suite, si &, = (h,, k,) et h, = (h,, k,) sont deux éléments de RZ
on dira que h, = h, si h, > h, et ky; > k.

Pour nous permettre de démontrer I'existence d’une branche { (A, uz(1));
L eA} de solutions de (III.4) qui approche uniformément la branche de
solutions non singuli¢res de (III. 1), nous ferons quelques hypothéses supplé-
mentaires sur Gy et nous appliquerons [5, théorémes 1 et 2].

THEOREME II1.1 : Qutre I’hypothése d’approximation (H,) et les hypo-
théses (111.2), (I11.3), supposons vérifiées les conditions suivantes :

1o 1l existe un opérateur linéaire continu %; de & dans Xy tel que

Voed, lim|v—Prvly =0, )
F—0

lim Sup || Gi(h, 25 u(L)) — GO, u(h)) [ = 0 (111.6)

-0 reA

et
lim Sup || DG\, 25 u(h)) — DGO, u(V) | emxaney = 0, (I1.7)

R0 reA

20 ]I existe o> 0 et une fonction monotone croissante L, : R, — R,
telle que
Vh,Vho e A,V v eA x X5 avec | A — Ao | + || v — Prulhy) |4 < &
on ait
| DGiA, t) — DGy(ho, 25 uh) ”Z(sz’lz.@) <
S LM = 2o + 1 vg — Zrulho) [3).

>

} (111.8)
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Alors, il existe un voisinage © de I'origine dans &, un élément hy de R® et, pour
h < hg, une unique fonction uy, de classe €° de A dans X telle que

{ u,-,(?») + "6,7 G;()&, u,-,(?u)) =0

VAeA
© wi(0) — uQ) e 0 .

(111.9)

En outre, on a lestimation d’erreur, pour tout ) dans A,

| u@) = w50 Jla < C {1 u) = Zru) |, + } (I11.10)
+ 1| B Gilh, Z5 (k) — TGO u(W) g } -

Démonstration : Dans la suite, on désignera par h, un élément positif géné-
rique de R?. Le théoréme III. 1 est une conséquence directe de [5, théoréme 1].
Il nous reste donc & vérifier les hypothéses de ce théoréme, c’est-a-dire a
montrer qu'il existe 4, > 0, des constantes positives C, & et une fonction
monotone croissante L, de R, dans R. telles que, pour % < h,, on ait

V0L M) e A2, || Pru) — Zru®) ||, < C1h— A%, (II.11)

Sup | G; D, G(A, Z; <C, (I11.12)
reA
?:11;\) | I + B D, Gyh, Z5uN ™" ||l e@nan < C, (I1.13)
Vioe A, VN, tp) e A X &5,
avec |A— Aol + | vg — Zrulhy) |2 <&, l
| B BGRA, vp) — Ty PCRo, P ulho)) [lemxana) < (I11.14)

< il ‘i)(l A =% |a + H vy — Prulho) ”az) J

lim Sup | Z; u(h) + G

=0 2eA

(I111.15)

o L’hypothese (II1.5) et le théoréme de Banach-Steinhaus nous donnent
I'existence d’'une constante positive C telle que

| Z5 l ey < C-
On en déduit que, pour A et A* dans A, on a

| Z5u) — Z5u(l*) g < C | uh)y — u(r®) |4

Puisque u est de classe €' et que A est compact, il existe alors une constante
positive C telle que la condition (III.11) soit satisfaite.

e Grice a I'hypothese (H ) et au théoréme de Banach-Steinhaus, il existe
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¢galement, une constante positive C, telle que
| G lowa < C. (111.16)
La condition (III.12) est alors une conséquence directe de (II1.7) et (111.16).
e La condition (III.14) découle de (I111.8) et (III.16).
e Ona
[1+7G5 D, Gx\, Z5 u(V)] vy=[1+78D, G(A, u(A))] v;
—[(6—"63;) D, G(A, u(r))] vi+ [CHD,, Gx(A, Z5 u(A))— D, G(r, u(M)))] v .

Puisque { (A, u(A)); L€ A} est une branche de solutions non singuliéres de
(III.1) et que A est compact, il existe C, > 0 tel que

VieA, |+ BD, GO uMvile = Collvilly.  (II.17)

Des hypothéses (H ,) et (I11.3), on déduit qu’il existe A, tel que, pour / < h,,
pour tout A dans A,

C
| [(B — Bp) D, GO, u()] vz |4 < TO o5 llg - (I11.18)

Enfin, grace a ’hypothése (I11.7) et & (II1. 16), il existe 4, tel que, pour /& < h,,
pour tout A dans A, on ait

C
| BilD, i, Z5u(h)) — D, GO, u(W)] vz || < —49 o5 llg - (L.19)

De (I11.17), (IT1. 18) et (III.19), on déduit la condition (III.13).

e Finalement, il reste & remarquer que, a cause de la compacité de A, la
condition (III.15) découle immédiatement des hypothéses (I1I.2) (i), (I11.5)
et (I11.6).

On peut appliquer [5, théoréme 1]; il existe alors une constante positive Cy,
un élément h, de RY et pour 4 < h, une unique fonction u; de classe €7

de A dans %7 vérifiant

VheA { '{ﬁx) + G; Gilh, uz(A)) = 0
| ufh) — Zru()) | < C

L
De plus, on a, pour tout A dans A,

luzA) — Zruh) |4 < C | Z5u) + B; Gi(h, Zru(h)) |, (111.20)
ou C est une constante positive.
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L’estimation (ITI.10) est une conséquence ¢vidente de (III.20).

Remarque 111.2 : Le cas Gj; non différentiable a été traité dans [12, théo-
réme 2].

Remarque 111.3 : Sous les hypotheses du théoreme III.1, on a aussi la
majoration

10) =169 o < € { 3 1400) - 2500 |

+ | 85 Gih, 25 u)) — TGO u) |4

+ || B D, Gk, Z5u(0)) — BD, G, u(M) | (I11.21)

|| (85 D, Gih 25 u(V)) — BD, GO uON] P ') [ } .

Si les dérivées D' Gy vérifient des conditions de Holder semblables a (I11.8)
pour 2 < / < p, on obtient des estimations derreurs de || u(X) —uf(})
pour 2 < / < p qui généralisent les majorations (I1I.10) et (I11.21).

T

Comme dans le cas linéaire, on espére obtenir une meilleure majoration
d’erreur pour || # — uj || 20,75, Dans ce but, on commence par démontrer
le résultat général d’approximation suivant.

Soient £ et # des espaces de Banach tels que ¥ G 4 G # G %. On
suppose que :
pour tout €iément v de %, Topérateur D, G(A, v)

se prolonge en un opérateur linéaire de # dans % ; (111.22)
pour tout A dans A, la solution u(X) appartient a X
et Popérateur D, G(A, u(L)) est un opérateur compact de # dans % ; (111.23)
Papplication (A, v) > D, G(A, v) est localement holdérienne
d’ordre § de & dans £ (Z.%). (I11.24)

Remarquons qu’il découle de P'alternative de Fredholm et de ’hypothése
(I11.23) que

YheA, I+ BD,G(\ u(\)) estunisomorphisme de 37 .

On ale:

THEOREME I11.2 : Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 111.1 et
les hypotheses (111.22) a (111.24). Alors il existe un élément h, > 0 de R? tel

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS PARABOLIQUES NON LINEAIRES 271

que pour h < Inf (Zo, El), pour tout \ dans A\, on ait

| u@)—uzh) | < C U (B=Bp) GO, u) | +
+ | GG, ux(V) — Gih, wzO] [, (L1.25)
+ ) u) — ) 157}

oui C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration : On a :

—(B=Tp) G, ud) = —[u®)+TGA, u)]+ [+ T GO, u(V)]

(1) + T GO\ u(W)] — [us(h) + T Grh, u(M))]

d’ou

—(G~Bp) G(k, u(W)=[1+BD, GO u)] (uA) — us(}) +
+(T;—B) D, G(A, u(M)) (u(h) —uz(L))
+ TGO, u(M)— G\, up(M)— D, G(h, u(h)) D) —uz(M))]
+ LG, uz(A) — Grh, uz(M)] -

(111.26)

1o On sait que I + BD, G(A, u(L)) est un isomorphisme de #, pour A
dans A ; par conséquent, puisque A est compact, il existe une constante posi-
tive C, telle que pour tout A dans A,

ﬂl (I + BD, GO\, u(L)) (w(h) — uz(1)) H# = C, Ii u(}) — uz(A) |‘,f (I11.27)
20 D’autre part,
| (B — B) D, GO\, u(h)) (D) — uz(V) | <
< l[ (G — ©) D, G\, u(N)) H.S,’(J{’,a?) |! u(r) — uz(A) ||x

1 suffit donc dévaluer oz(A) = || (B — Bp) D, G(A, u(V)) || e -
Soit B la boule unité de s ; grace a 'hypothese (III.23),

B'(A) = (6 — T D, G(A, u(V)) (B)

est relativement compacte dans S et il existe un €lément y(A) de B'(A) tel que

(M) < Sup [zl = [ ¥ [l

zeB'(\)
Soit € un nombre réel, 0 < € < C,/2: il existe un élément
zA) = (B — Gy D, G\, u(D)) ¢
de B'(A), ou v est un élément de B, tel que | y(A) — z(A) |, < &/2. On en
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déduit :
0GR < [y = 20 | + C 20 |o
<2+ C| (8 =B D, GO ut)-v |-
Drapres I'hypothese d’approximation (H,) et la compacite de A, il existe h,
tel que, pour # < k;, on ait

Supoz(A) < €.

heA

De (I11.26) et (1I1.27), on déduit que pour A dans A, pour h < h_l, on a

(Co — &) || ul) — us() [, < [| (B — B G uW)) | +
+ | GG, ufM) — Gih, us(W)] | 5 (I11.28)
+ C| GO, u) — GO, us(M)) — D, GO, u(h)) (h) — uz(V) o

ou C est la constante donnée dans (I11.16).

30 Comme l'application G est de classe ¥* de & dans %, on a :
I GO, u) — G, uz1)) — D, G\, u(h) h) — uV) [lo <

s \
I

J [D, GO u(M) +0(us(M) —u(h)) — D, G(A, u(A))] (u(r) —uz(h)) db {: ¥
0 I

< J | D, G(h, u()+0(us(W)—u(W))—D, G\, V) |l .20 || 4 — 1, (A) ||

0

En utilisant le fait que (A, v) —» D, G(A, v) est holdérienne d’ordre B, on obtient,
pour tout A dans A,
| G u@h)) — GO, us(R)) — D, G, u(h) (V) — (V) [l <

< C | u) — w0 |5+

} (111.29)

ou C est une constante positive indépendante de .
Les majorations (II1.28) et (III.29) nous donnent le théoréme.
Remarque 111.4 : Dans le cas ou Gz(A, v) = GO\, v) dans A x Z, le théo-
réme III.1 a un énoncé plus simple et peut étre remplacé par [6, théoréme 1].
En particulier, les hypothéses (IIL.S5) a (III.7) peuvent étre supprimées et
I'hypothese (1I1.8) revient a supposer que DG est localement holdérienne.
Nous allons donner des exemples ou ces théorémes s’appliquent.
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I11.2. Exemples de non-linéaritées

On donnera ici des exemples d’applications G de classe €° (p = 1)de Rx &
dans % telles que, pour tout couple (A, u) de Rx Z, D, G(A, u) soit un opéra-
teur compact de Z dans %. Si p est égal 4 1, on montrera qu’il existe un nombre
réel o, 0 < o < 1, tel que lapplication (A, v) - DG(A, v) soit localement
holdérienne d’ordre o. Dans le cas ou G; = G — ceci se produit surtout
dans le cas d’'une semi-discrétisation en espace — sous les hypothéses (111.2),
(II1.3) et sous 'hypothése d’approximation (H ), on obtient alors I'existence
d'une branche { (A, uz(X)): A € A } de solutions de (1I11.4) et des majorations
derreurs entre les branches { (A u(A)): L eA } et { (M uz(A)); Ae A }. L'hy-
pothése (H,) a été étudice en détail dans le paragraphe 1I.

Comme dans le paragraphe 11, on choisit pour V l'espace H(Q), m = 1
ou 2, et pour H I'espace L*(Q) ou Q est un ouvert borné de R, D = 1,2 ou 3.
Et on pose maintenant : %, = L*0, T; V)si¥ =¥, et ¥ =¥ si¥ = ¥,
oud =9%,.

On choisit G sous la forme G(A, u) = (g(A, u), — ug\)SIZ = %, % =%,
et G(A, u) = g(, u) sinon, ol u, est une fonction de classe ¥’ de A dans H
avec 0 < a < 1. On se contentera d’étudier les propriétés de la fonction g
de Ax % dans &

Exemple 1I1.1 : On pose g(A, u) = a(r) Lu ou la fonction a est de classe
%' de A dans R avec 0 < o < 1 et ou L est un opérateur linéaire compact
de Z dans #. On vérifie immédiatement que P'application G ainsi définie
est une application compacte, de classe ¥'* de R x & dans %.

Exemple 111.2 : On choisit m =1 et
g, w) = V(x, A, )

ou  est une fonction de classe ¢ ! de Qx A xR dans R vérifiant,
Yix, A, ) eQ x A x R,

VA< ClyP, (111.30)
N n | b1
= (6| + wuﬂmhscbq (111.31)

VOA*, y¥)e A x R,

v N oy

—_— S * ¥ — _6_ * %
|7 o) = g G MY+ 50 (6 R y) — 70 (0% %) (111.32)

SCIA =M F + |y — y*[Inf(l.p — 1)),
ou a et p vérifient : 0 <a <1, p> L
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g(h. ) = |u P« est un cas particulier de cet exemple.

ProposiTION II1.1 : On suppose 1 < p <1 + % dans les cas ¥ = %, et

D

classe 6 de & dans ¥, D, g est un opérateur linéaire compact de % dans ¥
et Papplication (\, u) — Dg(A, u) est localement holdérienne d’ordre

< Inf(o.p — 1)
de A x & dans L (A x X, ).

Démonstration : Rappelons d’abord quelques propriétés d’inclusion clas-
siques.

X =%p et 1 < p<Inf<1 +i,4> dans le cas & = %,. Alors g est de

1° En utilisant la théorie de l'interpolation, on obtient les inclusions conti-
nues

() L0, T;Hs@)n H'0, T; H 'Q) S H0, T: H' ~>(Q))
pour 0<vy<1,

et (I11.33)
(i) L0, T; HXQ)) ~ HY0, T: LAQ) G H'0, T; H'~2(Q))

pour 0<y<l

= 2 . )
D’aprés les propriétés d’injection de Sobolev, on a aussi I'inclusion continue
2 2D
HYO, T, H' 7)) G L 50, T: LP 2% 20(Q)
D
pour O<1—27<§ et 1 -2y<1. (I11.34)

20 Des inclusions (I11.33) et (I11.34) et de la propriété (111.30), on déduit
2 2D
que si u est un élément de %}, g(A, u) appartient a I'espace L*(0, T ; LP*~25(Q))
01‘10<s<—§—p et s < p.

Donc, une condition suffisante pour que g(A. u) appartienne a %, est qu'il

D

existe s avec s < p, 0 < s < 5P tel que 'on ait I'inclusion :

2 2D
Ls(0, T:LP"25(Q)) G L¥0, T: H ().
Cette condition est remplie dés que

]<p<1+% danslescas D=2 et D=3
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et
l<p<4 si D=1.

30 De (I1I1.33) (i) et (II1.34), on déduit linclusion continue

2 2

S D
XS L7720, T, LP2" Q) si =%, ou X =%, . (111.35)
Par passage aux espaces duaux, il découle de (I1I.35) I'inclusion suivante :

2 - 2D
L2, T; LP*2072MQ) G % dans les cas ¥ =%, et % =%, .
(I11.36)

Donc une condition suffisante pour que g(A, ) appartienne a % (resp. %4)

estquil existe sety' avec0 < 1 -2y’ < —122 1-27y <ls<p0<s< %p

tels que 'on ait 'inclusion

2 _2D_ 2 2 _
LS(O, T; LDp-—Zs(Q)) CLI +2y (0’ T;LD+2(1—27)(Q))

ie. tels que l'on ait les inégalités

NN
S}

o 2D 2D
T+27 Dp—2s>D+20-27)

Cette condition est remplie si

4

< —.

l<p<l1+ D

4° On a : D,g(\, u)v = D, U(x, A, u) v. En procédant comme ci-dessus,

on montre que (A, ) — Dg(A, u) est une application continue de A x & dans
LA x Z.¥) si la condition

1<p<Inf(1+%,4><reSp.l<p<l+%)

est remplie dans le cas Z =%, (resp. Z =%, ou X = Zy).

De T'hypothése (I1I1.32), on déduit immédiatement que I'application
(A, u) = Dg(A\, u) est holdérienne d'ordre < Inf(a. p — 1) de A x Z dans
LA x Z. %) sous les conditions ci-dessus.

5° Finalement, en procédant comme aux étapes 2° et 3°, et en utilisant,
par exemple. [16, chap. 111, théoréme 2.2], on montre que D, g est un opéra-
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teur linéaire compact de & dans & si 1 < p < Inf (1 + % 4> dans le cas

%z?[,etsil<p<1+%danslescas§t"=3l”oet:?l’=3(#.

Exemple 111.3 : On choisit m = 1 et
g, u) = V(x, A, Vi)

ou Y est une fonction de classe ¢ ! de Q x A x RP dans R vérifiant, pour
tout (x, A, y) de Q x A x RP, les hypothéses (I11.30), (I11.31) et (111.32)
et ou Vu désigne le gradient de w.

ou PPt
g, u) = gj

ou ..
=— est un cas particulier de cet exemple .
J

PROPOSITION 1I1.2 : On suppose 1 < p <1 + dans les cas X =%,

2
D+ 2
et X = Xy. Alors g est de classe €' de X dans ¥, D, g est un opérateur linéaire
compact de & dans % et Iapplication (A, u) = Dg(\, u) est localement héldé-

rienne d’ordre < Inf(a,p — 1) de A X & dans (A x &, ¥).

Démonstration :
2 2
10 Siu est dans &, ou Xy, g(A, u) est un élément de LP(0, T'; LP(Q2)). Donc
pour que g(A, u) appartienne a %, ou %, il suffit, d’apres la propriété (111.30),
qu’il existe un nombre réel vy, avec 0 <1 — 27" < 2 et 1 -2y <1 tel

que lon ait l'inclusion continue
2 2 2__ _2D
LPO, T; LP@Q) S L2 (0, T; LPT20 (@) .

On montre comme dans la démonstration de la proposition III.1 que cette

dernicre condition est vérifiée si p < 1 + D2

20 On a:
D, g\ u)v = D, (x, X, Vu) Vu.

En utilisant [16, chap. 111, théoréme 2.2] et [13, théoréme 1.4.4.2], on montre
que D, g est un opérateur linéaire compact de & dans % dans les cas Z = %,

et ' =%y sil <p<l1+

2
D+ 2
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Exemple 111.4 : On choisit m = 1, D = 1 et

0
g0 ) = Wlx d w) 52,

ol  est une fonction de classe ¢ L de Q x A x R dans R vérifiant pour tout
(x, A, y) de Q@ x A x R les hypothéses (I11.30), (I11.31) et (I11.32).

ou ..
gh,u) = |ul P est un cas particulier de cet exemple .

PROPOSITION II1.3 : On suppose 1 < p < 2. Alors lapplication g est de
classe €* de A x & dans ¥ et Iapplication (\, u) — Dg(\, u) est localement
holdérienne d’ordre < Inf(o, p — 1) de X dans Y.

Démonstration : Cette proposition se démontre en utilisant [13, théo-
réme 1.4.4.2] et des arguments analogues a ceux des propositions III.1
et I11.2.

Exemple 111.5 : On choisit maintenant m = 2. Les non-linéarités g étu-
diées dans les exemples 111.2 a II1.4 conviennent encore. Bien mieux, les
propositions I11.1 4 II1. 3 restent vraies avec des meilleures majorations pour p.
Nous ne donnerons pas ces majorations.

On choisit :
g, u) = Y(x, A, u) Au

ou Y est une fonction de classe ¢ 1 de Q x A x R dans R vérifiant pour tout
(x, A, y) de Q x A x R les hypothéses (I111.30), (111.31) et (II1.32).

g(h, u) = |u|” Au est un cas particulier de cet exemple .
ProposITION 111.4 : On suppose 1 < p < 4/D. Alors I'application g est de
classe €* de A x & dans ¥, D, g est un opérateur linéaire compact de & dans

@ et [lapplication (\,u) = Dg(\, u) est localement holdérienne d’ordre
< Inf (o, p — 1) de & dans ¥.

Démonstration : Elle est analogue a celle des propositions III.1 et II1.2
et elle utilise [13, théoréme 1.4.4.2].

II1.3. Un exemple de discrétisation totale

On donnera ci-dessous, dans les cas & = &, et £ = Z,, un exemple ou
G et Gy, sont distinctes et ou les hypothéses du théoréme II1.1 sont satisfaites.
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On choisit pour V T'espace Hy(Q) et pour H 'espace L*(€2) ou Q est un
ouvert borné de R?, D = 1, 2 ou 3. On pose

g) =|vi°v

ou
4 4 .
0<o<Inf|=,3 resp.0<0<5 SIZ =%, (resp. Z =Z,) .
Pour simplifier, on choisira pour u,(A) une fonction constante égale & un

élément u, de H.
Rappelons que u désigne alors une solution de ’équation

) Z—?+Au+|ul°u=0 (I11.37)

munie de la condition

(I11.37)

On supposera que u est une solution non singuliére de (11I.37), c’est-a-dire
que u vérifie les hypothéses (II1.2).

Rappelons aussi que si # = (k, k), on définit I'espace d’approximation Z;
(resp. Zo5) par

&1
Il
[ Mz

L&V)
'S

et
(resp Zoip = { = °=0,v"eV,,}>

ou V, est donné par (II.10), ou les fonctions ¢", 0 < n < N, sont définies au
début de I'exemple 11.2.

On supposera. dans la suite, que dans le cas & = Z;. I'hypothese (11.6)
est satisfaite. On déduit donc des corollaires 11.3 et 11.4 que la condition (H ,)
est satisfaite.

Dans cet exemple-ci, définir une fonction Gj sur Z; consiste a définir une
fonction g; sur Z; qui est un « analogue discret » de la fonction g. On pose :

an

N—-1
gi,‘(vﬂ) — Z |U" |o‘ Un+1 ,xn
n=0

ou les fonctions %" sont définies au début de I'exemple 1I.2. Rappelons que
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la solution du probleme (I11.4) u; s’écrit alors

N
up = Z u" (P"

n=0

le coefficient «° étant défini dans V,, par

Vo,eV,, @° v) + ka@® v,) = (uy,v;) si ¥ =%,
GQ) { (I11.38)

et =0 si =%,

et les coefficients ¥"**, 0 < n < N — 1, étant solutions dans V, de

1
Yo, eV, E(u"+1 —Wv) +a@lu) + (W Putt ) =0

si X =2,
() { et (111.38)

1
Vv, eV,, %(u”l — " v) + a8 v,) +

(|u”_1|"u"+lu"|°u"+1,v,,)=0 si %‘:%0

N —

+

Remarquons que si v; est dans 25, gz(t7) est bien un élément de .

Grace a I'équivalence des normes en dimension finie et aux inclusions don-
nées dans la démonstration de la proposition I1I. 1, on montre facilement que
g5 est de classe ¥° de Z; dans ¥ et, si ¢ > 1, que gj; est de classe ¢! de Z;
dans %/, de différentielle

N—-1
Dgﬁ(v;',) wp = Z (l ot |c wn+1 Xn + o I o |c—2 " vn+1 w" Xn) ,
n=0
N
ou W= ) wo".
n=0

Si o < 1, g5 n'est plus de classe € et il faut appliquer [12, théoréme 2]. Nous
n’étudierons ici que le cas ¢ > 1. Auparavant, nous donnons le :

LemMme II1.1 : Soit W un espace de Hilbert de norme || . |y et de produit

scalaire associé ((., .))w tel que V, soit inclus dans W. Pour tout élément
N

vp = . U" @"dans X5, pour tout entier j,0 < j <N, et tout élément p € [2, + o),
n=0

J 1/p
kup( Y I%) < Clivg lliromw) - (I11.39)

=0
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Démonstration : Supposons j fixé. On commence par démontrer (III.39)
pour p =2etp = 0.

e Casp=2:
On a
J=1 (DR 2
Il vg |l12.2(0.Jk,W) = z J —'—7;——(! - nk) + " dt
n=0 .k w
1d 1 n+1 nn2 n 2 n+1 n
sz §HU -0y + " w + (@ "U",U))w,
n=0
or
n+1 n o ,.n 1 n+1 n 2 3 n 2
((U "U,U))ngnv “UI|W+Z||UHWa
d’ou
ko
I o5 1220w = 7 }_:0 o |12 . (111.40)

Remarquons que I'inégalité
S kS
(7 “Ll(o gk W) F Z Z 1w

est symétrique de (I11.40).
D’ou, finalement,

S K "
Il vz "L2(0 Jk,wy Z § Z I v "%V
e Cas p = oo : 1] est clair que

Sup " lw < |l vz ”L“’(O.;k,W)-
0<n<y

On obtient alors la majoration (I11.39) pour tout p, 2 < p < + o0, par
un argument d’interpolation.

Maintenant nous allons démontrer que, pour ¢ > 1, les hypothéses du
théoréme II1.1 sont vérifiées.

Soit 25 lopérateur de projection de & sur £ On démontre alors, par un
argument de densité et en utilisant les propriétés (I11.33) et (II.48), que, pour
tout élément v de &, 'hypothése (111.5) est satisfaite. De plus, pour tout
élément vde &, on a :

I Zivlla <ty (111.41)

R A LR O Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS PARABOLIQUES NON LINEAIRES 281

En procédant comme dans la démonstration de la proposition III.1, on
montre qu'il existe un nombre réel y, (resp. y,) avec 1 — 27y, < 1,
0<1-2vy,<DJ2, (respl—2y,\ 0<1—27,<D/2)telqueg

soit de classe (6 ' de L' 2"°(0 T;LP" e 29(Q))) dans %, (resp. de
2

L™, T; LD“Z‘1 ‘2”’((2)) dans %,).
On fixera dans la suite de tels nombres réels y, et v, et on les notera tous

les deux y pour simplifier. On posera aussi ¢ = Tt_z—z—y- etr = 3:72(11)_—273

Montrons maintenant que ’hypothése (I111.6) est vérifiée. On a :

| 9(P5w) — 9) |& < || 95(Prw) — 9(P5u) |a + | 9(Pru) — 9() | & -

Or | g(Zu) — gw) |lo < Cw) || u — Pu |4 ot C(u) est une constante ne
dépendant que de u.

Grice a la propriété (II1.5) et aux deux inégalités ci-dessus, il nous reste
a montrer que

lim | 95(P5w) — 9(P5u) |g = 0. (111.42)
N . N-1
Si Zyu = ), u, ¢", introduisons Pélément &% = ) uly" Ona :
n=0 n=0

| 9525 w) — 9(Prw) o < | 91 Pru) — @) ||la + || 96 — 9(P5rw) ||a -
(IT1.43)

Or

N-1

A CARERTAPE

n=0

| 95(P5w) — 9@) |l =

d’ol, comme dans la démonstration de la proposition III.1,

Y wx

[

|
| 95(P5u) — g(@) |g < C | x

| n=0 | L90.T;L"(Q)
| N-1 )
x @™ —up) )"
! n=0 L0, T;L"(Q)) * (III . 44)

D’aprés la forme de g, on obtient, d’autre part,

H g(iip) — g(P5uw) “@7 < CSup (| Z5u ”Z'I(O.T;U(Q))v | @ ”cl,,“(O,T;L’(Q))) X
X | Pru — i |l o517 - (111.45)
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Remarquons que 'on a aussi

n+1

Sup <“ Pru — iy ”L‘I(O_T;L'(Q))a - u:) x"

(Lq(O,T;MQ))) <

N—1

1/q
< Ck”"( Yolutt — ||grm,> . (I11.46)

n=0

Draprés les majorations (111.43) a (111.46), il nous reste 2 montrer que
N-1

1/q
I @5 | Lago.: Ly €St borné et que k”"( o oluptt — “hm) converge
n=0

vers 0 quand % tend vers 0.
Rappelons que, d’aprés (111.34), on a I'injection continue

H' " 7Q) G LQ).
En tenant compte de cette inclusion et de (111.41), on obtient
N—-1 1/q
I it5 oo, 7y S Ck““(ﬂg,o || uj mﬂ-zv«m> ,
I &5 Wl Laco, 50 < C Il PRt pao. i -2na) »
d’ou. enfin.

| i ||L11(0.T;L’(Q)) <C| 9#‘.“ ”95 <Clu ||af (T1.47)

D'aprés le lemme III.1, on a

N—1 1/'1 [N/2] .
1 +1 +
k'l Z | ™" — “?j(m Z (" —up) @ +
n=0 n=0 La(0,[N/21k; H! = 27(€)))
E N
-1
+ (U — uy ") @" )
[N/2]+1 L9([N/2]1k,T;H' ~27(Q)),

d’ou

n=0

1 ! +1 14
k /“< >ttt — g ||qmm> <

C(ll Z5u(. + k) — Pru() || Lao,21/3:11 - 210)

+ !1 Pru(.) — Pru(. — k) HL'I(T/3.T;H‘*27(Q)))- J
(I11.48)
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Finalement, on déduit des majorations (I111.43) a (I11.48), I'inégalité

| 9525 w) — 9(P5 ) |lg < CSup (L, Jfu I f u lig) (f u — Prully +
+ ] uC + k) = u() Lo 27350 - 210
+ “ u(.) —u(. — k) Hu(rm.'r;nl-um)))-
(111.49)

Grice 4 la densité de 2([0, T] x Q) dans L0, T; H' ~Y(Q)), on montre
que les deux derniers termes du membre de droite de (I1I1.49) convergent
vers 0 quand k tend vers 0. L’hypothese (I11.6) est donc vérifiée.

Pour démontrer les hypotheéses (II1.7) et (II1.8). on utilise les mémes tech-
niques que dans la démonstration de 'hypothése (II1.6) et un argument de
compacité.

Du théoréme I1I.1 et des théorémes 11.4 et 11.6, on déduit une majoration
d’erreur pour || u — u; ||4-

ProposiTION I11.5 :

10 Siuappartient d & (I) pour un entier [,0 < [ < g,etd H'(0, T; H}(Q)) N
H*0, T:H™"' (Q)) et si Au(0) appartient a L*(Q), sous I’hypothése (11.6), on a
la majoration d’erreur

o —uzllg, < Cllullg,) {A™* 1 ullgn +
+ k(|| u “H‘(O,T;Hé(n))nHZ(O,T;H'1(!2)) + || Au(0) lo.0) 3, (I11.50)
20 Siu appartient a & (I) pour un entier [,0 < | < q, et d H'(0, T ; Hy(Q)) N
H¥?(0, T; L*(Q)), on a la majoration d’erreur
= vz llgy < CUu llgg) {A™ 1t lggny +
+ kl ulgormyennmsroriey b (11.51)
ou C(|l u|ly) est une constante ne dépendant que de || u || 4.

Sous des hypotheses de régularité plus faibles, on déduit des propositions
I1.9 et I1.11 et du théoréme I1I.2 une majoration d’erreur pour || u—u;z || 12()-

PRrOPOSITION II1.6 : On suppose I"ouvert Q convexe, la forme a étant définie
par (11.13).

1° Dans le cas & = %,, si u appartient a L*(0, T; H*(Q))n
H3?(0, T: H™'(Q).
sous I'hypothése (11.6). on a la majoration d erreur
lu — v [l L2 < CH* + k), (11.52)
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2° Danslecas ¥ = %, siuappartienta L*(0, T ; H*(Q))n~ H'(0, T: L*Q)),
on a la majoration d’erreur

I u — ugll 2 < CH* + k), (111.53)
ou C est une constante ne dépendant que de u.
Remarque 111.5 : On peut traiter de la méme fagon les non-linéarités

oﬁ res (v)—|v|°—(2£-
0x; p- 9v) = 0x

J

ov

g) = | 5=

en définissant sur Z7; les « analogues discrets »

N—-1 61:" .3 avn+l .,
gi(vs) = ,.;o | o, X

N—-1 avn +1
<resr>- grvp) = n;o [ 7 ——x )

J

et on obtient des résultats identiques.
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