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ﬁﬂi MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(vol 19, n° 1, 1985, p 33 a 63)

PROBLEMES D'ECRANS PERFORES
POUR L'EQUATION DE LAPLACE (*)

par Gabriel NGUETSENG (')

Communique par E SANCHEZ-PALENCIA

Resume — Dans un ouvert Q, obtenu a partu d’un domaine Q dans lequel ont ete creusees, dans
un voisinage d’une section plane, un grand nombr e de petites cavites (associees a un petit parametre €)
de méme taille, on considere les problemes de Diiichlet et de Neumann powr ’operatews de Laplace
On etudie le comportement asymptotique de la solution lorsque € tend vers zeto Dans le cas Dirichlet
la solution linite est une fonction qui prend des valeur s nulles sur la section plane Dans le cas Neumann
la himite obtenue est solution du probleme correspondant dans I'ouvert Q tout entier On donne un
developpement asymptotique de la solution, qui montie des phenomenes de couche limite Des resul-
tats de convergence sont etablis

Abstract — Let Q be an open set of R* We consider the Duichlet and Neumann problems for
the Laplace equation n the domam Q, obtained from Q by removing a great number of small holes
(associated with a small parameter €) with same size in the vicity of a plane section We study the
asymptotics of the solution as € tends to zero For the Diurichlet problem the solution tends to a func-
tion taking null values on the plane section For the Neumann problem the limit solution 1s that of
the corresponding problem i the whole set Q An asymptotic expansion of the solution exhibiting
a boundary layer phenomenon 1s given Convergence results are ptoved

INTRODUCTION

On étudie les problémes de Dirichlet et de Neumann pour I’équation de
Laplace dans un ouvert Q, = (R>\.0,) N Q, ou Q est un ouvert borné de R>
et O, l'ouvert obtenu en reproduisant par €Y’-périodicité (Y'=]0, 1{ x ]0, 1])
un ouvert ¢ (de mesure — par rapport a dx, dx, dx; — non nulle) qui
coupe le plan x; = 0.

L’objet de ce travail est, d’une part d’obtenir dans chaque cas la limite
{(dans un sens qui sera précisé ultérieurement) de la solution lorsque le para-
meétre € tend vers zéro, d’autre part de mettre en évidence des phénomeénes
de couche limite qui ont lieu au voisinage de x5 = 0

(*) Regu en fevrier 1984
() 4 rue Voltaire, 95100 Argenteul
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34 G NGUETSENG

La démarche que I'on suit est basée sur une méthode qui combine la tech-
nique des développements asymptotiques raccordés [8] et celle des échelles
multiples de la théorie de 'homogénéisation [1], [5] Dans le cas Dirichlet
la solution u, tend vers une fonction qui prend des valeurs nulles sur le plan
x3; = 0 Dans le cas Neumann la himite obtenue est solution du probleme
correspondant dans I'ouvert Q tout entier

L’étude de la solution u, (dans chaque cas) au voisinage de x; = 0 fait
apparaitre, dans cette région, des différences notables entre le gradient de u,
et celu1 de la solution du probléme correspondant sans trous Ce phénomeéne
est caractéristique de la couche limite, et constitue le but principal de notre
¢tude. Nous I'abordons au moyen d’un développement asymptotique formel
associ¢ a des fonctions auxquelles nous imposons une croissance tempérée
a 'mfim1 (1e, les distributions associées sont tempérées) De telles fonctions
Jjouent un réle essentiel tout au long de I’étude

Ce travail s'inscrit dans le cadre général des « Problémes d’Ecrans » intro-
duit par Lions [3], et utilise des résultats (sur le comportement a I'infin1 de
fonctions Y’-périodiques) établis par E Sanchez-Palencia (6]. Les problémes
que nous étudions 1c1 apparaissent en théorie de la conduction de la chaleur
Les problémes analogues en élasticité (qui ne sont pas traités ic1) conduisent
a des concentrations de contraintes dans la couche Quelques indications en
sont données dans la conclusion Le plan de I’étude est le suivant

1 Description géométrique et principales notations

2. Lemmes sur le comportement a I'infin1 de fonctions harmoniques Y'-
périodiques

3. Etude de quelques problémes aux limites G-périodiques
Structure des développements asymptotiques.
Probléme de Dirichlet
Démonstration de la convergence pour le probléme de Dirichlet
Probléme de Neumann
Démonstration de la convergence pour le probléme de Neumann.
Conclusion.

=T IR T NV R N

1. DESCRIPTION GEOMETRIQUE ET PRINCIPALES NOTATIONS

On considére dans I'espace R* des vaniables x = (x,) un ouvert borné et
connexe R3, de frontiére suffisamment réguliére, Q contenant strictement
l'origine de I'espace R?

On désignera par

a1 QF (resp. Q7) la partie de Q contenue dans le demi-espace x; > 0
(resp. x5 < 0)

M? AN Modelsation mathematique et Analyse numerique
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PROBLEMES D’ECRANS PERFORES 35
1.2 Z la partie de Q contenue dans le plan x5 = 0

oQ le bord de Q

1.3) 07 Q (resp. 0~ Q) la partie de 0Q contenue dans le demi-espace x; > 0
{resp. x; < 0)

Nous utiliserons souvent la décomposition R* = R? x R c’est-a-dire
(1.9 x = (x,x3) avec X' = (x,Xx3).

Considérons maintenant I’espace auxiliaire Rf. des variables y = (y,) avec
comme en (1.4) la décomposition correspondante y = (3, y5), o0 )" = (¥4, ¥,)-
On notera

1.5 Y =101[x]0, 1]

le carré des périodes (qui peut tout aussi bien €tre un rectangle ou, plus géné-
ralement, un parallélogramme) et 'on considérera (comme en homogénéisa-
tion) R? comme un réseau périodique de période de base Y.

Dans Iespace Rf, on considérera alors des fonctions u = u(y’, y;) Y'-
périodiques en ). 1l reviendra au méme de dire que de telles fonctions sont
Y’ x R-périodiques (ou plus généralement D N (Y’ x R)-périodiques si elles
sont définies dans un ouvert D < R3). Clest sous cette forme que nous expri-
merons souvent la périodicité par rapport a y' = (y,, y,)-

Dans cette étude la période de base sera 'ouvert (voir fig. 1)

45

(T 4,9

Figure 1. — Période de base G.
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36 G. NGUETSENG
(1.6) G = (Y x R\C
(0 désigne I'adhérence de ) ou

¢ est un ouvert borné strictement contenu dans Y’ x R, avec
mes ¢ # 0 (ou mes ¢ désigne la mesure de ¢ par rapport a dy)
CnNY # (I désigne I'ensemble vide),

de bord I' = ¢€ suffisamment régulier.

1.7)

L’ensemble @ (resp. G) dénotera aussi bien 'ouvert défini au point
(1.8) (1.7) (resp. (1.6)) que celui obtenu en reproduisant ce dernier par
Y’-périodicité .

On définit alors (¢ étant un petit parametre, € > 0)
(1.9) Q, = (R\C) N Q
ou (,T8 = €€, 'ouvert ¢ étant pris au deuxiéme sens de (1.8).

L’ensemble Q, (représenté a la figure 2) désigne donc ce qui reste du domaine
Q lorsqu’on enleve les obstacles €€ (plutdt Q N e€).

Xy

x“xz

Figure 2. — Ouvert Q..
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PROBLEMES D’ECRANS PERFORES 37

2. LEMMES SUR LE COMPORTEMENT A L’INFINI DES FONCTIONS HARMONIQUES
Y'-PERIODIQUES

H étant un espace de Hilbert (dans ce travail nous prendrons H = L*(Y"),
L*(Y’) étant identifi¢ aux fonctions u € L2 (R}), uY'-périodique) on définit

loc

avec [7] l'espace & '(R; H) des distributions tempérées a valeurs dans H,
ainsi que l'espace & (R ; H) (des fonctions de classe C* sur R a valeurs dans H,
a décroissance rapide pour la norme de H).

A ces espaces nous associons les ensembles respectifs

S(+ oo; H)(resp. S(— oo ; H))desfonctions u = u(y’, y;) telles que
2.1 y3 — u(., y3) coincide au voisinage de + oo (resp. — ©0) avec une
fonction de (R, H)

S'(+00; H) (resp. S'(— oo ; H)) des fonctions u=u(y’, y5) telles que
(2.2 y3 — u(., y3) coincide au voisinage de + oo (resp. — oc) avec une
distribution de #'(R; H) .

Pour simplifier, nous noterons souvent

2.3 u(y;) = u(., y3), ou simplement u, pour désigner la fonction
. vz = ul., y3).

Considérons maintenant une fonction F = F(y) vérifiant
(2.9 FeS(+ oo; L*(Y)
(2.5 FeC*R? x Ja, + «[) (@ > 0); FY'-périodique en )’ .

Le lemme qui suit sera constamment utilisé lors de I'étude asymptotique.
Un résultat dans la méme direction avait €té annoncé dans [2].

LEMME 2.1 : Soit u = u(y) une fonction définie dans R* x Ja, + oo[ et véri-
fiant
— Au = F dans R* x Ja, + oo|
(2.6) u est Y'-periodique en y'
ueS'(+ oo; LA(Y))

3 A2
(avec A=Y _6_)

i=1 @yiz
Alors, il existe at, B* e R et u'ss e S(+ oo ; L*(Y")) telles que

2.7 u(ys)=ot y3+ B +u'(y;) au voisinage de y; =+ 0 .

vol. 19, n° 1, 1985



38 G. NGUETSENG

Remarque 2.1 : Si Ton a Fe S(— oo; L*(Y"), FeC*(R*x]— o0, — )
(@ > 0), on obtient (moyennant des modifications évidentes dans (2.6)) un
résultat analogue au voisinage de y; = — oo, Cest-a-dire

(2.8) u(y;) = o y3 + B~ + u'(y;)au voisinage de y; = — 0. [
Le lemme suivant se déduit sans peine du précédent :

LeMME 2.2 : On considére F = F(y) vérifiant (2.4) et (2.5). Soit u = u(y)
telle que les deux premieres propriétés de (2.6) soient satisfaites.

Alors,

(i) Si ue L?*(a, +o0; L*(Y"), alors u vérifie (2.7) avec a* = p* = 0.

u

(1) Si 3 € L*a, + oo ; L*(Y"), alors u vérifie (2.7) avec o™ = 0.
3

Remarque 2.2 : On obtient par symétrie un résultat analogue au voisinage
de y3 = — o (¢f Remarque 2.1).

Remarque 2.3 : Lorsqu’une fonction u, définie au voisinage de | y; |=o0,
aura un comportement a la fois de la forme (2.7) et de la forme (2.8), nous
noterons de fagon globale

(2.9 u=oy; + B + v au voisinage de | y; | = o©

ou a (resp. B, u"°%) est égal a o (resp. B, ws®) pour y; > Oeta o (resp. B,
u%) pour y; < O (| y 5| étant suffisamment grand).

3. ETUDE DE QUELQUES PROBLEMES AUX LIMITES G-PERIODIQUES

Dans cette section ainsi que dans les suivantes, la notation « y € C*(G),
yG-périodique »

3.1 signifie : Y € C=(R3\C), V(¥, y;) Y'-périodique en y' ot louvert
¢ est pris au deuxieme sens de (1.8).

3.1. Espaces fonctionnels
Définissons les espaces (sans topologie)

v = {¥| Ve C*G), yG-périodique ; { = 0 dans un voisinage
de|ys| = o0}

Vo={V|Ve?,y=0surT}

(T = &¢ est défini au point (1.7)).

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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On munira chacun de ces espaces de la norme

2 1;2
(3.1, luly = (Z J dy)
i Je

qui en fait des espaces vectoriels normés non complets.
On définit alors 'espace

Ou
5_}1i )

(3.2 V (resp. V) complété de #” (resp. #”,) pour la norme (3.1), qui est
un espace de Hilbert .

Remarque 3.1 : On a V, < V, V, ¢étant fermé dans V (car identique a
l'adhérence de ¥, dans V).

Remarque 3.2 : Si une fonction u est dans V, alors elle satisfait a « u est G-

L Ou . , o
périodique, &, € L*(G)». En outre on a u | = 0 si ue Vy, u | étant défini
au sens de HY*(I') (¢ (1.7)).

Le lemme suivant nous permettra de résoudre les problémes aux limites
qui interviennent dans cette étude.

LeMME 3.1 (de caractérisation) : Soit u une fonction vérifiant

() u e C*(G), uG-périodique, gyﬂ e L3(G)

(3.3) (i) il existe deux constantes B+ et B~ telles que la fonction u — B*
(resp. u — B7) coincide au voisinage de y; = + oo (resp.y; = — )
avec une fonction de L*(G).
Alors,

(i) Il existe u® eV tel que u = u® + ¢, ceR.
(1)) Si en outre u|r = 0, alors ue V.

Démonstration : Par définition (¢f. (3.2) et la Remarque 3.1) il suffit de
montrer que :

(1) il existe une suite u, € ¥~ telle que
(3.9 |4, —uly,—0 lorsque k — + 0.

(i) si u| = 0 alors u, € ¥ (Le. u | = 0).

Pour a > 0 (suffisamment grand), introduisons une fonction 8% = 6% (y5)
telle que

(3.5 0t e C*(R), 06" =0 pour y, < @, 6" =1 au voisinage de y;= + 00 .

vol. 19, n° 1, 1985



40 G. NGUETSENG

Puis posons
07 (y3) = 67 (— y3) (la fonction symétrique de 67)
w(y;)=B".07(y3)+B .07 (y3) (B* et B~ étant les constantes au
point (3.3))
v = u — w, fonction de H'(G) (grace a (3.3)).

Considérons enfin une suite tronquante ¢,(y;) = @(ys/k), ke N* avec
e Z(R), 0 < ¢ <1, o =1 dans un voisinage de [— 1, 1].

Définissons la suite u, par u, = u@,. On a u, € ¥". Par ailleurs u, — u =
Uy — U+ W, — wiavecy, = vQ, w, = wo,;doncfju, —ul, < v — vy
+ iw, — wi, ou (w et w, étant des fonctions ne dépendant que de y,)

1 ! 4 7 1 M ’ d b

fwe —wid=[w,—w 172w (avec la notation ' = %) En utilisant
3

le théoréme de Lebesgue on a (propriété classique) v, — v dans H!(G), donc

Il v,—v I'y = 0.Defagon analogue on vérifie sans difficulté que || w,—w ||, — 0,

d’ou la propriété (3.4). Le point (ii) découle naturellement de la construction

de la suite u,. Ceci achéve la démonstration. [J

3.2. Quelques résultats d’existence et d’unicité dans G

Dans toute la suite de cette étude nous utiliserons (sauf mention expresse)
la convention de I'indice répété.

Nous noterons (parce que nous considérerons plus tard 'opérateur de
Laplace pour d’autres variables)

62

.6 = —.
o ATes,
On considérera souvent une fonction F = F(y) vérifiant (avec (3.1))
3.7 F e C*(G), FG-périodique; FeS(+00;L*(Y))n S(—o0;L*(Y").
ProrosiTION 3.1 : Soit F vérifiant (3.7), avec en outre
(3.8) F = 0 pour | y;| > &> 0), & suffisamment grand .
Alors, il existe ueV,, solution de
— Au = Fdans G
uG-périodique
3.9 3
22 e L3(G)
0y;
\u=0surT.
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La fonction u est unique, et a un comportement a I’infini du type (2.9) avec
+

a” =a =0.

Remarque 3.3 : Si u est solution de (3.9) ('ensemble G dans (3.9), étant
pris au deuxiéme sens de (1.8)) alors, grace au Lemme 2.2 (voir aussi Remar-
que 2.2) u a un comportement a I'infini du type (2.9) avec o™ = o~ = 0.

Démonstration de la Proposition 3.1 : Avec la Remarque 3.3, nous avons
seulement a établir I’existence et 'unicité de w.

Soit u vérifiant (3.9). Alors (— A, étant hypoelliptique) u € C*(G).

Gréce a la Remarque 3.3, le Lemme 3.1 est applicable. On a ue V. En
outre

(3.10) jﬁi‘kdyzjwdy YWe? ,
G G

oyl oyi

I'intégration au deuxiéme membre se faisant en réalité sur l'ouvert borné
(associé au nombre & du point (3.8))

G.11) B=Gn (Y x]-§&]).

Mais alors, on a I'inégalité du type Poincaré (car ¥ = 0 sur I')

oy

(.12 [Vl <c< J
1 L2(B) Z . oy

ijdy
G

i
forme linéaire continue sur V. En prolongeant alors (3.10) a V,, on est
ramené au probléme variationnel coercif

2 12
dy) YWe?,

i

de sorte que

<Cte ||y, YWe?,, et donc F définit une

ueV,

(3.13) j ou Ov
G

— —dy = Fvdy YveV
0y; 0y, 7 J; 7 0

qui définit » de fagon unique. Enfin, en prenant dans 'équation (3.13) des
fonctions test convenables, et utilisant la Remarque 3.2, on achéve la démons-
tration en montrant que les problémes (3.9) et (3.13) sont équivalents. []

PrOPOSITION 3.2 : Soit F vérifiant (3.7), et soit y € H ™ '"*(T) telles que

(3.14) Jde+des=0, ‘JF\I/dy—FJx\bds <SClvly
G r G r

Wev .

vol. 19, n® 1, 1985



42 G. NGUETSENG
Alors, 1l existe ue V, solution de

— Ay = F dans G
uG-périodique

(3.15) a—;{GLZ(G)

1

5,
‘\%:xsurr.

La fonction u est unique, et a un compoitement a 'infinr du type (2 9) avec

at =a~ =0.

Remarque 3.4 . S1 u(u e V) est solution de (3.15), toute fonction
(3.16) u=u+c, ceR

est encore solution, et les u, de la forme (3.16) constituent ’ensemble de
toutes les solutions de (3.15). Chaque solution #, a un comportement a I'in-
fini du type (2.9) avec o™ =a” =0etB* =8¢ + ¢, B~ =By + ¢ (Bg et
Bo étant bien définis par la solution u € V).

De la sorte, la différence B* — B~ ne dépend pas de la solution u,.

Remarque 3.5 : La premiere proprieté de (3.14) est une condition de
compatibihité entre F et x. [

Démonstration de la proposition 3.2 . Elle suit les lignes de la Proposition 3. 1,
la Remarque 3.3 étant valable ici. Grace au Lemme 3.1 (voir notamment le
point (1) de la conclusion) I’étude de (3.15) conduit au probléme variationnel
coercif

ueVvV

(3.17) J %—g—;dy=JFudy+jxvds YveV
G t ! G r
qui défimit » de fagon umque.
L’équivalence entre (3.17) et « (3.15), avec u € V » s’obtient sans difficulté.
L’ensemble de toutes les solutions est donné par (3.16), ou u € V. Ceci achéve
la démonstration. [

Remarque 3.6 : Dans les applications, nous serons parfois dans la situation

x =0

(3.18) F vénfie (3.7), (3.8) et la condition J Fdy=0.

G
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Montrons que (3. 14) est alors satisfaite. D’aprés la condition J Fdy =0,
G
il suffit de montrer que

(3.19) 'jFﬂ/dy‘sCtell\pHV YWev .
G

Or, cette propriété découle immédiatement de J F dy = 0 et de I'inégalité
G
analogue de (3.12) :

a\l/ 2 1/2
(3.20) ¥ — Vg ”LZ(B) < C(Z J 6—)1_ dJ’> YWev
i B t
ou
\PBZILBI j‘ Vdy, |B| = mesuredeB
B

l:la preuve de (3.20) est classique. Elle utilise le fait que j (Y —Vp) dy=0}.
B

En effet J

G
grace a (3.20). O

Fydy = j F.(\ — yp) dy, et 'on voit que (3.19) est immeédiat
B

4. STRUCTURE DES DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

On suit une démarche qui combine la méthode des échelles multiples de
la théorie de ’'homogénéisation et la méthode des développements asympto-
tiques raccordés (cette démarche est trés voisine de celle de [6]). L'utilisation
des échelles multiples se justifie par la périodicité (locale) en ' = (y,, y,).
La technique des développements raccordés est attachée ici a la présence
d’une couche au voisinage de x; = 0.

Elle sera décrite au moyen de la variable x5 (ou x3/€) qui est associée aux
phénomenes de couche.

— Développement extérieur

Nous postulerons dans Q" U Q™ (¢f. (1.1) pour notations) 'existence d’un
développement extérieur de la forme

4.1) u,(x) = up(x) + euy(x) + -

vol. 19, n° 1, 1985



44 G. NGUETSENG

De maniére précise, on aura

4o u(x) = ug (x) + euf (x) + - dans QF
“.2) {ug(x) = uy(x) + gu; (x) + - dans Q°

ou u; etu, (k=0,1,..) sont, a priori, deux fonctions indépendantes I'une
de P'autre. La relation entre ces deux fonctions s’obtiendra ensuite par rac-
cordement de chacune d’elles avec la couche.

Remarque 4.1 : Les développements précédents ont lieu & unc grande
distance (a I'échelle de x;/e) de I'écran X (cf. (1.2)), donc dans une région
suffisamment éloignée des effets de périodicité (¢f. Section 1) pour que ceux-ci
soient considérés comme amortis. Aussi ces développements ne contiennent-
ils pas les variables ) = x'/e de périodicité.

Notons enfin que les fonctions u,, u,, ... sont des correcteurs associés aux
effets de couche. [

— Développement intérieur
On postule dans un voisinage (dont I'épaisseur est d’ordre €) de X le déve-
loppement

_ , X X3 X X3 2 [ X X3
4.3 u(x) = vo<x, = s) +£1,1<x, = £> + ¢ 1/2<x, o a> +

ou les fonctions v, = v, (X', y) (avec y = (), ¥3), V' = (¥, ¥»)) sont indépen-
dantes de g, et vérifient les conditions

4.4) v (X, ) e CX(G), v(x,.)est G-périodique
4.5) udx', ) e S (+ oo; LAY) N S(— oo; L2(Y))

(¢f. Section 2 pour définition des ensembles S°).
Remarque 4.2 : La séparation des variables )’ = XZ et y; = % dans (4.3)

a pour but de montrer que ces variables joueront des roles nettement distincts.

’

La variable locale y' = P’ est associ¢e aux effets de périodicité, tandis que

X3

Y3 = est attachée aux phénomenes de couche. Cette séparation est carac-

téristique de la méthode « Echelle multiples-Développements raccordés »
utilisée dans ce travail. [J

— Ruaccordement
Le lien entre u; et u; (k = 0, 1) s’obtiendra au moyen de raccordements
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associés a des v, convenables. Chaque raccordement obéira a une loi précise
qui dépendra de l'ordre des développements considérés.

De fagon générale nous utiliserons les régles suivantes (des détails précis
peuvent étre trouvés dans [8]. Voir aussi [6] ou ce genre de problémes est
abordé sous un aspect fonctionnel) :

4.6) « Lim. Ext. (Lim. Int) = Lim. Int. (Lim. Ext.) »

4.7 « Dév. Ext. 2 termes (Dév. Int. 2 termes) = Dév. Int. 2 termes (Dév.
Ext. 2 termes) » .

Lorsdel’¢tude du probléme de Neumann, le lien entre

A+ -

ou; ouy

— (x, 0)et—(x',0)
0x5 0x,
proviendra d’un raccordement suivant la loi

4.8) «Dév. Ext. 2 termes (Dév. Int. 3 termes) = Dév. Int. 3 termes
(Dév. Ext. 2 termes) » .

Ces raccordements ne concerneront que les variables extérieure x5 et inté-

rieure y,, la variable x'y jouant le réle de paramétre. []

5. PROBLEME DE DIRICHLET

5.1. Position du probléme et obtention des formules pour u,, u,, v,, v,
Dans le cadre de la Section 1, on considére u,, solution de

5. — Au, = f dans Q
(5.2 u, =0 sur 0Q,

£

avece

(5.3) felL*Q); f=0 au voisinage de £ (pour simplifier I’étude).

Notre objet est d’étudier le comportement asymptotique de u, pour € —» 0. ]

Equations extérieures pour ugy, u,
On postule (4.2). Avec (5.1) (restreint a 'ouvert convenable), on obtient
aux ordres respectifs €%, ¢, ...

—Aug =f dans QF, — Auy =f dans Q7

(5.4) i
—Auf =0 dans QF, — Au;y =0 dans Q
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avec les conditions (provenant du développement de (5.2))
(5.5) ug =0 sur é7Q, uy =0 sur 0°Q

et des conditions analogues pour u;, uj, ... (¢f: (1.3) pour les notations ¢*Q,
0™ Q).

Equations locales

L’obtention des équations locales est basée sur la remarque qui suit : Si

Di(x) = O X' i,ﬁ,ona:
€

€
AP S U
ox; O0x; & Oy
(5.6)
ot 1 ¢d
Ox3 & 0y,

(le premier membre étant appliqué a x, et le second a (x', x'/g, x3/€)).

3 2
On en déduit la décomposition de A = ) —?—2 :
i=1 0Xj
1 2
(5.7 A= ?A) + gAx'y’ + Ax’
avec A, donné par (3.6)
2 52 2 62
CH A= hmm M Lae O

Postulons alors (4.3). En partant de (5.1), avec (5.7), on obtient aux diffé-

rents ordres €72, 7, €°, ..

— Ayvo =0
—Ap —2A,,05=0
— A, —2A,.,v; —Avg =0

\

avec les conditions (provenant du développement de (5.2))

(5.9)

(5.10) vo=0 sur T', v, =0 sur I', v, =0 sur T'. O
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5.2. Calcul de vy, ug, v, et u,

Calcul de v, : Montrons que :
(5.11) vo = 0.
Le probléme pour v, (ou x’ est fixé en tant que parameétre) est (5.9),, (5.10),
avec (4.4) (4.5) (pour k = 0). Le Lemme 2.1 est donc applicable. On a
(5.12) Vo(X', .) = 0g y3 + By + v5(x', .) au voisinage de | y; | = o©
ol ay(x), Bo(x) et vy®(x’, .) sont définis comme au point (2.9).

Effectuons le raccordement associé au premier terme v, de (4.3).

On utilisera la régle (des limites) (4.6). Avec (5.12), le développement,
pour x, fixé, € - 0, de la limite intérieure vy(x’, X'/€, y3) | 3 = x5/ donne
au premier membre de (4.6) la quantité

(5.13) lim (otg x5/€)
e—=0

ou

o, = og (resp. og) pour x5 > O (resp. x5 < 0).

D’autre part, le développement, pour y; fixé, ¢ — 0, de la limite extérieure
Uo(x’, X3) |, =¢,, donne au second membre de (4.6)

uy(x', 0)  (avecuy(x’, 0) = ug (x', 0) siy; > 0,up(x, 0) = ug(x, 0)
(5.19) .
siy, < 0).

11 suffit alors d’identifier (5.13) et (5.14). On a nécessairement oy = oy = 0
ov

donc (¢f. (5.12)) ==
(o 5.12) 5

Ceci achéve la preuve de (5.11). O

€ L*(G) Vj. Il suffit ensuite d’utiliser la proposition 3. 1.

Calcul de uy (i.e. ug etug) : Aux formules (5.4) et (5.5) pour ug et uy doivent
étre attachées des conditions sur X. Celles-ci s’obtiendront en considérant le
deuxiéme terme v, du développement (4.3).

Le probléme pour v, est (5.9), (ou v, = 0), (5.10),, avec (4.4) et (4.5).
En raisonnant comme lors du calcul de v, on a :

(5.15) v, (X, ) = oy y3 + By + vF(x, ) au voisinage de | y; | = oo .

Effectuons le raccordement associé a v, = 0 et v,. Nous utiliserons la régle
(4.7), avec une convention de signe du genre de la précédente (¢f. (5.13),
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(5.14)). En utilisant (5.15), on obtient sans difficulté pour le premier membre
de (4.7) l'expression :

(5.16) o, X3 + B -

Par ailleurs un calcul élémentaire [développement, pour y; fixé, € — 0,
de uy(x', x3) + €u (X', x3) | ] donne au second membre de (4.7)

X3=Ey3

F
(5.17)  up(x, 0) + x5 -(%(x', 0) + &u,(x,0).
3

Il suffit alors d’identifier (5.16) et (5.17). On obtient

(5.18) ug (x',0) = ug (x',0) =0

oug ., o o Oug o
(5.19) 8—){3(x,0)—oc1(x), 5x3(x’0)_a’(x)

(5.20) uy (x,0) = By (X)), uy(x,0)=B7(x).
Avec (5.18) et les formules précédentes pour ug et v, on a

— Aug = fdans Q"
ug = 0sur 0Q*
(5.21) . _
et le probléme analogue pour u;
et ug (resp. ug ) est défini de fagon unique. []
Remarque 5.1 : Les quantités o] et o] sont bien déterminées par (5.19).

Calcul de v, : On cherche vy, solution (pour x' fixé, x" parameétre) de (4.4),
4.5), (5.9), (avec v, = 0), (5.10), et (5.15) ou (Remarque 5.1) o (x') et
a; (x") sont donnés par (5.19).

Considérons pour cela deux fonctions ®*(y) et ®~(y) vérifiant

— A®" = 0dans G (resp. — A®~ = 0dans G)
(5.22) { @ (resp. @) G-périodique
O (resp. @) = Osur I’
et
@ (resp. ®~) a un comportement a l'infini du type (5.15) avec

(5.23) < af = 1(resp.a; = 0),a;] = O(resp.a; = 1)

B, By étant des constantes non données, indépendantes de x'.
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LemMME 5.1 : La fonction @7 (resp. @) est définie de fagon unique par (5.22)
et (5.23), et ne dépend que de la période G.

Démonstration 1l suffit de faire la démonstration pour ®*. Soit 6% comme
au point (3.5) (avec a > 0, a suffisamment grand).
Définissons la fonction

(5.24) bt = 0" y,.

Ona :b* € C*(G), b* G-périodique, bt = OsurI.

En outre, la fonction A p™ vérifie la condition (3.8) de la Proposition 3.1,
de sorte qu’on peut associer a b* une fonction w{ (), solution unique du
probléme (3.9) pour le second membre F = A b™.

11 suffit alors de prendre ®* = b* + w{,d’oule Lemme 5.1. []

On peut maintenant déterminer la fonction v,. Elle est donnée par

+

0 Oug
(5.2 w(x,y) = (0 0T() + T2 (0@ ().

En effet on vérifie facilement que le second membre de (5.25) est solution
(unique) du probléme pour v,.

Remarque 5.2 : B} (x) et By (x") sont désormais connus.
Calcul de u, : La détermination de u; et u; découle de ce qui précéde.
On a
— Auj = 0dans Q"
uf =0surd*Q
u =B surX

et le probleme analogue (associé a ;) pour u;,

(5.26)

qui définit u; (resp. u; ) de fagon unique.
Ceci acheve I'étude asymptotique. O

6. DEMONSTRATION DE LA CONVERGENCE POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET
Nous aurons besoin du résultat suivant :

LemMME 6.1 : Il existe ¢ > 0 (c indépendante de ¢) telle que
6.1) j | u(x’, 0) |* dx’ < 8cJ | grad u(x) [*dx; Yue H'(Q),uly =0
z Q

(ou T = 00, O étant pris au deuxiéme sens de (1.8)).

vol. 19, nv 1, 1985



50 G. NGUETSENG

Démonstration : Définissons un ouvert B comme au point (3.11) (avec §
fixé une fois pour toutes). Grace a I'inégalit€ (3.12), || w || g1z €t | grad, w [[ 125y
sont deux normes équivalentes sur lespace des we H'(B), wir =0

te radw—évﬁ
on note grad, w = &) )

On a donc, par le théoréme des traces,
6.2) J |w(y,0) P dy < CJ ] grad, w(y) |*dy YweH'(B), wl-=0
Y’ B

(w prolongé par 0 & B U 0) inégalité qui ne dépend pas de la périodicité.
En faisant ’homothétie x = gy, on déduit de (6.2) que

6.3) J | u(x', 0) |2 dX'SECJ |grad u(x) | dx Yue H'(eB), ul;=0.
eY’ eB

Pour avoir le résultat voulu, il suffit de sommer (6. 3) pour tous les domaines
€B qui coupent Q, puis d’effectuer des majorations convenables. []

On en déduit la :

PROPOSITION 6.1 : Définissons uy = ug (resp. ug) dans Q* (resp. Q7) ou
ug (resp. ug ) est définie par (5.21).

Soit u, € Hg(Q,) la solution de (5.1), (5.2). Identifiant u, a son prolongement
(encore noté u,) par 0 a Q tout entier, on a

6.4) u, > uy dans H}(Q) faible .
Démonstration : On a, avec (5.3),

u € Ho(Q,)

6.5) f Me OV gx — Jﬁ;dx Vve Hg(Q,)
Q. Q

D

X; 0X;

Q

ou toute fonction de H}(Q,) est identifiée 4 son prolongement par 0 a Q. Donc
(en prenant dans I’équation ci-dessus v = u,)

(6-6) I U, “H(')(Q) < Cte
d’ou (par extraction d’une sous-suite)

6.7 u, » u dans H}(Q) faible .
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Grace a la continuité de I'application # — u |z de H¢}(Q) dans L*(Z) et au
Lemme 6.1, (6.7) implique (avec (6.6)) que u |z = 0.

D’autre part, pour ¢ suffisamment petit on peut prendre dans (6.5) v = @g
(resp. @g ) ou @g (resp. @g ) est le prolongement par 0 a Q d’une fonction @ *
(resp. ©7) € 2(Q") (resp. 2(Q7)). On en déduit sans peine que — Au = f
dans Q7 puis dans Q~, d’ou finalement u = u, (4, définie & I’énoncé de la
Proposition), et par suite (6.4). Ceci acheve la démonstration. [

7. PROBLEME DE NEUMANN

7.1. Position du probléme et obtention des formules pour uy, u,, vy, v,

Dans le cadre de la section 1 on considére u, définie a une constante additive
prés par

(7.1) — Au, = f dans Q,
Ou,
(7.2) 5 = 0 sur 0Q,

ou f vérifie (5.3), avec en outre
(7.3) dex:O.
Q

On se propose d’étudier le comportement asymptotique de u, pour € — 0.

La démarche sera, a la condition (7.2) pres, celle de la section 5. Les déve-
loppements (4.2) et (4.3) conduisent respectivement aux formules (5.4) et
(5.9), auxquelles doivent étre jointes différentes conditions provenant des
développements de (7.2). Le développement extérieur de cette condition donne
naturellement

Oug
(7.4 on

et des conditions analogues pour u}, uy, ...

ou-
=0 suro*Q, % =0 suro Q

D’autre part, en utilisant (5.6), on a sur eI’ = 00, la décomposition

0 2 0 1 0
o izZI "i(J’)é;i + PR "i(}’)a—}}i
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d’ou (aux ordres respectifs £, €9, ...)

0vg _0 r
% = sur
(7.5) 3 R
Uk Ok _
e . k=12 ..
ou l'on note
0 3 0 7 2 ¢
1.6 =20z, Fo=L1nWg. O

7.2. Calcul de vy, uy, vy, u,

Calcul de v, : Montrons que v, est une fonction indépendante de y, C’est-
a-dire

7.7) vo = Uo(x") (fonction du seul parametre x) .

Le probléme pour v, est (4.4), (4.5) (pour £ = 0), (5.9),, (7.5),. En rai-
sonnant comme a la Section S on obtient pour v,(x’, .) le comportement
(5.12), et par suite (en utilisant le raccordement (4.6)) oy = ag = 0. On

0vg

3 e L%(G) Vi, d’ou (Proposition 3.2) (7.7).

en déduit aussitdt que

i
Remarque 7.1 : Un premier raccordement de u, avec la couche donne

(¢ (4.6))
(7.8) ug(x,0) = uy (x,0) = vo(x). O

Calcul de uy, : Comme a la Section 5, le calcul effectif de u, passe par I’¢tude
du deuxiéme terme v, du développement (4.3). La fonction v, vérifie (4.4),
(4.5) (pourk = 1),(5.9), (ou, d’apres (7.7),2 A v, = 0) et (7.5) (pour k = 1).
On en déduit (comme précédemment pour v,) que

(7.9) vy (X, ) = oy y3 + By + vi(x), .) au voisinage de | y; | = .
On a I’égalité
(7.10) ol (x) = a7 (x).

Cette égalité s’obtient facilement en intégrant (5.9), sur un ouvert B de la
forme (3.11) (avec & suffisamment grand), puis en utilisant la propriété
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0
J a”o dS = 0 (la vérification est facile d’aprés (7.7)) qui simplific la formule
T

»
de Green, ainsi que la formule (7.9) qui introduit les o,. Il suffit alors de
passer a la limite pour § - + o0.- []

Effectuons maintenant le deuxiéme raccordement de u, avec la couche. La
régle (4.7) conduit a I'identité

ou
Uo(X) + oy X3 + €B; = up(x’, 0) + x3 &2 (x', 0) + gu,y(x, 0)
3

d’ou (outre (7.8)) :

8u§ , o aua , R
) 1 0 =aE), FEE0 =4 ()
uy (x,0) = By (x), Ui (¥, 0) = B (x).

Remarque 7.2 : Définissons uy(x) par u, = ug (resp. ug) dans Q* (resp.
Q7). Le crochet [ . | désignant le saut a travers X, on a d’aprés (7.8), (7. 10),
et (7.11)

_ Ouq _
[uo] =0, [{a—le_o. O

Avec la Remarque 7.2, on a pour u, (i.c. uj et ugy) le probléme

— Aug = f dans Q
(7.12)

Ou,

—%=0 sur 0Q)

qui définit u, & une constante additive pres.

Remarque 7.3 : La fonction vy(x") est alors bien définie (2 une constante
additive pres) par (7.8).

Calcul de v, : On cherche v, satisfaisant & (4.4), (4.5) (pour k = 1), (5.9),
(ou2 A, v, = 0)et(7.5)(pourk = 1). Définissons desfonctions (1 <k <3)
par

— AP =0 dans G
@* G-périodique

op? oDk
\W_O sur I, o= T surI' (k=1,2)

(7.13)

(ou n, désigne la k-iéme composante de la normale n a I)
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(7.14) @3 a un comportement a l'infini de la forme (2.9) aveco* = o™ = 1

o0

(7.15) 3 eL*(G) pour k=12.

13

LemMme 7.1 : Les fonctions @ sont définies de fagon unique G une constante
additive prés par (7.13)-(7.15), et ne dépendent que de la période G.

Démonstration

1) Preuve pour ®* : Définissons 6> = 0y, o 6 = 0(y3), 6 C*(R), 8 = 0
dans un voisinage suffisamment grand de y; =0, 6 = 1 au voisinage de
[y3] = 0.

On voit sans difficulté que la fonction F = A b vérifie (3.7), (3.8) et la

condition «f F dy = 0» de la Remarque 3.6, de sorte que (¢f. Remarque
G

3.6) le probléme (3.15) pour F = Ayb3, x = 0, définit bien une fonction w?3.

11 suffit alors de prendre @3 = w3 + 3.

2) Preuve pour ® (k = 1, 2) : Définissons une fonction 6, = 6,(y) telle
que

(7.16) 0,€ 2(GuU O), 8, =1 dans un voisinage de €
puis posons
b= —y,0,.
Considérée comme définie dans G, la fonction &* vérifie
Ak

b*e C*(G), b* G-périodique, % = —msurl.

En suivant la démarche précédente (¢f. le point 1)) on voit facilement que
@ = wk + b* (k = 1,2); ou w* est solution de (3.15) avec y = 0, F = Ap~.
Ceci achéve la démonstration du Lemme 7.1. [

Avec (7.8), (7.10), (7.11), et le Lemme 7.1, on vérifie sans peine que

Ouy

717 0,(x, y) = == (x, 0) D)

0x,

(sommation étendue & k = 1, 2, 3), fonction définie & une « constante » C(x")

additive pres, est la solution cherchée. Ceci achéve le calcul de v,.
Remarque 7.4 : La différence Bf (x) — By (x') est bien définie. []
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Calcul de u, : Avec (5.4), (7.4), (7.11) et la Remarque 7.4 (qui donne [[u,]

sur X), la fonction u, (x) sera bien définie si I[gil:ﬂ est donné (¢f. Remarque 7.2)
3

sur X. Nous devons pour cela considérer le troisiéme terme v, du développe-
ment (4.3). Rappelons d’abord que v, vérifie

—Av, =2A,. v, + ALy, dans G

v, ov

(7.18) %z—ﬁ sur T

et les conditions (4.4), (4.5)
ou (d’aprés (7.17) et le comportement a I'infini des @*)
(7.19) 28,0, €S8(+ 0; LX(Y) N S(— oo; L¥(Y).
Posons alors

(7.200 Z,=v, + le,vo.yg.

2
On a
- AZ, =2A.,v, dans G
oz, 0v,
(7.21) e + Agvg.ng y; sur I

X

Z, vérifie (4.4) et (4.5).

Avec (7.19), le Lemme 2.1 est applicable. On en déduit que

_1

(7.22) v(x, ) = 5 Avao(x’).yg + oy y3 + By + 07X )

au voisinage de | y; | = 0.

On peut maintenant raccorder u, avec la couche. Nous appliquerons la
régle (4.8).
On a (pour x5 # 0 fixé, € —» 0) grace a (7.9) et (7.22) :

u,(x) = vo(x') + ev (X', x'/g, x3/€) + g v (X, X'/€, x3/€) +
1

5 AL vp(x7) x

= vo(x) + €(o; x5/ + B, + ) 82<—
X x3/€* + a, x3/e + B, + ) + -,

vol. 19, n° 1, 1985



56 G. NGUETSENG

d’ou le premier membre de (4.8)

r 1 ’
(7.23)  vo(x) + oy x5 — EAXAUO(X).X% + &(B, + oy x3) .

Au deuxiéme membre de (4.8) on obtient (en considérant (4.1) a I'ordre €)

0 2 52
(7.28)  uplx, 0) + x5 22 (x, 0) + =2 - “ 20w, 0) +
0x5 2 0x3

, Ouy
+ &€ ul(x,0)+x35—(x,0) .
X3

11 suffit alors d’identifier (7.23) et (7.24). On obtient (outre (7.8) et (7.11)) :

*u,
(7.25) Avp(x) + == (x,0) =0
Ox3

(qui est la forme asymptotique de (7.1))

T ouy

7 26 aul ’ O _ + ’ /0 _ e
(7.26) 5—x3(x’ ) = oy (X)), E(X’ ) = o5 (x)

donc

+

Ou;

- (7.27) B—)Cs(x’, 0) —

o -
Ou;

e 0 0) = i () = 05 ().

Notre objet est de calculer la quantité a; — a5 .

LemMme 7.2 : Pour que v, (et par suite u,) existe, il est nécessaire que

ov,

1.28)  ai(x) — o5 (x) = — ( J -

s + A,vg - J V3 N3 dS).
I

X

Démonstration : Elle est analogue a celle de I'égalité (7.10). On part de
(7.21) et on raisonne comme dans la preuve de (7.10), avec (¢f. (7.22))

(7.29) Z,(x', ) =0, y3 + B, + v5°(x, .) au voisinage de | y; | = o0,

et en utilisant la propriété

-~

Ov,

(7.30) J Ayvydy = J Aoy dy = j pm ’dS
G\B G I x
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qui découle de

(7.31) J Ay, v, dy =0,
G\ B

car (avec la périodicité) on a

(7.32) J A,vi(x, Y, y5)dy' =0 Vy;, |y,|suffisamment grand .
v

Cela achéve la preuve du Lemme 7.2. []

Si nous admettons donc un instant que (7. 18) définit bien une fonction v,,
alors les formules (5.4), (7.4), (7.11) (avec la Remarque 7.4), (7.27) et (7.28)
définissent u#; a une constante additive prés. []

Montrons, pour achever I’étude asymptotique, que v, existe. Il revient au
méme de vérifier que (7.21) (avec (7.29)) définit bien Z,.

LemMmE 7.3 : Il existe Z, solution de (7.21), avec (7.29) ou la différence
oF — a est donnée par (7.28).

Remarque 7.5 : Supposons qu’il existe Z solution de (7.21), avec un compor-
tement du type

Z(x',.)=oay; + B + Z(x/, .) au voisinage de = o
(7.33) { +( ) =oy; + P ) g | y3 |
o

Alors, on vérifie sans difficulté que toute solution Z, de (7.21) est de la
forme

= a, — o, (donné par (7.28)), a~ = 0.

Z,(x,y) = Z(x,y) + Mx).@*(»); Mx)eR,
@3 donné par (7.13) (7.14). O

Démonstration du Lenuime 7.3 : Grace a la Remarque 7.5, il suffit de montrer
qu’il existe Z solution de (7.21) et vérifiant (7.33).

Définissons d’abord une fonction b, solution de (3.15) pour F = A_. v,
ov,

(A, v, vérifie bien (3.7); ¢f. (7.19)) x = —

on.’
La fonction b, existe. En effet : d’aprés (7. 30), la premiere condition (3. 14)
est satisfaite par F et . Avec la formule de Green

J Ay, dy — j
G
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et le fait (déduit de (7.17) et du comportement a I'infini des ®) que
2 ov,
— =—dy =20
L-:ZI L\B 0x, 0x; Y

(B étant un ouvert du type (3. 11) avec £ suffisamment grand,  fixe) on voit faci-
lement que la deuxiéme condition (3.14) est aussi vérifiée. Donc b, existe.

Puis posons :
AL v,

by = =2

ov .
a, = <— J Gnl. dS)e” Vi,
r X

a = (_ Acvg J Y33 dS)G* Y3
r

ol 6% = 67(}) est une fonction vérifiant (3.5).

¥3 0o, 0, €tant une fonction qui vérifie (7.16)

On vérifie facilement que

(7.34) j Aa, dy + J
G

Aoy dy =0, J Aa, dy + f Ab,dy =0,
G G G

Enfin faisons le changement de fonction Z = Z, + a; + a, + b, + b,.
On est alors ramene & I'étude du probleme

—AZy=A0ga, + A0 + Aa, + Ab,
Z, G-périodique

cZ

Cﬂ =0 sur
cn

’!ZO 5

Nous sommes dans le cadre de la Proposition 3.2, avec x = 0 et
F=Aa +A. v, +Aa, + Apb,.

Avec (7.34), la premiere condition (3.14) est satisfaite. Il reste a vérifier
que la deuxiéme est aussi satisfaite. Mais grice a la Remarque 3.6 (ou I'on
peut prendre F = Aa, + Ab,) il suffit de montrer que

»

iJ A, dy + J
G

G

(7.35) Ao dy ] <Cte [V, Wey .
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Nous aurons besoin de I'inégalité

3 \1’ ! 1,2
(7.36) ¥ — ‘l/ L2 B = < Cte <Z 8} > VWe?
i=1 i LG\ B),
ou :
U(ys) = v J V(y,y3)dy (1Y'| =1 = volume de Y’)

B un ouvert de la forme (3.11) tel que

Aa, =0 dans G\B

2
[la propriété (7.36) résulte de | Y(y3) — ¥(¥3) [|F20ny < ¢ D, a;ll (y3)
i=1 i L2(Y")

(pour | y5 | suffisamment grand), inégalité qui se démontre comme (3.20)].
Montrons alors (7.35) : En utilisant (7.34) on a, pour tout {y € ¥~

(7.37) J Aa, rdy + [ Agvydy = J Aya, + Ay v) X
G B

X (b —Yp)dy + J AA‘)"UI‘(‘IJ — Yy dy
G\B

ou Y est défini en (3.20) (B étant 'ouvert qui figure au point (7. 36)).
En utilisant I'inégalité (3.20) on a

J (A, + Aeyo) 0 = W) dy | < CIV
B
D’autre part, en utilisant successivement (7.31) et (7.32) on a

J Ax‘y'vl'(\b - "llB) dy = J\ Ax'y’vl'\ll dy =
G\B G\B

= Jv Ax‘y’vl‘(\lj - \T/) dy,
G\B
d’ou

J Ayt (U — Vp) dy‘ < Clyll, gricea(7.36).
G\B |

Ceci achéve la preuve de (7.35), d’ou I’existence et I'unicité, & une constante
additive prés, de Z,. Le Lemme 7.3 est ainsi completement établi.

vol. 19, n© 1, 1985



60 G. NGUETSENG

8. DEMONSTRATION DE LA CONVERGENCE POUR LE PROBLEME DE NEUMANN
Etablissons d’abord le résultat suivant :
LemME 8.1 : Si ue H*(Q)R, on peut définir u” € H*(Q)/R tel que
8.1 u? = u dans €

€

8.2) J ]gradu"ideSCJ | grad u |* dx
Q Q.

ou la constante C est indépendante de u et de €.

Démonstration : Etablissons d’abord un résultat (analogue) au niveau local,
la périodicité n’étant aucunement prise en compte : pour &, > 0; §, fixé,
suffisamment grand, posons

Y=Y x]1-8&,&[; B=GnY (Bestdelaforme (3.11)).
Soit w = w(y), w € H(B),R. Définissons w° tel que
— Aw® =0 dans ¢
8.3)

wl =w|- sur

(ou I' = 8¢, € l'ouvert au point (1.7), i.e. 'obstacle).

Le probléme (8.3) définit w° de fagon unique (la solution associée a w + ¢
étant w® + ¢, ¢ € R) et I'on a (en utilisant la continuité de 'application w — w |
de H'(B)/R dans H'?(I')/R)

(8.4) J | grad, w° |* dy < C, J- | grad, w |* dy
«

B

ou C, ne dépend pas de w.
Définissons alors w? = w”(), w? € H!(Y)/R par w” = w dans B, w” = n°
dans €. Alors (¢f. (8.4))

r

j | grad, w? |2dy < C, J | grad, w |2 dy
Y B
d’ou (par 'homothétie x = gy comme a la section 6)

8.5) j | grad w?(x) |2 dx < C, J | grad u(x) > dx Vue H'(eB)/R
(34 eB

Y
ol u? e H'(¢Y)/R, u” = u dans ¢B.
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Si maintenant u € H'(Q,)/R, d’aprés ce qui précéde, on peut définir de
fagon évidente u” € H'(Q)/R tel que l'on ait (8.1).

L’inégalité (8.2), quant a elle, s’obtient facilement en sommant (8.5) pour
toutes les périodes qui coupent le support de u, cette derniére pouvant (grice
au théoréme 8.1 de [4], p. 42) étre considérée comme définie dans [}2(33\(7£
(¢f- (1.9)) tout entier, et & support dans un compact K = R3. Ceci achéve la
preuve du lemme 8.1.

Nous pouvons maintenant démontrer la convergence de u, (solution de
(7.1), (7.2)) vers u, (solution de (7.12)) :

PROPOSITION 8.1 : Soient u, e H'(Q)/R la solution de (7.1), (7.2) et
uy € H*(Q)/R la solution de (7.12). Alors, on a

8.6) u? > u, dans H'(Q)/R faible
u? étant définie comme au lemme 8.1.

Démonstration : Avec (5.3) (i.e. f = 0 dans un voisinage de X) et (7.3) on a

8.7 f grad u..grad vdx = J fodx Yve HY(Q)R.
Q. Q

Notant que
Follger < Cte [ gradv o, YveH' QYR

et prenant dans (8.7) v = u?, on obtient grace au Lemme 8.1 et a la condition
(7.3)

8.8) | grad uf |12y < Cte Ve
cest-a-dire || uf | g1 q,r < Cte; d’ou (par extraction d’une sous-suite)
8.9 u? > u dans H'(Q)/R faible .

Mais alors (8.7) implique pour tout v e H'(Q)/R

n
(8.10) J grad u?.grad v dx =J fvdx +J grad u?.grad v dx .
Q

Q ONQ,

pour v (fixé) indépendant de ¢, on a en utilisant (8.8)

[ grad uf.grad v dx

vONQ,

< Cte |l grad v [/ 120 q,) — O

lorsque & — 0
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de sorte que (8.10) donne a la limite, avec (8.9)
J grad u.grad v dx = J frvdx Vve H'(Q)R
o o
d’ou I'on déduit le résultat voulu. Ceci achéve la démonstration.

9. CONCLUSION

Par la méthode « Développements asymptotiques raccordés. Echelles
multiples » nous obtenons, pour chacun des problémes considérés, la solu-
tion u, sous la forme

©.1) {ua(x) = uy(x) + gu,(x) + 0(e?) dans Q" U Q~

u () = vo(x) + ev,(x, x/g) + 0(?) au voisinage de X

ou uy, Uy, Uy, t; (avec v, = v,(x), y)) sont déterminés de fagon unique (I’uni-
cité ayant lieu, dans le cas Neumann, a une constante additive prés); dans
les Sections 6 et 8§ nous démontrons la convergence vers le premier terme u,,
C’est-a-dire respectivement '

— u, > u, dans HJ(Q) faible.

— u’ = u, dans H'(Q)/R faible (u” la fonction qui prolonge u, a Q tout
entier) justifiant ainsi (du moins au premier ordre, i.e. 4 lordre £°) la méthode
formelle.

Le terme de couche #,(x, ) joue un réle important au niveau local. Sa
connaissance permet, par la formule (déduite de (9.1)), avec vy(x') =uy(x, 0))

9.2 % (u (%) — up(x’, 0)) = 06—31 (x', x/€) + O(¢) au voisinage de T
de déterminer le champ de vecteurs grad u,(x) au niveau local.

En élasticité, 'intérét d’une telle étude asymptotique réside dans I’analyse
de la contrainte locale. L’analogue de la formule (9.2) correspond alors a
une concentration d’effort au voisinage de I’écran, phénoméne important
associé a P'étude des effets d’endommagement.

Ce travail a bénéficié du soutien constant de E. Sanchez-Palencia. Je tiens
a ’en remercier vivement.
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