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MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 20, n° 1, 1986, p. 47 4 74)

HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES
EN BETON ARME (*)

par Philippe DESTUYNDER (1) et Charbel THEODORY (%)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Une approche, pour modéliser le comportement élastique du béton armé, est proposée
dans cette note. On utilise la méthode des développements asymptotiques conjointement avec les
méthodes d”homogénéisation. Les formules obtenues seront appliquées d-différents types de ferraillages
et on en déduira quelques régles pratiques.

Abstract. — A formulation for modelling the elastic behaviour of a reinforced concrete plate is
given in this paper. The asymptotic expansion technique is used, jointly with homogenization pro-
cedures. Applications to various kind of reinforcement are then discussed, from which practical rules
are deduced.

PRESENTATION DE L’ETUDE

Le béton est un matériau essentiel en génie civil. Mais on sait que ses mau-
vaises propriétés de résistance a la traction nécessite 'utilisation d’armatures
en fer dont la mission est de renforcer les régions sollicitées a la traction.
Le matériau composite ainsi fabriqué a, en premiére approximation, un
comportement globalement élastique a condition toutefois que les zones de
traction soient trés limitées en volume et en intensité. Bien entendu, les carac-
téristiques mécaniques de ce milieu dépendent de la fagon dont les ferraillages
sont disposés, mais aussi du diameétre des fers utilisés. Nous verrons également
que les liaisons entre fers (soudés ou épinglés, voire libres) jouent un rdle
important dans la caractérisation des propriétés du béton armé.

Dans le calcul des structures élancées (par exemple les réfrigérants atmosphé-
riques des centrales électriques), on choisit, en général, une modélisation
isotrope (& 'aide d’un module de Young et d’un coefficient de Poisson). En
outre, la rigidité est la méme pour le comportement membranaire ou en flexion

(*) Regu en octobre 1984,
() Ecole Centrale de Paris, 92290 Chatenay Malabry.
(3) DER, EDF Stagiaire de Thése DAFECO, 92140 Clamart.
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48 P. DESTUYNDER, C. THEODORY

(au coefficient d’inertie pres), alors que le décentrage des plans de ferraillage
influe de maniére essentielle sur la rigidité de flexion [1].

L’objet de cet article est de présenter une approche mathématique pour
modéliser le comportement d’une coque en béton armé et de discuter les dif-
férences entre l'approche classique mentionnée plus haut et les résultats
obtenus.

Nous examinerons plusieurs cas de ferraillages et nous donnerons dans
chaque cas des rigidités équivalentes. L’outil d’analyse est la méthode des
développements asymptotiques avec plusieurs petits parameétres. Nous pro-
longeons ainsi des études antérieures sur les plaques et les coques [2, 3], et
dans un esprit différent, les travaux de D. Caillerie sur ’équation de la diffu-
sion [4]. La méthode est d’ailleurs étudiée plus en détail dans le cas des compo-
sites par Th. Nevers [5]. D’autres détails de calculs qui ne sont pas donnés
ici se trouvent dans [6].

I. DESCRIPTION DES STRUCTURES ETUDIEES

L’essentiel des phénomeénes que nous abordons peuvent étre modélisés a
partir d’une plaque mince. C’est pourquoi nous nous limiterons 4 cette situa-

Ferraillage monodirectionnel 1 _
Ferraillage bidirectionnel 2

N Vi 7
b
3
E
N
)
S
Ferraillage tridirectionnel 3 § A~

Ferraitlage isotrope 4
Figure 1.
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES 49

tion. Les plans de ferraillages sont disposés parallélement a la surface moyenne.
La maille de base du ferraillage sera "une de celles représentées sur la figure 1
(on justifiera en cours de texte la terminologie utilisée sur les 1égendes).

Les dimensions de la maille de référence (de I'ordre de I’épaisseur), ne per-
mettent pas, pour un calcul de structures, de modéliser exactement les parties
en béton et celles en fer. C’est pourquoi, suivant la voie tracée par d’autres
{7, 8, 9], nous utiliserons une technique d’homogénéisation. Les constituants,
Cest-a-dire le fer et le béton, sont supposés séparément homogenes, élastiques
et isotropes. Nous ne discuterons pas de la validité de ces hypothéses car ce
n’est pas 'objet de notre étude.

II. SYNOPSIS DE LA DEMARCHE SUIVIE

Afin de guider le lecteur a travers les dédales de nos calculs, nous donnons
ici I'idée directrice de la méthode employée.

Nous partons du modéle tridimensionnel de Pélasticité lin€aire pour une
plaque. L’épaisseur de la plaque étant considérée comme un petit paramétre
(devant les autres dimensions), on transforme, par une affinité suivant I’épais-
seur, le modgéle initial, en un probléme équivalent, mais posé cette fois sur une
plaque dont I'épaisseur est unitaire.

Pour analyser simultanément la dépendance du mode¢le tridimensionnel
vis-a-vis d’une part, de I’épaisseur et, d’autre part, de la taille des mailles de
base du ferraillage, on introduit une variable locale, servant & décrire le compor-
tement a l'intérieur d’une maille. Ceci conduit, suivant la procédure d’homo-
généisation, a transformer le probléme initial en un probléme a plusieurs
échelles faisant explicitement apparaitre comme petit parameétre la taille de
la maille du ferraillage.

Enfin le modéle limite est obtenu par un développement asymptotique,
considérant les deux petits paramétres comme équivalents.

On retrouve ainsi des modéles usuels, mais avec des coefficients de rigidité
déduits d’un probléme d’homogénéisation (ou de plusieurs). On discutera en
particulier sur les résultats obtenus I'influence des liaisons des fers (soudages
ou ligatures).

1. LE MODELE TRIDIMENSIONNEL D’UNE PLAQUE EN BETON ARME
La plaque que nous considérons occupe dans I'espace 'ouvert cylindrique
Q=0x]—¢¢g
ol o est la surface moyenne de la plaque et 2 € son épaisseur. Les nappes de
fers (nous supposerons qu’il y en a deux) sont a la cote + z suivant ’épaisseur.
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50 P. DESTUYNDER, C. THEODORY

On supposera, pour simplifier, que les fers sont de section carrée de coté a.
Chaque milieu, pris séparément (béton ou acier), est suppos¢ isotrope. Ainsi,
si o;; désigne la contrainte de Piola-Kirchhoff et y;; le tenseur de déformation,
nous adopterons dans chaque milieu la relation :

E v 5
i STy W T Ty Y%

ou E et v désignent respectivement le module de Young et le coefficient de
Poisson du milieu (Ea, va pour l'acier et Eb, vb pour le béton). Plus géné-
ralement nous écrirons cette relation sous la forme :

Gii = %ijua Yu » (1

avec la convention de sommation sur les indices répétés.

Le champ des déplacements cinématiquement admissibles est noté ¥ en
toute généralité. Le principe des Travaux Virtuels se formule ainsi (dans
I'hypothése des petits déplacements) :

Q° uI‘E

ou g¥ (respectivement f;) désignent les forces de surface appliquées a la pla-
que sur les faces supérieures et inférieures notées I'; (respectivement les forces
de volume).

Une formulation particuliérement pratique pour notre propos est celle
d’Hellinger-Reissner que nous rappelons ci-aprés.

Désignons par Z° 'espace des champs de contraintes symétriques sur Q° :

= {T = (Tij)S"-'ij = Tij} 3
et par a*(c, 1) la forme bilinéaire définie sur cet espace par :

a(o, 1) = J Sijkt Oij Ty @
Ql

ou s;;, est le tenseur de souplesse, c’est-a-dire I'inverse de g;;,. Nous utili-
serons également la forme bilinéaire sur I'espace Z° x V* définie par :

B*(c,1) = — f T, 00; = — J‘ T Vi;(v)
Q o

Yi() = %(a,.u,. + 0,v;) (déformation linéaire)
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES 51

et enfin la forme lin€aire sur V'* définie par :

O o
Q¢ r§oure

Le systéme d’équations (1) et (2) est alors équivalent & trouver un couple
(o, u) de I'espace ¢ x V' tel que :

VteZ®, a(c,7) + B*(t,u) = 0,
&)

YveV®, B%o,v) = L({v).

Nous partons de cette formulation que le lecteur pourra trouver plus en
détail dans le livre de Washizu [10] ou celui de Valid [11].
IV. EFFET DE LOUPE DANS LA DIRECTION DE L’EPAISSEUR DE LA PLAQUE

Nous reprenons ici la transformation introduite en [2] et [3]. Posons tout
d’abord :

Q=0w0x]-1,1]
ainsi que :
' =ox{+1}.
Désignons ensuite par F* 'application qui a un point M de 'ouvert Q associe
le point M*® par :
VM = (x4, X3, X3) €Q = M*® = F¥(M) = (x4, x,, £X3) .

Si ¢ est une fonction quelconque définie sur 'ouvert Q°, on lui associe ¢°
définie sur Q par :

¢ =doF*. (6)
On notera en particulier que nous avons les régles de calcul suivantes :
@ ¢o=¢| ¢°,
ot Q
. b\ 0P° _
(ll) <axa> - axa 3 a = 1: 2: (7)

vol. 20, n° 1, 1986



52 P. DESTUYNDER, C. THEODORY
Au changement de fonctions précédent, nous associons un changement
d’inconnues de la fagon suivante :
Uy(M) = u, 0o F{(M),  u5(M) = guz 0 F*(M)
oip(M) = O,g0 F¥ (M), 055(M) =& ' 0,30 F(M) ®
053(M) = €72 0330 FS(M).
Un simple calcul conduit alors au résultat suivant :

THEOREME 1 : Si ©°, & est I’élément de I'espace L x V construit a partir
de o, u solution de (5) a I'aide des formules (8), alors c'est aussi I'unique solu-
tion du probléme variationnel suivant :

VT eZ, ao(c5 1) + €2 a,(0% 1) + £* a,(c5,1) + B(t, 1) = 0, } o)

YveV, B(c®, v) = L*(v) .

ou nous avons posé pour des éléments 1, y, arbitraire de I’espace X et v de Iespace
V:

aO(T) X) = j SaBy& taﬂ Xyﬁa
Q

ay(t, 1) = 4 f

Susps Tus Xps T f Sup3s(T33 Xap + Tup X33) 5
Q Q

a,(t, ) = J. $3333 T33 X33 >
[

—J‘ r,-ja-v~
LS(U)““J So Vs {J f3v3+ j gai ”a} "8%‘[ 93: U3
ryull- ryoull-

(on suppose le matériau monoclinique en posant a priori : 3,5, =5333,=0). [J

It

B(t, v)

Remarque 1 : Les espaces T et V correspondanta Zfet V*poure = 1. [J

Remarque 2 : La forme linéaire des forces appliquées, L*, dépend explicite-
ment de ¢. Puisque le probléme a résoudre est linéaire, on peut en fait faire
appel au théoréme de superposition et supposer que les forces appliquées
a la plaque sont telles que :

ge = €go* } g5 = &> g3* }
f3 8f30 fa =ﬁzo
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES 53

et que g°* et £ sont indépendants de €. On construira ainsi une solution
(o®, u*) pour des forces d'un type particulier mais grice au principe de /super-
superposition il est loisible de recombiner la solution associ€e a n’importe
quel type de chargement. []

5. LA METHODE DES ECHELLES MULTIPLES COUPLEE AVEC LA THEORIE ASYMP-
TOTIQUE DES PLAQUES

Le but de 1a méthode que nous nous proposons d’appliquer est de traduire a
un niveau macroscopique le comportement local du béton armé ferraillé.
Rappelons-en briévement le principe.

Soit x = (x,, x,) un point de la surface moyenne o de la plaque. Les formes
linéaires ou bilinéaires qui interviennent dans la formulation du probléme (9)
sont des intégrales sur I'ouvert Q = ® x ]— 1, 1[. Or ® est engendré par
des cellules élémentaires, toutes identiques, soit P, de taille 1 (cf. fig. 2).

Nous _avons donc pour toute fonction ¢ définie sur Q : i

f $xy, x5, X3) = J J‘ blxy, Xz, X3) = Z
Q o J—1

zeP(2)

J Gxq, X2, X3)

ou z désigne le centre (par exemple) de la maille P(z). On utilise alors sur P(z)
un grossissement local (car la maille de référence est trés petite. On pose
a cet effet sur P(z) :

Xy = Zy + MY, a=12. (11)

Nous avons alors :

+1

J (xy, Xg, X3) = 2, nzj J O(zy + My1, 25 + MYy, X3) dy
Q zeP(z) Y -1

et puisque n? est l'aire de cellule élémentaire P(z), le second membre de

expression ci-dessus converge vers une intégrale distribuée sur o, & savoir :

+1
im [ o xsx = lim [ [ |0ty ez )
Q o JY

n-=0 -1

Pour étudier le comportement asymptotique de la solution du probléme (9)

on remplacera donc la variable x = (x;, x,) par le couple z = (zy, z,) et

y = (y1, y,) et les intégrales sur Q par les intégrales sur o x J— 1,1[ x P.
Nous en déduisons les régles de calcul suivantes :

0 0 1 0

EC:=-6—Z‘I+E@_yu— 0(=1,2, (12)

vol. 20, n° 1, 1986



54 P. DESTUYNDER, C. THEODORY

et en suivant J. L. Lions [8], nous transformons le probléme (9) ou un pro-
bléme asymptotiquement équivalent (lorsque n — 0).

Les inconnues apparaissent maintenant comme des fonctions de z, y et x;.
Les conditions aux limites du probléme physique sont exprimées par rapport
aux coordonnées z et x5 sur la frontiére de 'ouvert ® x ]1, 1[.

Les conditions portant sur la frontiére de Y sont par contre beaucoup moins
évidentes. Nous allons essayer de les introduire rationnellement.

n n
€ »— o d
A
n n 2 - (2{’ zé)
2~ 2 -
> .. 2? = (22, =)
l
P (zl) P (22)
Figure 2.

Considérons deux mailles voisines, P(z') et P(z%).
La continuité d’une fonction ¢ a l'interface entre ces deux mailles implique :

11

VyZE]_is'il:

¢Zi+ﬂazi+rlh =¢Z§_H,Z§+TU’2~
2 2

Ainsi lorsque les mailles sont infiniment petites, on trouve que les fonctions
doivent &tre périodiques en y pour assurer la continuité 4 l'intermaille. Cette
condition est indépendante de ce qui se passe dans la maille, mais suppose que
toutes les mailles aient la méme dimension. Nous attirons I'attention sur le
fait que cette condition de périodicité ne s’applique qu’aux fonctions continues.
Pratiquement les déplacements sont continus ainsi que les contraintes nor-
males a la frontiére de la cellule. En fait, si on utilise une formulation varia-
tionnelle il suffit d’imposer cette condition aux déplacements. Nous intro-
duisons par conséquent les espaces de champs de contraintes définis sur
Touvert Q x Y noté Z?, et de champs de déplacements également définis
sur Q x Y et périodiques en y noté V’. En outre, les déplacements de V?
satisfont les conditions aux limites du probléme sur la fronti¢re de Q. Compte
tenu du changement de variables (11) et de la regle de calcul (12), le probléme
(9) est remplacé par un nouveau modele qui lui est asymptotiquement équi-
valent. Il s’énonce ainsi :

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES 55

trouver (c®, u*M) eX? x V” tel que :

VIE R, 400, 7) + €2 4,(0™, 1) + €% ay(0™ 7) + Bt u) +
+ %1_3_1(:, pmy =0, | @3

Ve 1%.BO% ) + B0 ) = LO).

ou 14 forme bilinéaire B_, est définie pour des éléments t, v arbitraires de
I'espace £¥ x V* par :

ov ov
B, = —j T, —“—f Ty A - (14)
axy P We oy 2 s

Par ailleurs, les formes bilinéaires g,, a,, g, €t B sont analogues a a,, a,, a,,
et B, mais en étendant les intégrales sur 'ouvert Q en des intégrales sur Q@ x Y.

Nous avons ainsi obtenu en (13), un probléme ou apparaissent les deux
petits parameétres € et 1. Le comportement asymptotique de la solution
(o™, u'™) peut alors étre étudié en choisissant des dépendances particuliéres
entre ces deux petits parameétres, cette démarche fut suivie par D. Caillerie [4].
Dans le cas du béton armé il est réaliste de prendre € = n (au sens des infini-
ments petits). Posons donc a priori :

(o™, ™) = (6%, ¥**) = (c°, u°) + (o, u') + - etc. (15)

En reportant I'expression (15) dans les équations (13) et en identifiant les
termes de méme puissance en &, nous obtenons pour des éléments T, v arbi-
traires :

B_i(t,u°) =0, (16)

B_(c%v) =0, (17

a0(c% 1) + B(r, u®) + B_,(z,u') = 0, (18)
B(c°% v) + B_,(c",v) = L(v), (19

etc.
Le prochain paragraphe est consacré au calcul du terme (¢, °).

6. CARACTERISATION DU TERME (¢°, u°)

Le principe de calcul est identique a celui exposé¢ dans [3]. La prise en
compte de la coordonnée y ne pose pas de problémes nouveaux. Le lecteur
trouvera les détails de ce calcul dans 'annexe 1. Résumons les résultats dans
le :

vol. 20, n° 1, 1986



56 P. DESTUYNDER, C. THEODORY

THEOREME 2 : Le terme (c°, u®), solution des équations (16)-(19) peut étre
obtenu de la facon suivante :

tout d’abord (c°, u®) est indépendant de la coordonnée locale y. Le dépla-
cement u3 est, en outre, indépendant de la coordonnée x;. Le déplacement
tangentiel u° est affine en x;, nous poserons :

o _ ,0 0
U, = ya(xl’ xz) - X3 aau3 .

La contrainte plane 0'25 est affine par morceaux dans [’épaisseur de la plaque.
Si on introduit effort résultant et le moment de flexion par :

1 1
o __ 0 o __ 0
Nyp = j L S J X3 Cap s
-1 -1

on a d’une part les relations de comportement -

(0] o __ 2 (4]
aﬁuv Yp.vL ) My = — 3 quv 6 v 43

et d’autre part

1
—apngp'—‘g:“‘g;“"[ Ja
-1

1 1

fs + 0,00 —gi)+f X3 0y fy -

~ Opm%p = g3 + g3 +j
-1

-1

Le cisaillement transverse et la contrainte de pincement sont respectivement
donnés par :

X3
0'33 = =g, — J 6;30'23 dxs,
-1
(20)
X3 T
033 =—9g; +(x3 + 13,9, + f J aus°33~
-1J-1
Le champ de contraintes planes c3 est relié dans I'épaisseur de la plaque, par
la loi de comportement, au tenseur de déformations :

0-33 = Auﬂpv ’Y)‘v(yo) - uﬁpv a (21)
ot Aup,, est la tenseur de rigidité qui dans le béton est :

E
Aﬂﬂpv = w_——\;z—) { (1 — V) 8.’1}1 SBV + 8‘“ 55}1 +2 VSuB 8“\, } (22)
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES 57

(E et v désignant respectivement le module de Y oung et le coefficient de Poisson
du milieu), tandis que dans les plans de ferraillage ce tenseur est obtenu par
homogénéisation :

1 v
&MZTT{J%m+J%mhM”} 23)
Y Y

WY désignant les trois fonctions (W', W'2, W?22), solutions des problémes
élémentaires posés sur la maille de référence Y :

Web, Y périodique et
Yv € Y périodique,

f%mmw%m@=—f%mm@- 24)
Y Y

Les tenseurs AL, et 1B . sont alors exprimés en fonction de A

afuv afpuv par :

afpv

1 1
Aafflpu = _2' j Aquv de >
h 25)
1B =3 J B Agndxs. | | O

-1

Remarque 3 : Le calcul des coefficients équivalents ne nécessite pas de
résolution de problémes de flexion, mais seulement celle d’un probléme
membranaire (en fait trois probiémes !). Il en aurait été autrement si on
avait adopté 'hypotheése

n>e
au lieu de celle retenue ici :

n~eg.
Rappelons que n est la taille d’'une maille élémentaire de ferraillage alors
que ¢ est la demi-épaisseur de la plaque. [J

Remarque 4 : On a supposé, dans la formulation du théoréme 2, que les
efforts appliqués a la plaque étaient indépendants de la coordonnée locale.
Quand cette hypothése doit €tre rejetée, il suffit de remplacer dans le théo-
réme 2, les efforts par leur valeur moyenne sur une maille de ferraillage (cette
remarque ne s’applique qu'aux composantes f, et f3 ). [

vol. 20, n° 1, 1986



58 P. DESTUYNDER, C. THEODORY

Remarque S : Puisque la contrainte plane, 02,, est affine par morceaux, un
simple calcul montre que la contrainte de cisaillement transverse est para-
bolique par morceaux. En matériaux composites, c’est la contrainte impor-
tante, car méme si elle est faible vis-a-vis des contraintes planes, elle est a
Porigine des phénomeénes de délaminage, ici il s’agirait d’un décollement des
plans de ferraillage. [

7. RETOUR A LA PLAQUE PHYSIQUE

En effectuant la transformation inverse de (6), nous pouvons formuler le
modéle du théoréme 2 a l'aide de vraies grandeurs physiques. Ainsi nous

posons :
3 €
naﬂ = J GaB muﬁ = J X3 O-uB’
—€ -t

ou G, désigne la contrainte plane dans la plaque. On a les relations de compor-
tement :

2¢3
N = 2 €A g, Y@, Mg = ~ =3 IR O3, (26)

afuv

ainsi que les équations d’équilibre :

4+
—abnaﬁ=g: "l"goz—_‘_Jv f;u
- 27)

+e

+e
_“jtzﬁrnaﬂ=g::){’'*"g:i_'f_Jv f3+aa(g;—ga_)+j XSauf:z,

hat 4

enfin
X3
Coy = — Gy —-J 04C,p »
(—E ) = =
_ X3 + € _
C33 = — 93 + '_32_'auga + J J aaﬂo-uﬂ'

Les coefficients AJg,, et I7,, sont déterminés comme au théoréme 2.

8. CALCUL DES RIGIDITES EQUIVALENTES POUR UN LIT DE FERRAILLAGE UNI-
DIRECTIONNEL

Nous donnons dans ce paragraphe les constantes de rigidité A,4,, dans un

plan ferraillé.

afpv
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES 59

Pour cela il suffit de calculer les fonctions W} solutions des problémes
membranaires (24). (L’indice A désignant la composante du déplacement
¢lémentaire W*.) Les notations sont celles de la figure 3.

béton b

-

—-

NSl NSNS
NN RN § e

-1

Figure 3. — Cellule de référence.

En fait le calcul des correcteurs W*' se raméne, dans le cas présent, a la
résolution de trois problémes monodimensionnels, car ils sont indépendants
de la coordonnée y,. En outre les fonctions W sont périodiques et définies
a une constante pres.

On peut donc imposer la condition aux limites W} =0 en y, = + 1.
Les équations sont :

0 6W22

W 3222 ay = (‘12222)

a Wll

by_ Q2222 —3— e = (a1212)

0 awit\ —i(a )
1212—6y2 = oy, H1212) -

3y,
Par ailleurs, W}?> = W} = W}' = 0. La résolution des équations précé-

dentes est immédiate et conduit aux coefficients homogénéisés a I'aide de la
formule (23) :
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2 2 C..)?
Ay = a|:a1111 - Zuzz] (a)+b|:‘11111 - %‘2}‘] 0 + (—Clzl%

2222 222
Azpoy = C22

A1z = C11 (29)

A _ @y312() a121,(b)
12127 gay,,,(0) + bay,;,(a)

A1222 =0

avec

a a
a uv22 (a) + b uv22 (b)
C = Q2222 42222

nv >

_a _ b
A3322(a) @337,(b)

Dans les formules précédentes a,p,,(a), (respectivement a,g,,(b)), désigne
les caractéristiques de l'acier (respectivement du béton). Les rigidités mem-
branaires et flexionnelles de la plaque s’obtiennent ensuite & l'aide des for-
mules (25). Donnons un exemple :

9. CALCUL DES RIGIDITES EN FLEXION ET EN MEMBRANE POUR UN DOUBLE
LIT DE FERS
Considérons, a titre d’exemple, le cas d’une plaque en béton armé présen-
tant deux lits de fers orthogonaux (¢f. fig. 4). On se place, dans ce paragraphe,
dans I'’hypothése ou les fers sont faiblement solidaires. Les coefficients de
rigidité d’un lit de fers, sont déduits de ceux de 'autre par une rotation de g .

Nous avons ainsi :

£
— — T — - -
- = L - —-
Ferraillage—., €,
= ——— = ——————f

Ferraillage

Figure 4. — Cas des ferraillages non soudés a deux couches.
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A

Figure S. — Cas de ferraillages soudés dans un méme plan.

AI111211=A’212122 > A¥522=A¥1111 > Aflzzz:AIlillzz > A¥§12=AI1{2112 (30)
ot A%, (respectivement AZ;,,) désignent les coefficients de rigidité homo-
généisés dans un lit de fers paralléles a la direction 1 (respectivement 2).
Désignons alors par ¢, le diamétre des fers et par z* la cote des plans de fer-
raillage. Un simple calcul conduit, & I'aide de la formule (23), aux expressions :

8a 8a 1 Sa 2
A:{;“v = <1 - 2?) aumw(b) + EAEBPV + EAfle (31)
(z)? (zy + 2¢,)°
Iﬂwa =[ — + 1 - = P Aypys(b) +

(z, +&)°  (z)

+ [ = S | Al (32)
(z; +28)° (21 +8&)° 2

+ [ = - Afs -

Remarque 6 : On notera sur les expressions (31) et (32) qu’il est nécessaire
d’avoir :

zy +2¢, <€
pour que le ferraillage soit intérieur a la plaque. [
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Remarque 7 : Bien que dans le cas de maillages orthogonaux et invariants

. n .
dans une rotation de 5 » Dous ayions :

H — 4H
Allll - A2222’
nous avons :
H H
11111 # 122229

ceci 4 cause du décentrage des nappes de ferraillage par rapport a la surface
moyenne de la plaque. Mais la différence est d’autant plus faible que les fers
sont de section étroite. [

Remarque 8 : Dans le calcul de A¥ et de I nous avons supposé pour sim-
plifier que les fers étaient a section carrée, I'équivalence étant réalisée au
niveau de Paire des sections dans les applications ot on aurait des fers ronds.

Pour illustrer ces propos, donnons quelques résultats numériques. Les
résultats sont regroupés dans le tableau 1 et une interprétation graphique est
proposée sur les figures 8, 9 et 10. On y a représenté les variations des coeffi-
cients I :{,W en fonction du diameétre de ferraillage et ceci pour plusieurs valeurs
de la cote z, des plans de ferraillage. Les données physiques sont indiquées
dans le tableau 2. (O

TABLEAU |

(Unité 10° Megapascal); e, = 0,14 €.

A{’lll A;IZIZ A1H122
~ a = 0,05 = 0,07 a=01
F:’lll F1212 Fl”122
2z 0,315 | 0,131 | 0,0468 }|0,324 | 0,132 | 0,0475 [| 0,342 | 0,134 | 0,0493
— =075
2 0,322 {0,132 {0,0473 110,336 | 0,133 | 0,0484 {| 0,361 | 0,136 | 0,0503
Lo 0,315 | 0,131 | 0,0468 [{0,324 | 0,132 | 0,0475]| 0,342 | 0,134 | 0,0493
— =105
0,313 | 0,131 {0,0465 {|0,319 | 0,132 { 0,0470 || 0,329 | 0,132 | 0,0476
) 0,315 | 0,131 | 0,0468 {0,324 | 0,132 | 0,0475 || 0,342 | 0,135 | 0,0493
— = 0,02
0,307 | 0,130 0,0460 ||0.308 | 0.130 | 0.0461 [ 0.313 | 0.131 | 0.0463
TABLEAU 2
E (béton) = 30 000 MPa E (acier) = 200 000 MPa
v (béton) = 0.15 v (acier) = 0,3
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'é 1360 0y LES VALEURS DE F1 212 (EN FLEXION)
X
1355 04
135001
1345 0
1340 OW
1335 0
1330 0

e, =014¢ 132501
v

1320 0

1315 0

r
LEGENDE 131001
9-BETON
Tz, =02

82 Z29% 13080 e - o

075 COEFFICIENT DE PROPORTIONALITE DES FERS DANS UNE MAILLE 2a

18000 5—7—% 13 _ 14 15 16317 16 T3 70 1

Figure 6.

L 5100} LES VALEURS DE F1122 (EN FLEXION)

b3

5050
5000
4950
49001

e =014¢ 485 0
480 01
4750
470 04

4650

4600 W

(] (L

4550

COEFFICIENT DE PROPORTIONALITEDES FERS DANS UNE MAILLE 2a

0o__11 12 13 14 15 16 177 18 19 20 21
Figure 7.

‘I5001
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S
,;3700‘ LES VALEURS DE F1111 (EN FLEXION)

365 04
360 0+
3550
3500
345 04
340 0
3350
33004
g, =014¢ 325 0
3200
3150

LEGENDE 3100

O=-BETON
AP a
+- Z,=05 3050
Z, =075 COEFFICIENT DE PROPORTIONALITEDES FERS DANS UNE MAILLE 2a

30004 - v. . v v T r v v v J
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Figure 8.

10. CALCUL DES RIGIDITES EN FLEXION ET EN MEMBRANE POUR DES FERS
SOUDES

On reprend ici 'exemple d’une dalle en béton armé, avec un sevl lit de fers
dans la demi-épaisseur. Le réseau de ferraillage est constitué de fers réalisant
une grille réguliére a maille carrée (fig. 7). Le calcul des coefficients nécessite
cette fois le calcul des correcteurs par une méthode d’éléments finis; il n’y
a pas de solution analytique. Compte tenu de l'orthotropie du matériau
homogénéisé, il y a en fait deux problémes a résoudre. Le calcul effectif a été
réalisé sur un quart de maille en utilisant les symétries {¢f. Annexe 2). L'obten-
tion des rigidités équivalentes se termine ensuite comme au paragraphe 9.
Les résultats obtenus sont comparés & ceux obtenus par la méthode décrite
aux paragraphes 8 et 9 pour des fers non soudés disposés dans des lits paral-
I¢les juxtaposés. Pour comparer les rigidités des milieux homogénéisés on
supposera que les cotes moyennes des lits de ferraillage coincident (cotes dans
la demi-épaisseur). Les valeurs calculées par les deux méthodes sont rassem-
blées dans le tableau 3. Les caractéristiques mécaniques des matériaux sont
toujours celles du tableau 2.
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TABLEAU 3

(Unités 105 MPa) a = 0,05 m, ¢, = 0,14.

Allll A1212 A1122
Soudé Multi-couche
Fllll F1212 F1122
0,316 0,132 0,0471 0,315 0,131 0,0468
Carré (orthotrope)
0,321 0,133 0,0477 0,322 0,132 0,0473
0,327 0,137 0,0530 0,323 0,137 0,0518
Carré anglais
(orthotrope) 0,332 0,139 0,0549 0,331 0,139 0,0535
0,323 0,135 0,0511 0,319 0,135 0,05
Hexagone (isotrope)
0,330 0,137 0,0535 0,327 0,137 0,0523

On observera que les rigidités équivalentes sont trés légérement supérieures
dans le cas de fers soudés, cette propriété pouvait bien entendu s’intuiter
a priori. |

La faible différence entre les résultats des deux méthodes (fers soudés ou
fers multicouches) suggére de retenir la formulation multi-couche qui est
beaucoup plus simple & mettre en oecuvre.

D’un point de vue pratique le soudage de fers ne semble pas rentable.

Dans le cas d’une coque mince, dont la surface moyenne est elliptique
(courbure de méme signe) on sait que I’équilibre est essentiellement régi par
les efforts membranaires, a4 'exception des régions singuliéres (bords, charge-
ments ponctuels, etc), on entend par 1a que la coque est en équilibre membra-
naire.

Trés souvent la coque membranaire est isostatique c’est-a-dire que les
efforts résultants peuvent étre déterminés indépendamment de la loi de compor-
tement (pourvu qu’aucune discontinuité n’apparaisse). Dans ce cas, le fer-
raillage a pour seul effet de reculer la limite de rupture.

Par contre, dans le cas de coques a courbure gaussienne négative (hyper-
boloide par exemple) les zones de flexion peuvent apparaitre plus facilement
dans la coque (la coque est moins raide).

Le ferraillage a alors pour effet de contrarier I'apparition de ces zones et
ceci, bien entendu, d’autant plus que les fers sont excentrés par rapport a la
surface moyenne de la coque.

C’est précisément dans ces zones que le cisaillement transverse est le plus
important, bien qu’il demeure négligeable devant les efforts plans.

Son effet est important dans la mesure ou il peut provoquer un délaminage
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des lits de ferraillage avec le béton, 'adhérence fers-béton étant fragile (on
Iaméliore habituellement en utilisant des fers torsadés). Le comportement
d’une coque délaminée est alors un nouveau probléme que nous n’avons pas
abordé ici.

11. CONCLUSION

L’étude que nous avons présentée ici n’est qu’une premiére €tape dans la
modélisation du béton armé. Cest sans doute la plus facile. Une approche
plus réaliste nécessite la prise en compte de 'endommagement sous ses diffé-
rentes formes (notamment pour prendre en compte le délaminage des plans
de ferraillage).

Retenons cependant qu’il existe des formules simples dans le cas élastique
permettant de calculer les rigidités équivalentes d’un béton armé (paragraphes
8 et 9).
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ANNEXE 1

CALCUL DU TERME (¢° u%

Explicitons les relations (16) et (17). Nous obtenons ainsi pour des éléments
(T, v) arbitraires :

0
ous

- To Yub(uo) - J Ta3 =0,
J‘QXY = Qxy ayu

v
- j 0% Y.p®) — j 0% 22— 0.
QxY QxY Ya

Ces équations impliquent :

(A.0)

oud
0y,

a

=0.

Yup@®) = 0 et

Par conséquent, u? est un déplacement solide en la variable y = (y,), soit :

{ Uy = ul(z, x3) — ¥, bz, x3)
uy = ud(z, x3) + y; b(z, x3)

par ailleurs #3 est indépendant de la coordonnée y,. En fait, la condition de
périodicité en y nécessite b = 0. Par conséquent u. est indépendant de y.

Considérons maintenant la premiére relation (19), elle conduit a trois
équations :

Vtaﬂ b Saﬁpv Gt(z)ﬁ Tuv - f Tpv yuv(uo) _J‘ Tpv x;w(ul) =0 s (A 1)
JOXY Qxy QxY
r oul

Via, | 1@+ 0ud) + j R (*.2)
Jaxy Qxy Ve
.

V1s3, Ty3 0343 = 0. (A.3)
Jaxy

Les deux dernicres relations impliquent d’une part :
03u3 =0,
et d’autre part en choisissant 1,; indépendant de y,
oud + 0;u =0
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ce qui implique que #° est un champ de Kirchhoff-Love, soit compte tenu de
I'indépendance en y :

ud = u3(2) (indépendant de x;)
w0 = 12(z) — x3 6,43 (ou u. ne dépend que de z). } (A-4y)
La relation (A.1), compte tenu de (A.4,) est équivalente 2 :
Sauppv Gﬁv = Ya;s(uo) + Yaa(ul) .
L’inversion de cette relation conduit a :
Oap = Gapyuy V() + Gopyy Y (41) - (A.4;)

Ce qui, en reportant cette relation dans la seconde équation (A.0), conduit a :
Yvoe ~VY ’ j aaﬂp.v XQB(UI)'va(v) =
@x]—1,1[xY

= - f auﬁpv Yuﬁ(uo)‘bv(v) .
ox]-1,1[xY

La solution générale (en u) de cette équation peut étre obtenue comme
la somme d’une solution particuliére (avec second membre) et d’'un élément
quelconque du noyau de Popérateur du premier membre soit :

Uy = Uy (2, X3) + V) WE.

Le terme u} est pour Pinstant arbitraire. L’équation (A.2) nous apprend
néanmoins qu’il est indépendant de y,.

Les fonctions W2* sont les composantes (pour a=1 et 2) de trois champs
de déplacements de I'espace V" solutions (& un champ constant en y prés)
des équations :

W¥eV'  (car W¥ =0),

Vo, V7, f Gap Lap V™) 1ul0) = — j (A.5)

axiuv Iuv(v) .
Y -y
La résolution de I’équation (A.S5) se fait en pratique sur la maille de réfé-
rence Y. On notera que d’une part le champ de déplacements W* est paral-
léle a la surface moyenne ® de la plaque et d’autre part la dépendance en les
coordonnées y et x5 se fait par I'intermédiaire des coefficients a,g ;.
Considérons maintenant I'équation (19) et limitons-nous a des champs
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virtuels v de Pespace V, c’est-d-dire indépendants de la coordonnée y. Nous
obtenons ainsi :

YveV, B(c%v) = L(v).

Cette relation s’explicite de 1a fagon suivante (pour des champs v de I’espace V) :

j 0'23 O, + f 02 030, = J gt v, + J o Va5 (A.6)
Qxy Qxy 't xY QxY

f 0% 0,03 + j 093 03v3 = J‘ g3 v3 + J‘ frvs. (A7)
axy axy r* xy axy

Introduisons les contraintes macroscopiques définies par :

1 ..
23=ﬁfcg, l,]=1,3,3.
Y
Soit :
J Z9 0,Up +j T3 O30, =f G, -+-j £y, (A.8)
Q Q r: Q
et
j 20 05 + f 295 0305 = f Gf v, + J 303, (A.9)
Q o r* Q
ou

1
ii’ F; =<7~ i-
|Y|Lf

Par ailleurs, les équations (A.4,) et (A.4,) impliquent :

1
% = TY] {f Aupy + j Aupre Ye(WH) } Y1) - (A.10)
Y Y

On introduit habituellement :

1 vV
a:Buv = | Y| {j Qappy + f Qapye Ixi(W“ ) } .
Y Y

C’est le tenseur de rigidité plane homogénéisé. Il dépend de la coordonnée
X3. Ainsi, lorsque x; ne correspond pas a la cte d’un lit de fers, le déplacement
WH est nul et par suite :

a,

appv = aalipv
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(la nullit¢ de W*" s’obtient en effectuant une intégration par parties dans le
second membre de (A.5), ce qui compte tenu de la périodicité donne zéro).
Bien entendu la relation ci-dessus n’est plus valable, si x; correspond a la
cote d’un plan de ferraillage.
En intégrant les équations d’équilibre (A. 8) et (A.9), on déduit 'expression
des contraintes de cisaillement transverse et de pincement :

0
2@3

]

X3
- Ga_ - J‘ (6628‘, + Fa)’
-1
o (A.11)
2% =—-G; + I J‘ OupZap + (x3 + 1) 0, G, .
—1J-1

Considérons maintenant les équations (A .8) et (A.9), dans lesquelles, nous
nous limiterons & des champs virtuels v, indépendants de x;. Nous obtenons

ainsi :
1 1
Yo, ; J [j 235] Oyvp = f [G: + G, + J Fa] g
@ -1 0] -1

et en utilisant (A.10) :

1
VUG(ZI, z2) 5 J‘ A:puv Yaﬂ(y_o) va(u) = J [Ga+ + Ga_ + J\ Fu:| Uy
. () (] -1
(A.12)

avece

1
A:pr = J agbpv . (A 13)

-1

Le découplage entre les termes u0 et — 9, u3 nécessite ‘bien entendu que la
plaque soit symétrique par rapport a la surface moyenne.

Pour terminer, choisissons dans (A.8) et (A.9) des champs virtuels de la
forme suivante :

{ v, est indépendant de x, (il ne dépend donc que de z,)
Uy = — X3 Ol3 .

Nous obtenons ainsi :
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1
. 0
Yo, ; f l:f — X3 zuB:I Onpt3 = f Qsv; + f Q. 03 >
@ -1 [ ®

1

1
Q3=Ga++G;+f Fy, Qu=*[Ga+“Ga_+J xsFa:I-
1

-1 —

avece

En posant :

1
h — 2
Iaﬁuv - J' X3 a:ﬁuv

-1

on obtient le modéle de flexion dont u3 est solution :
Vv3(zla 22), J‘ I:ﬂpv aaﬁug 6p,vv3 = J‘ Q3 U3 + J Qa auv3 . (A 14)

11 convient de prendre en compte les conditions aux limites que doivent satis-
faire les déplacements 0 et 3 sur la frontiére de . Dans le cas d’'un bord
encastré on a par exemple :

0
W =ul = i}a& =0 (%n- désigne la dérivée normale sur la frontiére de m)_

L’ensemble des équations (A.11), (A.12) et (A.14) démontre le théoréme 2.

ANNEXE 2

CALCUL DES CORRECTEURS SUR LA MAILLE DE REFERENCE
DANS LE CAS SOUDE

Nous donnons ci-apres la modélisation par éléments finis qui a été retenue
pour chacune des mailles élémentaires, dans le calcul des correcteurs. Compte
tenu des symétries des problémes a résoudre, nous avons retenu des fractions
de maille.

Les conditions de périodicité deviennent des conditions de Dirichlet ou de
Neuman homogénes pour de telles sous-mailles, ce qui simplifie la résolution
numérique.
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Figure A.1. — Cellule bidirectionnelle.
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HOMOGENEISATION DE STRUCTURES MINCES

Figure A.2. — Cellule quadridirectionnelle.
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Figure A.3. — Cellule isotrope.
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