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MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION mnmm ET ANALYSE NUMERNUE

(Vol 20,n°1, 1986, p 89 a 111)

INF-CONVOLUTION SPLINE
POUR L'APPROXIMATION DE DONNEES DISCONTINUES (*)

par P. J. LAURENT (1)

Résumé — Un nouveau type de fonctions-spline est obtenu en mmimisant une fonctionnelle qua-
dratique basée sur I’opération d’inf-convolution Ces splines sont utiles pour le traitement de données
correspondant a des fonctions ayant des dérivees discontinues

Abstract — A new type of sphne-functions is obtained by mimimizing a quadratic functional based
on the inf-convolution operativn These splines are useful for the treatment of data corresponding to
Sfunctions with discontinuous derivatives

1. INTRODUCTION

On désigne dans toute la suite par D =™ L?*(]) (I intervalle quelconque de R;
m = 1) Pespace des fonctions ayant une dérivée d’ordre m (au sens des distri-
butions) qui est une fonction de carré sommable sur I. Pour x € D ™™ L3(J),
on pourra définir la quantité :

EM™(x) = J (x"™)())* dt . 1.1
I

Les fonctions spline (F.S.) d'interpolation classiques qui sont obtenues en
minimisant un critére du type E{7)(x) avec les conditions d’interpolation
x(t)=f(@), i=1,...,n (avec a <t <t, < <t, <b) conduisent a
une approximation satisfaisante de f lorsque cette fonction est dérivable,
plus particuliérement lorsque f € D ™™ L?([a, b]).

Considérons maintenant le cas dune fonction f continue mais ayant
des discontinuités de dérivées premiéres en certains points a, ..., &,
(ty <oy <+ <a, < t,). Plus précisément on suppose que f appartient &
I'espace 5 des fonctions continues sur [a, 4] telles que la restriction f, a I'inter-

(*) Regu en avnl 1985

(*) TIM3 Institut IMAG, Université de Grenoble, BP 68, 38402 Saint Martin d’'Héres, Cedex,
France
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90 P. J. LAURENT

valle I, = [oy, o, L (0t = @, 0, ., = b)appartienta D=2 L* (), k = 0,...,m
La F.S. classique conduit alors a une approximation trés mauvaise de f
puisqu’elle a nécessairement une dérivée premiére continue aux points o, Pour
remédier a cette difficulté, il est naturel d’introduire la fonction discontinuité
de base en a; pour la dérivée premicre :

(t—ap), si

2 (1.2)
0 , 81t ’

//\\V

pj(t) =(t — cxj)+ = {

et de minimiser par rapporta x e D=2 L%([q, b])eta d, € R, ..., d,, € R1a quan-
tité :
[a b](x) (1.3)

avec les conditions :
x(t) + Y dipft) = f(t), i=1,..,n. (1.9
i=1

Si I'on note x, c_l ,J = 1,..., m, la solution de ce probléme (on montrera qu’elle
existe et qu’elle est unique pour »n > 2) et si l'on pose :

m

s() = X(1) + . d; pt) 1.5

la fonction s est caractérisée par les conditions suivantes (on suppose ici pour
la simplicité que les a; sont distincts des ;) :

(i) sestun polyndme de degré 3 dans chaque intervalle entreles 7, oules o;
(ii) sestun polynéme de degré 1 dans|a, ¢,] et [t,, 6]
(iii) s, 5" et s” sont continuesen ¢, i = 1,...,n
(iv) s, s et s sont continuesen a; et s"(a;) = 0,/ = 1,...,m

™ s(t) = ft),i=1,..,n
(1.6)

On sait que la F.S. cubique classique correspond a la position d’équilibre
d’une tige mince flexible passant par les points [, f(z)], E2},(x) étant considéré
comme une approximation de I’énergie de flexion d’une tige coincidant avec le
graphe de x. Dans le cas présent, la solution s ci-dessus correspond a la position
d’équilibre d’une tige flexible articulée en chaque point a;. Pour x € 57, consi-
dérons I'énergie de flexion :

m
E(x) = Y, Ef2(x)

k=0
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APPROXIMATION SPLINE DE DONNEES DISCONTINUES 91

de la tige articulée correspondant & x. La fonction s réalise alors le minimum
de E(x) avec les conditions d’interpolation x(z)) = f(¢),i = 1, ..., n.

On peut encore interpréter d'une autre fagon la solution s précédente : la
valeur de la fonction en «; (supposés distincts des #;) n’est pas donnée. Fixons-
nous des valeurs provisoires f(o,) = 6,, k = 1, ..., m. On peut alors considérer
séparément la minimisation de E{? sur chaque I, avec les conditions

x(o) = 0,5 x(%4q) = G4y
x(t) = f(t), tiel

qui conduit & une F.S. cubique classique (ayant en particulier une dérivée
seconde nulle en o, et o, , ;). On minimise alors dans un second temps I'énergie
totale E(x) par rapport & 9, ..., 0,

On remarque que la solution s obtenue a une dérivée seconde nulleen o;. La
fonction f qui est traitée n’ayant pas forcément cette propriété, cela peut
entrainer quelques perturbations (oscillations de la dérivée seconde) au voisi-
nage des o;, comparables a l'effet des conditions de bout libre pour les F.S.
classiques. La fonction f peut avoir une dérivée seconde continue en o; mais
non nulle, ou encore une discontinuité de dérivée seconde. Pour tenir compte de
ce fait, on peut utiliser des F.S. d’ordre supérieur (quintique par exemple) ou
changer les fonctions p;.

Considérons la minimisation de E2}(x) par rapport & x € D~ L?([a, b])
etad,, ..., d, vérifiant les conditions définies par (1.2) et (1.4). Sion note s la
solution correspondante selon (1.5), celle-ci est caractérisée pour n > 3 par
les conditions suivantes :

(i) sestun polyndme de degré 5 dans chaque intervalle entre les £; oules
(ii) sestun polynome de degré 2 dans [q, ;] et[¢,, b]
(iii) s, s, 5@, @), 54 sont continuesen £, i = 1,..,n
(iv) s, 5@, 5%, 54, ¢ sont continues en o; et sNa) = 0,/ = 1,.., m
W st)=f@), i=1.,n
1.7
Par contre, si ’on pose :

Qj(t) = (- aj)i/z (1.8)

et si 'on minimise E{},(x) par rapport & xe D> L*([a, b]) et 4 d,, ..., d,,
ey, ..., &, vérifiant les conditions :

x(t) + _il d;pft) + gm;l e;qft) = f(t) i=1,..,n (1.9
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92 P. J. LAURENT

on obtient une solution :
s =x0 + Y dp0)+ Y eq,) (1.10)
Jj=1 1=1

qui est caractérisée par les conditions (1.7) en remplagant (1v) par :
(iv) s, 52, 54 et s sont continues en o, et
o) =) =0, y=1,.,m. (1.1

Une autre fagon de procéder consiste a prendre pour p, une fonction qui est une
approximation locale de f au voisinage de o, par exemple une fonction con-
tinue formée de deux morceaux de polynéme du deuxiéme degré prenant la
valeur 0 en a,. On verra plus loin comment caracténser la solution correspon-
dante.

Si les valeurs de la fonction f ne sont pas connues de fagon exacte, C’est-a-
dire si les données sont z, = f(z,) + ¢, ou les g, sont des erreurs, alors on peut
introduire de fagon similaire des F.S. de lissage. On minimisera alors, dans le
cas du premier exemple :

n m 2
£+ 5 (40 + 3 40 -2 (.12

par rapporta xe D~ * L*([a, b)) eta d, € R, ..., d,, € R pour un coefficient p > 0
convenablement choisi. La solution s = x + Y c_i] p, obtenue est caractérisée
J=1

par les conditions (1.6) dans lesquelles on remplace (v) par :
W) ) = sBa)) +ps(t) —2z)=0 i=1,.,n. (1.13)

Dans les exemples concrets, il arrive que les seules données du probléme
soientles z, = f(z),i = 1, ..., r etle nombre m de discontinuités de 1. La posi-
tion o, de la discontinuité n’est pas connue mais on peut souvent disposer d’une
localisation : o, € [, @ ]. En se basant sur I'image intuitive de la tige flexible
articulée il est clair que I'énergie E(s) de la tige a ’équilibre sera d’autant plus
faible que les o, sont choisis voisins des positions de discontinuité exacte de la
fonction f. La méthode consiste donc & choisir of qui mimmise E(s). On verra
que ceci permet de « retrouver » avec une excellente précision les positions
réelles de discontinuité de la fonction f (on se place ici dans le cas ol I'on se
donne, pour tester la méthode, une fonction f, dont on n’utilise que I'informa-
tion f(¢) =z, i =1,..,n et le nombre de discontinuités de .dérivée avec
leur localisation).

M? AN Modéhsation mathématique et Analyse numerique
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APPROXIMATION SPLINE DE DONNEES DISCONTINUES 93

Enfin, le méme principe peut étre appliqué a l'interpolation ou au lissage
de fonctions de plusieurs variables ayant des discontinuités de certains dérivées.

Nous montrerons d’abord au paragraphe 2 comment les problémes de mini-
misation que nous venons d’évoquer peuvent €tre écrits en utilisant I'opération
d’inf-convolution de deux fonctions. Nous rappellerons ensuite au para-
graphe 3 les notions essentielles d’espace semi-hilbertiens et de semi-noyau
pour la caractérisation de F.S. générales. Au paragraphe 4 nous montrerons
alors que les F.S. par inf-convolution peuvent étre de fagon générale associées
a un espace semi-hilbertiens dont le semi-noyau peut étre évalué, ce qui permet
leur caractérisation. Différents exemples sont donnés a une ou plusieurs
variables. Enfin le paragraphe 5 est consacré aux algorithmes et aux résultats
numériques.

2. INF-CONVOLUTION SPLINES

Considérons a2 nouveau l'exemple introductif (1.3), (1.4). Remarquons
tout d’abord que 'on ne change pas la solution obtenue sur U'intervalle [a, b]
si'on minimise EZ),(x) avec[d, b'] > [a, b], ou méme si 'on minimise E7(x),
avec x appartenant bien siira D ~? L%(R). Considérons I'espace X = D ~2 L%(R)
contenu dans I'espace E = ¥(R) des fonctions continues sur R. Le sous-
espace V des discontinuités engendré par les fonctions p;(t). j = 1....m,
est également contenu dans E = ¥(R), (mais non nécessairement dans X).
Notons E’ le dual topologique de E lorsque ce dernier est muni de la topologie
de la convergence ponctuelle et notons /; 'élément de E’ (fonctionnelle ponc-
tuelle en ¢) telle que :

{x > =x((¢), pourtout xek. 2.1

Le probléme revient alors 2 minimiser E®)(x) par rapport a xe X et ve V
vérifiant les conditions

(x+v,>=1z, avec z;= f(t), i=1,..,n. 2.2
Introduisons 'espace :
X=X+V={XeE|¥=x+uv,xeX, veV}. (2.3)

Le probléme de minimisation peut alors s’énoncer de la fagon suivante :

min ( min E@(x)). (2.4
XeX xeX,veV

(Fli>=z xtv=%

i=1,...

vol. 20, n° 1, 1986



94 P. J. LAURENT

On remarque que la solution en % de ce probléme est la solutions =X + v
caractérisée par (1.5) et (1.6).
Pour x € E, posons encore :

EP(x), si xeX

o(x) = { 2.5)

+ o , sinon
et
, si xeV

0
Y(x) = { (2.6)

+ o0, sinon.

Cela permet formellement d’écrire le probléme de la fagon suivante :

min (min (e(x) + ¥(v)) @.7

Xe E x,ve E
(Xli>=z x+v=X
i=1,...,n
On voit apparaitre dans l'intérieur de la parenthése une fonction de ¥ qui
n’est autre que I'inf-convolution des fonctions @ et Y (cf [5]) :

oV (%) = Inf (p(x) + ¥() 2.8)

x,ve E
xtv=X

Inf (o(x) + WX — x))

Finalement le probléme s’écrit donc :

min @ V(%) 2.9

XeE

On sait que Popération d’inf-convolution correspond par polarité (au sens
de Fenchel) a l'opération somme de deux fonctions, c’est-a-dire (¢ V{)* =
o* + V¥*, of. [5]. La notion d’inf-convolution a été utilisée en relation avec
les F.S,, par J. Duchon [4] notamment pour définir toutes les fonctionnelles
quadratiques dont la minimisation conduit & des F.S. homogénes (invariantes
par similitude).

3. SEMI-NOYAUX ET FONCTIONS-SPLINE

Nous donnons d’abord un bref résumé des notions de sous-espaces semi-
hilbertiens et de semi-noyaux introduits par J. Duchon [3], [4], afin de poser
le probléme des F.S. par inf-convolution dans ce méme cadre général.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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APPROXIMATION SPLINE DE DONNEES DISCONTINUES 95

a) Sous-espaces semi-hilbertiens

Supposons que E et E’ soient deux espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes en dualité par la forme bilinéaire ( x, x’' ), x€ E, x' € E".
Un sous-espace vectoriel X de E muni d’'un semi-produit scalaire noté (x, y),
xeX, yeX et de la semi-norme associée | x| = (x, x)!/? est dit semi-
hilbertien si :

(1) T'espace nul N de la semi-norme est de dimension finie

(ii) l'espace quotient X/N muni de la norme canoniquement associée & la
semi-norme est complet

(iii) l'espace quotient X/N est topologiquement inclus dans E/N (E étant muni
de la topologie faible).

3.1
Cette derni¢re hypothese est équivalente au fait que lim | x, | = O entraine
lim ¢ x,, /) = 0, pour tout /€ E’ qui est nulle sur N.
Exemples :

(i) L’espace X = D~2? L*R) considéré au paragraphe précédent est un
premier exemple de sous-espace semi-hilbertien de E = ¥(R), avec le semi-

produit scalaire (x, y) = J x"(1) y"(t) dt et la semi-norme associée
R

| x|? =f | x"(2) |* dt . (3.2
R

(i) Sur R? l'espace X = D2 L%(R?), espace des fonctions dont toutes
les dérivées partielles d’ordre 2 (au sens des distributions) sont des fonctions
de carré sommable sur R? est un sous-espace semi-hilbertien de €(R?) pour
le semi-produit scalaire obtenu en faisant la somme des produits scalaires
de toutes les dérivées partielles d’ordre 2. La semi-norme associée s’écrit
alors :

[x?P= Y J (D; D; x(2))* dt (3.3)
RZ

i,je{1,2}

dans lequel D, désigne I'opérateur de dérivation partielle par rapport a la
i-iéme variable.

(iii) Plus généralement sur Pespace R? suivant J. Duchon [3], considérons
Iespace de Hilbert K*(R?) des distributions tempérées u dont la transformée
de Fourier & u est une fonction localement sommable qui est de plus de carré
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96 P. J. LAURENT

sommable sur R? par rapport a la fonction poids || 1 |2 le réel o vérifiant
la condition o < d/2. Pour u € K% on pose :

hul = j | Zu(@) | || v 1> dr. (3.4
Rd

On considére alors I'espace X, , des distributions tempérées dont toutes les
dérivées partielles d’ordre p appartiennent a K* et on définit sur X, , la semi-
norme :

lvl2. = Y |ID,D,..D

;e{l, 4}

13

vl (3.5)

Lorsque Pentier k vérifie k < p + o — g, I'espace K* est inclus dans

d . .
€¢*(RY). Lorsque p + o — 5> 0, condition que 'on supposera toujours
vérifiée dans la suite, X, , est un sous-espace semi-hilbertien de E = G(R?).

Pourd = 1,p = 2 et a = 0, on retrouve 'exemple (i).

Pourd = 2,p = 2 et a = 0, on retrouve I'exemple (ii).

b) Semi-noyau

Afin d’exprimer simplement les F.S. obtenues par minimisation d’une
semi-norme quadratique, J. Duchon a introduit la notion naturelle et essen-
tielle de noyau semi-reproduisant [3], [4]. De fagon un peu plus générale, si L

est un sous-espace vectoriel de E’, on dira que I'application linéaire H de L

dans E est un semi-noyau si, quel que soit /e N>~ L, ona :
) HDe X 36
(i) <{x, 1) = (x, H()), pourtout xeX (3.6)

(N° désigne ici 'ensemble des éléments de E’ qui sont nuls sur N).
L’application H n’est pas définie de fagon unique. On voit que si P est une
application linéaire de L dans N, alors H + P convient encore.
L’application H a une certaine « semi-symétrie » dans le sens que pour tout
le LA N° et pour tout me LN N° on a :

C Hm, 1 ypp = (Hm, Hl) = (HI, Hm) = { Hl,m Sz . (3.7

De méme elle a une certaine propriété de « semi-positivité » Cest-a-dire que
pour tout /e LN N% ona:

CHLLDpp = (HLHI) > 0. (3.8)

Mais il est important de noter que les propriétés précédentes ne sont pas
nécessairement vérifiées lorsque / ou m parcourent L.
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APPROXIMATION SPLINE DE DONNEES DISCONTINUES 97

Remarque : Prenons pour un mstant L = E’. Si ’on considére I'application
linéaire A de N° dans X/N topologiquement inclus dans E/N définie par :

H{O) =H0) + N 3.9

alors H est unique. Elle peut étre considérée comme une application de (E/N)’
dans E/N et elle est alors faiblement continue, symétrique et positive au sens

habituel. Cest en fait le noyau de Schwartz du sous-espace hilbertien X/N
de E/N.

¢) Caractérisation des fonctions spline

Considérons maintenant le probléme général consistant a :

minimiser | x |? (3.10)
avec les conditions :
xeX et {xL)>=y, i=1.,n
. , . (3.11)
ou LeE et yeR , i=1,..,n.
Si les conditions : _
(p,L>=0, i=1.,n; peN (3.12)
entrainent p = 0

alors ce probléme admet une solution unique que I'on appelle encore fonction-
spline (F.S.).

Si les /; appartiennent au sous-espace L pour lequel on a défini un semi-
noyau H, alors on va voir que 'on peut exprimer la solution du probléme
a laide de ce semi-noyau.

En utilisant les théorémes classiques de caractérisation d'une F.S. (cf. [5]),
on montre que ¢ € X vérifiant (o, > =y, i = 1,..., n est la solution du
probléme si et seulement s’il existe des coefficients A,, i = 1, ..., n tels que :

(x,0) = <x, Y kili>, pour tout xe X . (3.13)
i=1

n
Comme cette condition entraine que Y, A; ;e N° en utilisant la propriété
i=1
de base du semi-noyau, on peut dire que ce X vérifiant { o,/ > = y,
i =1, ..,n est solution du probléme, si et seulement §’il existe des coeffi-
n
cients A;, i = 1,...,m telsque Y A; ;e N%et
=

(x,0) = (x, H(Z A li>> , pourtout xeX.
i=1

vol. 20, n° 1, 1986



98 P. J. LAURENT

Ceci nous conduit au théoréme de caractérisation suivant qui exprime la
F.S. a Paide du semi-noyau.

THEOREME 1 : Un élément o e X vérifiant {oc,l > =y, i=1, ..,n, est
solution du probléme (3.10) et (3.11) si et seulement si I'on a :

o= AH() +p, avec peN
=1

1

et des A, vérifiant : (3.14)

Y Mo, >=0, pourtout ®eN.
=1

d) Calcul des fonctions-spline

Si @, ..., o, désigne une base de N et si I'on écrit la solution sous la forme :
n q
o=y MH(I) + Y o0, (3.15)
1=1 J=1

les coefficients A, et o, sont obtenus en résolvant le systéme lin€aire de dimen-
sionn + g :

n q
Zl )\-,(H(ll), lk> + Zl (X}<(DJ, lk> = Y k = 1,...,’1
1= J=
(3.16)
l;?»,<m,,ll> =0, j=1..4q

Si 'on note & la matrice n x n de terme < H(/), [, > et & la matrice n x ¢
de terme { 0, [, >, k = 1,..,n;j = 1,.., g, le systéme (3.13) s’écrit :

.%’7»+é”cx=y} 3.17)

E'A=0.

Appelons B le sous-espace vectoriel de dimension » — g de R” formé des A
vérifiant £ A = 0 et soit b, ..., b,_, une base de B. Formons la matrice Z de
dimension n x (n — q) de termes &), i =1, ..,n;j=1,..,n — q.

Si A est solution de (3.17), il appartient & B et on peut poser A = Zp. Si
I'on multiplie alors par £° la premic¢re équation de (3.17), on obtient, compte
tenu du fait que ' o = 0 :

RARL = Ry (3.18)
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APPROXIMATION SPLINE DE DONNEES DISCONTINUES 99

ou s/ = R' A R est une matrice carrée (n — q) x (n — q) symétrique et non
singuliére. On en déduit :

p=oL 1Ry (3.19)

et A= Qy (3.20)

ouQ = A~ R est une matrice n X n symétrique et semi définie positive.

Le systéme (3.18) est plus facile & résoudre que le systéme (3.14) directe-
ment. On utilisera par exemple une méthode de Choleski. Cette méthode de
résolution a été décrite dans le cas des F.S. & deux variables de type plaques
minces (provenant de la minimisation de la semi-norme définie dans
I'exemple (ii) ci-dessus) par L. Paihua [6]. Elle est en fait identique a la méthode
générale décrite de fagon différente dans P. M. Anselone et P. J. Laurent [1];
voir aussi [5).

4. CARACTERISATION DES FONCTIONS SPLINE PAR INF-CONVOLUTION

Reprenons le probléme des F.S. par inf-convolution du paragraphe 2 en le
formulant dans le cadre général du paragraphe 3. Pour x € E, posons :

Ix]?, si xeX

o(x) = )L 4.1

+ o0, sinon
0 , s xeV
Y(x) = { 4.2)

+ o0, sinon

ou X est un sous-espace semi-hilbertien de E, avec la semi-norme |. |, et V
un sous-espace vectoriel de dimension m de E.
Considérons le probléme :

minimiser H(X) “4.3)
avec les conditions
XeE, (X%L)y=2, i=1,.,n 4.4

avec § = o V.
Pour ¢ X = X + V, on a $(X) = + oo. Pour ¥ X, $(X) est donné
par :

(% = Inf o= Inf o). @.5)
xif',)l):siV xeXn(X-V)

vol. 20, n° 1, 1986



100 P. J. LAURENT

La valeur ®(X) apparait donc comme le montant d’'un sous-probléme de
minimisation dont les solutions ont les propriétés suivantes que nous énongons
sans démonstration :

THEOREME 2 :
(i) Le probléme (4.5) a au moins une solution x (et v = X — X)
(ii) L’ensemble des solutions est alors donné par x + NNV

(iii) xe X n (X — V) est solution si et seulement si (x,y) = 0, pour tout
yeV nX.

On peut alors montrer que 'on peut définir sur X un semi-produit scalaire
pour lequel X est un sous-espace semi-hilbertien de E et § est égal sur X au
carré de la semi-norme associée.
Pour ¥ =x +veX, xeX,veVet
J=y+weX yeX weW,

on posera :
% 9. =) (4.6)

ou x et y sont solutions du probléme (4.5) selon le théoréme 2, associés res-
pectivement a X et .

On remarque d’abord que si J =y +w=y +w, avec ye X et we V
(y n’étant pas forcément solution du probléme 4.5 associé¢ a ) alors on a :

& N. =% 4.7

(en effet, d’aprés le théoréme 2 (iii), comme y —y =w —weV, on a
(x,y —y) =0)
On a alors le résultat suivant :

THEOREME 3 : X est un sous-espace semi-hilbertien de E pour le semi-produit
scalaire (X, 7)., et la semi-norme correspondante vérifie :

(X2 =% 3. = 3. 4.8
Son espace nul N est égala N + V.

Démonstration : Par la définition méme (4.6) de (.,.).. on a les propriétés
de positivité et de symétrie d’'un semi-produit scalaire. En utilisant (4.7),
on voit que I'on a la linéarité par rapport au second argument et la linéarité
par rapport au premier argument résulte alors de la symétrie.

Les propriétés générales de I'inf-convolution (cf. [S]) entrainent que dom ($)
(le domaine effectif de §, c’est-a-dire 'ensemble des éléments de E pour lesquels
@ ne prend pas la valeur + o) est égala dom (¢) + dom(y) = X + V = X.
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Maintenant, pour X X, on a :
PFE =0(x) = X)) =EFX. =x2.

Pour X = x + v, avec x € N etv e V, il est clair que $(X) = @(x) = 0.

Pour X¢ N + V, si l'on avait $(X) = 0, cela signifierait, d’aprés le théo-
réme 2, qUu’il existerait x € X et v e Y vérifiant X = x + 0 et @(x) = 0, donc
x € N, ce qui est contradictoire. L’espace nul N de & est donc égal A N + V.

Il reste & montrer que X/N est complet et qu'il est topologiquement inclus
dans E/N.

Considérons I'application L qui & X¥e X associe la classe dans X/N de
I'un des éléments x qui minimise @(x) sur X N (¥ — V) (probléme (4.5)).
D’aprés le théoréme 2 (ii) deux solutions de ce probléme ont pour différence
un élément de N n V, donc appartiennent a la méme classe. On vérifie facile-
ment que L est une application linéaire de X dans X/N, que son espace nul
est égal & N 4+ V et que son image Y dans X/N est fermée (d’aprés le théo-
réme 2 (iii), C’est en effet 'orthogonal dans X/N de V X + N)donc compléte
pour la topologie induite. De plus, on a :

(®) = 0(x) = | LX llxy - (4.9

On note C(%) la classe de X dans X/(N + V). On peut donc définir une appli-
cation L de X/(N + V) sur Y par L(C(%) = L(%) et il est clair que L est une
bijection.

Comme :

“ C~()~C) “X/(N+V) = “ L(X) HX/N (4.10)

on en déduit que L est aussi bicontinue. Il en résulte que X/(N + V) est bien
complet.

Montrons maintenant que X/N est topologiquement inclus dans E/N :
supposons que I'on ait lim (X,) = 0. Il existe une décomposition X, = x,, + 0,

selon le théoréme 2 et @(x,) = §(X,) tend vers O lorsque n tend vers linfini.

Soit /€ E’ nulle sur N = N + V, donc en particulier nulle sur N et sur V.

On a donc, puisque X/N est topologiquement inclus dans E/N : lim { x,, />
n—-oxc

= 0,etcomme{ v, /) = 0,onendéduit lim { X,./) = 0.

En général, il n'existe pas un semi-noyau unique associé¢ a un sous-espace
semi-hilbertien X = Eeta L <« E’. Mais on va voir que tout semi-noyau pour
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X est un semi-noyau pour X (associ¢é au méme L < E’), ce qui permettra
d’expliciter les F.S. définies par inf-convolution.

THEOREME 4 : Soit L < E'. Si lapplication linéaire H de L dans E est un
semi-noyau pour X muni de (., .), alors H est aussi un semi-noyau pour X muni de

(o5 )~

Démonstration : On sait que 'espace nul de la semi-norme |. |. est égal &
N + V.Soitle L n (N + V). Nousavonsdéja H() e X < X.SoitX = x +
v e X. Décomposons X en X = x + 0, ou x réalise le minimum de @(x) pour
xeX n (X — V)selonle théoréme 2. Comme X — x e V,ona:

(XY ={x1).
Comme x € H et H est un semi-noyau pour X, ona :
(x, 15 = (x, HO).
Enfin, d’aprés la remarque (4.7) en tenant compte du fait que H(/) € X, ona:
(X, HD)~ = (x, HOD)

ce qui montre que { X, /> = (X, H(])).., pour tout X € X

La résolution du probléme de la minimisation de (%) avec X € X vérifiant
les conditions { X, > = z, i = 1, ..., n devient alors une application directe
du théoréme 1, en remarquant que seul I'espace nul N est remplacé par N + V :

THEOREME 5 : Si
(N+V)n{xeE|{x)=0, i=1.,n}={0} (4.11)

alors il existe une solution unique & qui est donnée par
n
&= Y MH(I)+p+v avec peN et veV 4.12)
1=1
oules)h,i = 1,..., n, p et viérifient les conditions suirantes :

A <q, ) =0, pourtoutqeN

M= EM:

M<w, 1> =0, pourtoutweV 4.13)

I
-

(8, 1>=z, i=1l..,n
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La détermination de & revient donc a la résolution d’'un systéme linéaire de
dimension#n + g + m(q étant la dimension de N et m celle de V). On reviendra
sur cette question au paragraphe suivant.

Exemples : Reprenons Pexemple de 'espace X,,, = ¥(R%) = E et prenons
L = E’. Nous considérons l'interpolation simple cC’est-a-dire le cas ou les /;
sont définies par

Ly =<Kx8,)=x(), i=1,.,n.

Dans le théoréme précédent, la détermination de la valeur en ¢ de la solution
&, c’est-a-dire { 8, 9, ), suppose la connaissance de { H(3, ), 6, >. On est conduit
a considérer la fonction K de R? x R? dans R défini par :

K(t,t)y = CH(@,),d,) 4.14)

appelée noyau semi-reproduisant. La solution s’écrit alors :
n q m
80 = Y MK t) + Y a0 + Y, dp0) 4.15)
i=1 j=1 j=1

ou®;,j =1, .., g, désigne une base de N et
PjJ =1,..., munebasede V.

Remarque : Comme le semi-noyau H n’est pas unique, il en est de méme du
noyau semi-reproduisant K. De plus, contrairement a la notion classique de
noyau reproduisant, K n’est pas forcément symétrique et positif. Toutefois
quels que soient les abscisses ¢, ..., t,, et les coefficients A, ..., A, vérifiant

m

Y X8, € N° et quels que soient les abscisses uy, ..., u, et les coefficients
i=1

My, .o B, Vérifiant ) p; 8, € N° ona, daprés(3.7) et (3.8) :
=1

j=

Y Aiw;K(upt) (semi-symétrie) (4.16)

..........

i=
1,..n j=1,..n

> MMK(@, 1) =0 (semi-positivité) . 4.17)
1,....m

i

L’intérét essentiel de la notion de noyau semi-reproduisant réside dans le fait
que I'un des noyaux de X,, a une expression simple qui a été donnée par
J. Duchon :

kilt—1t|°L t—t i 0 est pai
Kt 1) = { I I° Log | I, siOestpair o
k'|.t — t'||®, si0 n’estpas pair
ou®=2p+2a—d(| .| désigne la norme Euclidienne dans R?).
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La constante k (ou k') dépend de m, o et d, mais il n’est pas nécessaire de la
calculer. Sa valeur peut étre incluse dans les coefficients ,. Cest ce que nous
supposerons dans la suite sans employer une nouvelle notation.

Donnons quelquesaleursa d,met o :

Dd=1,p=20=00=3);p() =(— a), :onobtient .

)= Y Mlt—t,P +o ot + Y dt—a),
1=1

1=1
ou les coefficients A, vérifient :
n

3 k) = k

1=1

]
=
—

=

A —a), =0, y

]
Il
3

1

On vérifie facilement que ces conditions sont équivalentes aux conditions
(1.6)(1) a av) données sur s.

)d=1,p=3a=00=5);p(t) =( — o), :onobtent :
()= Y Alt—1t 4o +at+agt® + ) dt—a),
1—1 =1

ou les coefficients A, vérifient :

1IM=

ALt = k=0,1,2

1,..,m.

;; 7\’1([1 - a’;)-i— = 09 J

Ces conditions sont équivalentes a celles données en (1.7) (i) a (1v) pour la
fonction s. On pourrait de méme retrouver la condition (1.11) (iv’) en mtro-
duisant un sous-espace ¥ de dimension 2 m engendré par p (1) = (1 — 1)), et

PRy
q,(1) = g—ztll

Nd=2p =2,0a=0(00=2);
= (1,, 1,) e R?
=, 8)eRY, i=1,.,n

0(1)—Z7vllt 2Log | t—t‘[|+a1+a2t1+tx3t2+de](t)
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ou les A; vérifient les conditions :

YA=0, Yrti=0, YAad=0
=1

i=1 i i=1

Z )"ipj(ti) =0, j=1,..,m.

i=1

4 d=2p=2a=050=23)

&(1) =

n

1

Mlt—11P oy +oayty +agt, + ) d;plD)
1 ji=1

ou les A, vérifient les mémes conditions qu’au 3).

Dans les exemples 3) et 4) on n’a pas précisé la forme des fonctions p;. Cela
dépend évidemment du type de « singularité » dont on veut tenir compte. Cette
question peut se révéler délicate ; nous ne 'aborderons pas ici.

5. ALGORITHMES

Nous aborderons d’abord le cas de 'exemple introductif (1. 6) (le cas (1.7) ou
(1.11) ou des exemples similaires se traiteraient de la méme fagon), pour lequel
des méthodes trés rapides (de cofit identique aux méthodes de calcul des F.S.
cubiques classiques) peuvent étre mises en oeuvre. Pour simplifier 'exposé, nous
supposerons qu’entre deux abscisses #; successives on peut trouver au plus un
seul a. La méthode dite « de transport de relations » peut étre adaptée de la
fagon suivante : supposons qu’en #; on ait une relation linéaire liant s'(z;) et
s'(t) -

a, s(t) + b, s"(t) = c;. 5.1

Notons que pour i = 1, on dispose d’'une telle relation s”(¢,) = 0 (Cest-a-dire
a, =0,b, =1,¢, =0).

En tenant compte de toutes les informations que 'on a sur s, on peut « trans-
porter »cette relation en 7, , ;. Deux cas sont possibles :

Premier cas : Il 0’y a pas de o entre ¢; et ;. , : on a alors les formules habi-

tuelles concernant les F.S. cubiques ordinaires :

Gy = a; — 3

7,
h

a;
biyy = b — e

i

RN APV
= =30 (2523 7)
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avec h, = t,,, — t. Il y aura lieu de faire une normalisation, par exemple de
multiplier q, , ,, b, ; €t ¢, . ; par une constante convenable de sorte que la somme
des valeurs absolue, soit égale a 1 (ou toute autre normalisation plus écono-
mique, ¢f. Paihua [6]).

. . o, —
Deuxiéme cas : il 'y a un a, entre ¢, et 7,,,. Si 'on pose p = A et
t — o
g =" onaalors:
hl
av1 = q2 a,
2 al hl
by =p"b, === =3pg (5-3)

V4 — Z
Cl+1 = __pqcl + qal<%>

On effectuera de méme une normalisation.

On peut ainsi de proche en proche « transporter » la relation s”(¢;) = 0
jusquen z,. En sens inverse, avec des formules analogues, on transporte
s"(t,) = 0 jusqu’en ¢,. On obtient ainsi en chaque ¢, un systéme linéaire de
dimension 2 qui fournit 5(z,) et s”(z).

Cas général : 1a méthode précédente ne s’applique pas dans le cas de F.S. a
plusieurs variables, ou méme a une variable pour des choix plus généraux de
fonctions p,. Comme on dispose en général de procédures performantes pour le
calcul de F.S. ordinaires (4 une ou plusieurs variables), la méthode que nous

allons décrire consiste a ramener le calcul des F.S. par inf-convolution a
plusieurs calculs de F.S. ordinaires. On suppose dans la suiteque V "N = {0}.

Parmi tous les éléments de la forme ¥ = x + ). 4, pje)? qui vérifient
J=1

d, p,quiminimise

M=

(X, 1>=z,i=1,..noncherchel'¢lémentG = x +
J

1
la quantité | x |2

On peut d’abord effectuer la minimisation par rapporta x € X (pourd,, ..., d,
fixés) puis minimiser le résultat par rapporta d,, ..., d,,

Sil’on pose :

G(d) = min | x |2 (5.4)
avecxeXet<{x,[>=z— 3 d{p,L>, i=1.,n i=1.,n,
J=1
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le probléme revient ensuite & minimiser G(d) par rapport a d € R™. Notons :

¢(») = min [x®=|cf (5.5

le montant du probléme de F.S. d’interpolation ordinaire (3.6), (3.7) corres-
pondant aux données y = (¥, ..., y,)- En utilisant 'expression (3.12) de la
solution o et les propriétés (3.9) du semi-noyau H, on voit que :

00) = (£ a0, £ 1.10)

- < S A HG, S x,.li>
i=1 i=1

MACHI), L) = (A AR,

W=
A

ou A = (A, ..., A,) est associé 4 y selon (3.17). On en deduit facilement que :

¢(») =<3 Q >, (5.6)

donc que ¢ est une fonction convexe quadratique.
Si 'on note 2 la matrice n x m qui a pour terme { p;, /; >, j = 1, ..., m;
i=1,..,nonvoitque:

Gd) =Pz~ Pd) =z — Pd,Qz — Pd) >,. 5.7
Ainsi, G est une fonction convexe dont le gradient est donné par :

G'(d) =22 QPd — 2). (5.8)

La solution d est déterminée par G'(d) = 0, c’est-a-dire par :

(P'QP)d = P Qz (5.9
qui est un systéme linéaire m x m dont la matrice 2* Q2 est symétrique non
singuliére.

Le systéme (5.9) peut €tre interprété de la fagon suivante : dans R” on définit
le semi-produit scalaire

Y1 Y220 =V Q5 0,

Il s"agit alors de trouver la meilleure approximation de z dans le sous-espace ¥
de dimension m constitué des éléments de la forme 2d’, avec d’ € R™. La solu-
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tion d est alors caractérisée par le fait que 22d — z doit étre orthogonal au sens
de <, >, a tout élément de la forme 2d’, avec d’ € R™, donc :

{Pd',NPd — z) ), =0, pourtout d'eR"
soit
{d, P UPd — z)), =0, pourtout d'eR"

ce qui donne (5.9).

Il n’est pas nécessaire de calculer la matrice Q. Pour calculer & = Qz, il suffit
de calculer la F.S. d’interpolation ordinaire associée au vecteur z en résolvant le
systeme (3.14), ce qui donne le vecteur x correspondant. De la méme fagon,
chacune des m colonnes de la matrice n x m : Q = Q2 peut étre obtenue en
calculant le A de la F.S. associée a cette colonne, C’est-a-dire dont le y est égal
a cette colonne.

Ainsi, en résumé, le calcul de la F.S. par inf-convolution associée & un sous-
espace V de dimension mcolitem + 1 calculs de F.S. d’interpolation ordinaires,
pour la constitution du systéme (5.9), plus la résolution de ce systéme. Le
vecteur A vérifiant (4.13) est ensuite obtenu facilement par :

A=Q@z - P2d) =% — Qd. (5.10)
6. RESULTATS NUMERIQUES

Plusieurs exemples ont été traités. Nous donnerons seulement les résultats
relatifs a la fonction f définie sur lintervalle [0, 3] par :

N te_o#]
:_\/_5 3\2ﬁ]

w
-

te , ——

f(@) ={J1 = (0 = 27,

1 T

t—ﬁ , Si tef#ﬁ]

qui a une discontinuité de dérivée premiére égale a 2 aux abscisses o, = -5 et
3./2 _
a, = ——\21— On prendra les abscisses,
i—1 .
= 3(n l) et z,=f(t), i=1,..,n.
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Six méthodes ont été testées :

a) F.S. cubique

x(t) + i d(t —ap,; cf(1.6).
b) F.S. cubique

2 2 ([ —_ u_)2
i=1 i=1

¢) F.S. cubique
2
x() + Y d;ip(),
i=1

ou p; sont des approximations locales autour de o; de f formées de deux poly-
ndmes de degré 2.

d) F.S. quintique
2
x(t) + Y d{t—a),; of(1.7).
j=1
e) F.S. quintique

J— _2
x(1) + 4_‘2: d(t — o), + _i ej(—tz;“f)*; of (1.11).

f) F.S. quintique
2
x(t) + 3 d;pf0),
j=1

ou p; est choisi comme en c).
Pour n = 100; on-obtient comme évaluations des discontinuités de dérivée
premiére en a, et o, (qui sont égales 4 2 pour f) les résultats suivants :

Méthode Discontinuités en a, Discontinuités en o,
a 1,890 1,975
b 1,914 1,987
c 1,666 1,884
d 1,992 1,998
e 1,991 1,998
f 1,992 1,998
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On constate que les résultats obtenus avec les F.S. quintiques sont nettement
meilleurs que ceux obtenus avec les cubiques (ce phénomeéne a €té similaire
pour les autres exemples). La raison pourrait €tre que dans le cas des cubiques,
la minimisation introduit des conditions de type « bout libre » en «; (par exem-
ple 6”(a;) = 0 dans le cas a)) qui ne sont pas vérifiées par f. Cela produit des
oscillations de 6” autour de a; et une imprécision sur 'estimation du saut de f*
Dans le cas des quintiques, on a aussi de telles conditions, mais elles concernent
des dérivées d’ordre plus élevé (6*(a;) = 0, dans le cas d)) et ainsi elles affectent
moins le résultat. On peut aussi remarquer que dans les cas b) et ¢) il y a inter-
férence entre le critére de lissage Gue 'on minimise et le sous-espace V traduisant

les discontinuités : en effet 'espace nul de | (x"(¢))? dt est formé des polyndmes

de degré 1 alors que les éléments de V sont localement de degré 2 donc ont une
« énergie » non nulle. Ce phénomeéne n’a pas lieu dans le cas a) ainsi que dans les
trois méthodes utilisant les quintiques. Enfin, remarquons que les méthodes e)
et f) permettent d’introduire une discontinuité de la dérivée seconde (alors que
c” est continue en o; pour la méthode d)) : ceci ne s’est toutefois pas traduit par
une supériorité nette de ces deux méthodes par rapport a la méthode d).
(Notons que la dérivée seconde de lafonction f est continue en o, mais quelle a
une discontinuité égale & 2,/2 en o).

Le tableau suivant donne I’évolution des résultats en fonction de » dans le
cas de la méthode d) (I'évolution est similaire pour les autres méthodes) :

n Discontinuités en 1 Discontinuités en 2
50 1,9614 2,0319

100 1,9919 1,9980

200 1,9989 2,0099

400 1,9997 1,9972

On voit que I'évolution n’est pas monotone. Cela est dii au fait que le résultat
est sensible & la proximité d’un point #; par rapport a a;

Evaluation des a; : Nous supposons maintenant que les positions exactes des
points de discontinuité de f ne sont pas connues mais seulement leurs localisa-
tions (par exemple que la premiére discontinuité de la fonction f précédente se
trouve dans l'intervalle [0,65; 0,75]. On choisit alors des «{” de départ, par
exemple. le milieu de Iintervalle, et on minimise 'énergie (E(2},(x) ou E ) (x)
selon les cas) par rapport aux a; On obtient ainsi des approximations o} des
points de discontinuité de f'. Sur tous les exemples traités on a constaté que 'on

pouvait minimiser successivement 'énergie par rapport & chacun des ;. Si'on
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minimise 'énergie par rapport a 'un des a, la position optimale obtenue dépend
en effet fort peu du choix méme trés approximatif des autres o, D’autre part
on a aussi constaté sur tous les exemples traités que cette énergie €tait une
fonction localement convexe dans un intervalle assez large autour de 'optimum,
ce qui facilite grandement le calcul des o}. Pour la premiére discontinuité de f”

J2

qui se trouve en 5= 0,707106, on a obtenu avec la méthode a) les résultats
suivants :
n of Erreur
50 0,707506 0,000400
400 0,707050 — 0,000056

On constate que la précision obtenue est excellente, méme avec un petit nombre
de points.

Les résultats sont encore meilleurs avec les quintiques ; par exemple pour la
méthode d) avecn = 50, on obtient déja af = 0,707148, c’est-a-dire une erreur
de 0,000042.

11 semble donc plus facile d’obtenir une bonne précision sur la position de la
discontinuité que sur son amplitude.

L’auteur tient a remercier Claire Di Crescenzo pour sa contribution efficace
dans P'obtention de ces résultats numériques.

REFERENCES

[1] P. M. ANSELONE and P. J. LAURENT, 4 general method for the construction of inter-
poling or smoothing spline-functions. Num. Math. 12 (1968), 66-82.

{21 J. DucHoON, Interpolation-des fonctions de-deux variables suivant le principe de la
flexion des plaques minces. RAIRO, Analyse Numérique, 10, n° 12 (1976), 5-12.

[3] J. DUCHON, Splines minimizing rotation-invariant semi-norms in Sobolev spaces.
Lecture Notes in Math. 571, W. Schempp et K. Zeller Ed. (1977), 85-100.

[4] J. DUCHON, Fonctions spline homogénes a plusieurs variables. Thése (Grenoble)
(1980).

[5] P. J. LAURENT, Approximations et Optimisation. Hermann (1972), Paris.

[6] L. PAIHUA, Quelques méthodes numériques pour les fonctions spline a une ou deux
variables. Thése (Grenoble), (mai 1978).

[71 R. T. ROCKAFELLAR, Convex Analysis. Princeton University Press (1970).

[8] F. UtrERrAS, Utilisation de la méthode de la validation croisée pour le lissage par
fonction-spline d une ou deux variables. Thése (Grenoble), (mai 1979).

vol. 20, n° 1, 1986



