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ﬁﬁ MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 20, n° 2, 1986, p 203 a 223)

LA METHODE D'APPROXIMATION DE GAUSS-GALERKIN
EN FILTRAGE NON LINEAIRE (*)

par F. CampiLro (1)

Communique par R TEMAN

Résumé — On étudie une méthode d’approximation de I'équation du filtrage non Iméaire en
dimension 1, avec observation en temps discret et en temps continu Dans une premiere partie on

présente la méthode apphquée a I'équation de Fokker-Planck La convergence de I’approximation
est démontrée (In nréconte pnfin 1m oxomnlo wimbvinin

Abstract — We study an approximation method for the one-dimensional nonlinear filtering
problem, with discrete time and continuous time observation We first present the method appled to
the Fokker-Planck equation The convergence of the approximation is established We finally present
a numerical example

1. INTRODUCTION

Les méthodes habituelles de résolution numérique des équations aux dérivées
partielles font généralement appel 2 un nombre important de points de dis-
crétisation en espace. De plus, sous leur forme classique, ces méthodes utilisent
des grilles de discrétisation fixes dans le temps.

La méthode proposée par D. A. Dawson [4] pour la résolution numérique
de I'équation de Fokker-Planck, appelée méthode de Gauss-Galerkin, combine
les méthodes de quadrature de Gauss et d’approximation de Galerkin. Cette
méthode, qui peut €tre considérée comme une méthode particulaire (cf.
Raviart [10]), présente le double avantage de donner des résultats acceptables
méme avec un petit nombre d’inconnues a calculer et une grille de discréti-
sation capable de s’adapter aux évolutions de la solution de I'équation aux
dérivées partielles considérée. Cependant, dans sa forme actuelle, la méthode
est limitée au cas d’une seule dimension d’espace.

(*) Regu en avril 1985
(*) UER de Mathématiques, Universite de Provence, 3, place V Hugo, 13331 Marseille Cedex 3
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204 F. CAMPILLO

Nous allons étudier le comportement de cette méthode, appliquée au pro-
bléme de filtrage non linéaire. Dans la Section 2, nous présentons la méthode
d’approximation de Gauss-Galerkin appliquée a I'équation de Fokker-
Planck, et nous établissons un résultat de convergence. Les résultats de cette
section sont une reprise et un développement des travaux de D. A. Dawson [4].

Dans la Section 3, nous considérons dans un premier temps le probléme de
filtrage non linéaire avec observation en temps discret : Nous présentons
lapproximation de Gauss-Galerkin et nous en démontrons la convergence.
Nous considérons ensuite le probléme de filtrage non linéaire avec observation
en temps continu : Dans ce cas, avant d’introduire 'approximation, nous dis-
crétisons I'équation d’observation pour nous ramener au cas précédent.

2. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE FOKKER-PLANCK

2.1. La méthode d’approximation de Gauss-Galerkin

Introduisons tout d’abord Iéquation de Fokker-Planck. Considérons
I’équation différentielle stochastique :

2.1) dX,=bX)dt +o(X)dW,, 0<t<T, X,deloip,,

ou{ X, } prend ses valeurs dans R ; { W, } est un processus de Wiener standard
réel indépendant de X . Posons a = 62, o' = da/dx et b’ = db/dx on fait les
hypothéses suivantes :

(H1) b, o : R — R, sont des applications mesurables et bornées.
(H2) d € L*(R) et il existe a > 0 tel que a(x) = o Vx.
(H3) b’ est mesurable bornée, et 4’ est continue.

Sous les hypothéses (H1), (H2), I'équation (2. 1) admet une solution unique
au sens faible (cf. Stroock-Varadhan [12]). L’hypothése (H3) sera utilisée
par la suite pour démontrer la convergence de 'approximation.

Soit p, la loi de X, sur R (V#). Il résulte de la formule de It que { p, } est
solution de I'équation de Fokker-Planck (écrite sous forme faible) :

t

2.2) <ut,¢>=<uo,¢>+j<us,L¢>ds, 0<t=T, VoeCi(R)

(0]
L désigne lopérateur Ld(x):= b(x) ¢'(x) + 1/2 a(x) $"(x), et on note
()= J d(x) p(dx).
NeN étant donné, la méthode d’approximation de Gauss-Galerkin
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FILTRAGE NON LINEAIRE 205
consiste a approcher { , } par une famille de mesures de probabilité { u¥ }
de la forme :

N
pY = Y ' 8(x}) (3(x) mesure de Dirac au point x).

i=1

Les fonctions ¢ — a!, x} sont déterminées en posant :

2.3) <uﬂv,¢>=<uo,¢>+j(uf,Ld))ds, 0=t=T, Voelly_,
0

(IL,y_, désigne 'espace des polyndmes de degré au plus 2 N — 1). On remarque
que pb vérifie ( puf, & > = (po, ¢ > Vb € ,y_, ainsi pj est approximation
de Gauss-Christoffel 4 N points de la mesure p,.

2.2. Convergence de Papproximation

Sous une hypothése supplémentaire, nous allons établir un résultat de conver-
oence de Pannravimation [£our Gl ddwousiiation pius déldlliee €L Lam-

plllo 13)).
On pose :

m(t) = p, X" >, mt) = dmy(t)/dt,
m(6) =, x* >, md(t) = dml(t)/dt .

(x" désigne le polyndme x — x"). On fait I'hypothése supplémentaire :

(H4) lim { m,,(0)/2n) ! }V/*" < 0.

Cette hypothése assure en particulier I'existence de moments de tous ordres
pour X, donc pour X, (V). De plus, en utilisant le critére de Cauchy sur la

convergence des séries, (H4) implique que la série Z T m, ,(0) admet un rayon

de convergence strictement positif. Ce résultat permet d’affirmer que p, est
'unique mesure non négative sur R admettant { m,(0);n € N } comme moments
(cf. Billingsley [1]).

THEOREME 2.1 : Sous les hypothéses (H1)-(H4), I’approximation de Gauss-
Galerkin est convergente : pY oo B 1200 O

Pour démontrer ce théoréme, on utilise plusieurs lemmes. Dans la suite
nous allons raisonner pour ¢ € [0, T]; tous les résultats seront vrais pour tout
T=0.
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206 F. CAMPILLO

LeEMME 2.2 : Il existe des réels K,,, K, ne dépendant pas de N tels que :
@ |mi@®| <K,V N,2Nz2n+1L,0=<t<T;

i |m@®| <K, ¥, N,2N2n+1,0=<1=T;

n

L. )
(iii) La série ), . K, admet un rayon de convergence > 0. []

neN

Preuve : Nous montrons qu’il existe K, et K, tels que :

2.4) |m()| £ K, 0=:t<T.

(2.5) | m(t) | £ K,,Vn,0 <t < T.

(2.6) La série Z % K, admet un rayon de convergence > 0.
neN i

Supposons que | m,, ,(f) | £ K,,-, (0 < ¢ £ T), en prenant ¢p(x) = x*"
dans (2.2), on obtient aprés majoration :

My, (1) < my,(0) + CJ { my(s) + n* Ky,_, } ds.
0

Puis en utilisant le lemme de Gronwall :
My (1) £ c{my,(0) + n* K,,_, }

ou ¢ désigne une constante qui dépend de T, mais pas de n. Soit K, telle que
| mo(t) | £ Ko, 0 < ¢ < T, on définit par récurrence :

2.7 Ky, = ¢{my,0) + n* K,,_, }

alors | my, (1) | £ K,, (Vn, 0 <t < T). Par ailleurs

2n

Ix|P" <1202 +2mx?2 L,
1%\ 27

K
on peut donc choisir : K,,_, == 1/2{ 28 4 20Ky, } Ainsi (2.4) est

2n
démontré. En écrivant explicitement K ,,, & partir de(2.7) on peut montrer (2. 6).
(2.5) se vérifie sans difficultés. Pour établir le lemme il suffit de remarquer que le
raisonnement ci-dessus reste valable pour les moments m) (), avec les mémes
constantes K, et K, [.
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LemME 2.3 : 1] existe une famille de lois { v,; 0 < t < T }, et une sous-suite
{VV;0 £t ST Yy extraitede { 1) ;0 <t S T Yy, tellesque vy = v,

0<t<T 0O

Preuve : Daprés le lemme 2.2, (i), (ii), Vn fixé, la famille { mY(.);
N > 1/2(n + 1) } est bornée et équicontinue dans C[0, T}, donc relativement
compacte. Par un procédé de diagonalisation de Cantor on montre qu’il existe
une suite croissante d’entiers { N,; pe N } et des fonctions my € C[0, T,
telles que :

2.8) mio(.)— m¥(.) dans C[0, T}, Vn.

Par ailleurs on considére le résultat suivant (cf. Shohat-Tamarkin [11]) :

Etant donnée une suite (m,) de réels, une condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe une mesure non négative qui admette m, pour moments (Vn),
est que :

oA nNyo

v T 1IN, U, Cl’ ceey Ck £ K

k k
[Z C,.xigo,VxeRJ:[z c,.migo}
i=0 i=0

Cette derniére propriété est satisfaite par { m)#(f) },.n, donc se conserve
par passage a la limite lorsque p — oc. D’aprés (2. 8), il existe donc une mesure
non négative v, qui admet m¥*(¢) pour moments (Vn, 0 < ¢t < T). Ainsi pour
t<T:

2.9 J x" w(dx) 552 J‘x" v (dx) .
Drapres le lemme 2.2, la série Z G_' m¥(t) admet un rayon de convergence

n
strictement positif, donc (cf. Billingsley [1]) v, est 'unique loi sur R qui vérifie
(2.9), ce qui permet d’affirmer (cf. Breiman [2], p. 181) que puY» = v, quand
p — 0.

LemMme 2.4 : Sous les hypothéses (H1){H3), I’équation de Fokker-Planck
(2.2), admet une unique solution t — y,, fonction a valeurs dans I'espace des
mesures non négatives sur R. [

Preuve : En utilisant la formule de Itd on vérifie aisément que la loi de X,
résout léquation (2.2), d’ou lexistence d’une solution. Soit §(.,.) €
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208 F. CAMPILLO

C*(R, x R) et [I une solution de (2.2) a valeurs dans I’espace des mesures
signées sur R. Alors,

(2.10) i, d(0) > = o, $(0) > + J (i () + Lé(s) > ds.
0

Par ailleurs, on considére I’équation aux dérivées partielles rétrograde,

uv(s)

(2.11) .~

+ Lv(s)y=0, s<t, v(t) =7v.

D’apreés les hypothéses faites, et en utilisant des théorémes de régularité des
solutions des EDP paraboliques (cf. Ladyzenskaja et al. [7]), on a : Vo e D(R),
(2.11) admet une solution v € C}>* ([0, ] x R), ou D(R) désigne I'espace des
applications R — R de classe C* & support compact. Aprés différence entre
deux solutions, pour démontrer 'unicité il suffit de vérifier que : p, = 0 =
{(f,=00<1}

Soit t=0 et ve D(R), par (2.11) on associc 4 v une application
ve C([0, 1] x R). D’aprés(2.10) (avec pu, = 0)et(2.11):

t

P ODES J g, v'(s) + Lu(s) > ds = 0

0
donc { i, v(?) > = {([i, v ) = 0, ceci pour tout v e D(R), dou fi, = 0.

Preuve du théoréme 2.1 : Si on établit que :

t

(2.12)<v,,¢>=<uo,¢>+j<vs,L¢>ds, (ST, VbeCiR)

0

ou { v, } est la limite d’une sous-suite dont I’existence est assurée par le lemme
2.3, alors d’apres le lemme 2.4 onav, =y, 0 < ¢ < T. On en déduit donc
qu’une sous-suite de pY converge vers p,. Mais en reprenant la démonstration,
par unicité de la limite on montre qu’il y a convergence de toute la suite. Il
s’agit donc de montrer que (2. 12) est vérifiée pour tout ¢ € CZ(R). Nous allons
considérer plusieurs étapes.

Etape 1 : ¢ polyndme. Pour tout N = (d + 1)/2,d = degré ¢, ona:
t
(v o> =<y, ¢ +J vy, Lo > ds
0

donc (2.12) s’obtient par convergence dominée lorsque N — oo.
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Etape 2 : ¢(x) = e p(x), 8 € R, p polyndme. Prenons d’abord ¢(x) =
e®* 10| < 0,,0u 0, est le rayon de convergence donné par le lemme 2. 2, (iii).

On pose : ¢ (x) = Y, (Ox)/k !
k=0
&, vérifie (2. 12), donc quand # — oo on obtient : ®(0) =0,V |0| < 9,, ou

@(e)==<vt,¢>—<uo,¢>—J<vs,L¢>ds.
0

AinsiVp = 1, ®P(0) = 0,| 0| < 0,, on en déduit que (2. 12) est vraie pour
tout ¢ de la forme ¢ p(x), | 6| £ 0,, p polyndme. En utilisant I'inégalité :

i0x)*

ox ] ] n ( < Ieln+1
p{i® +06,)x} +exp{191x}k;0 ]

S CEI

|n+1

| x

on montre par le méme raisonnement que (2.12) est vérifiée pour tout ¢ de la
forme ¢ p(x), |0 | < 2 6, p polyndme. Ainsi de suite on démontre I’étape 2.

Etape 3 : € C*(R) a support compact. Tl existe db_de 1a forme -

o) = Y aexp{ibix} telleque |9 — P ,—0 (=0,1,2).

n—oo
k=—-n
(2.12) est vérifiée pour $,(Vn), donc pour ¢ par passage a la limite.

Etape 4 : ¢ € C2A(R). Cette étape se démontre & partir de I'étape précédente
par convergence dominée. [J

Remarque 2.5 : On a démontré la conservation du critére de Cauchy :
Si lim { m,,(0)/2n)!}'/*" < oo, alors lim { m,,(£)/(2n)!}'*" < oo pour

n— oo n-—oo
tout ¢ € [0, T]. Ce résultat sera utilisé pour la démonstration de la convergence
dansle cas du filtrage non linéaire. []

3. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE ZAKAI

3.1. Filtrage avec observation en temps discret
On considére le systéme :

{er = b(X) dt + o(X,)dW,, X, ~ po,

3.1
Ve = WX,) + v,

vol. 20, n° 2, 1986



210 F. CAMPILLO

o0 =t=T,0<t < <tg=T est une suite d’instants donnés, pour
simplifier nous prendrons 7, = kA, avec A = T/K (K € N).

{X,}L{W,}, {y.}et{v,} sont des processus a valeurs dans R; { v, } est
une suite de variables gaussiennes indépendantes, v, ~ N(0, R); { W, } estun
processus de Wiener standard indépendant de { v, } ; X, est indépendant de W
et { v, }. Supposons satisfaites les hypothéses (H1)-(H4) de la section précédente,
ainsi que I'hypothése :

(HS) & : R — R est une application mesurable et bornée.

{ X, } décrit I'évolution dun systéme physique, { y, } son observation en
temps discret. Le probléme de filtrage consiste & déterminer m,, la loi condi-
tionnelle de X, sachant { y,; #, < £} = { ¥y, ..., Yyyay } ((¢/A] désigne la partie
enticre de ¢/A).

Entre deux instants d’observation (i.e. ,_, < t < t), 'évolution de m, est
décrite par I'équation de Fokker-Planck :

g Ma®d> = (LY. Ve M)

A linstant d’observation 1 = t,, il est facile de vérifier en utilisant la formule
de Bayes, que :

_ <T]z,;’ Sy d 0
M &0 = =700y
ou: * (M- 0= lim (m,d);

Sy = eXp{%h(x) y = 5 H0? }

Ainsi { n, } est solution de I'équation :

/Al < nt;’ { f(':yk) -1 } ¢>
k=1 <nt;’ f('ayk)>

<T1n¢>=<llo»¢> +J <T\ssL¢>dS+
(o]

Vo e CZ(R).
(3.2)

On se propose d’approcher n, par une mesure de probabilité n", de la forme :
N

ny = ) a! 8(x}), ou les processus stochastiques { a! } et { x! } sont déterminés
1=1

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numerique
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en posant :

!

(' 6> = ¢ +j‘ N Loyds + 5 (6w - 136>
Chor 6>+ | <iLodds + 3, T

Voell,y_,.
(3.3)

THEOREME 3.1 : Sous les hypothéses (H1)-(HS), pour toute trajectoire
{¥1s .., yx } donnée, I'approximation de Gauss-Galerkin est convergente :
n = M0 <T. O

Preuve : On note m,(t) = f x" n(dx) ; supposons que

(3.4 ne y= Nes
(3.5) Lim { p,,(0)/(2n) 1 }1?" < 0,

n— oo

soient vérifiées pour ¢ = f,_, ; nous allons montrer que (3.4) (3.5) sont véri-
fiées pour t€[t,_,, t;]. Pour démontrer le théoréme il nous suffira donc
d’établir (3.4)(3.5) pour ¢t = 0.

Pour tely_,, 1 l, Pévolution de n, est décrite par 'équation de Fokker-
Planck, on déduit du théoréme 2.1 (etde(3.5)ent = ¢,_,) que(3.4) est vérifiée
pour tout t€]t_, t,[. Comme :

<T1ff;a f(‘syk) ¢>
<n§:a f(':yk)> ’

on en déduit que (3.4) est aussi vraie pour ¢ = f,. Par ailleurs,

Tim {m2n(tk) }1/2" — Tm

(M, 6> =

\1/2'1

\ 1 Jf(x, 20 X2 1,_(dx)

2n)! 2n)!
e 2 o | B1) f FGer y) e (d)
< lim { my,(57)/2n) 1}

En utilisant (3.4) (pour ¢ = ¢,_,) et la remarque 2.5, on montre que cette
derniére expression est finie. On en déduit donc que (3.5) est vraie pour ¢ = ¢,.
Pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier (3.4) (3.5) pour ¢ = 0.
Draprés I'équation (3.3), mg est 'approximation de Gauss-Christoffel de
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212 F. CAMPILLO

Mo = Mo, €t 1a convergence no =T, se déduit donc du théoreme 2.1. Par
ailleurs(3.5)ent = Oest exactement I'hypothése (H4). [

3.2. Filtrage avec observation en temps continu
On considére le systéme non linéaire :

dX, = b(X)dt + o(X)dW,, X, ~ Ho;
ay, = k(X)) di + dV, . Y, =0,

(3.6)

0 <t £ T. On suppose les hypothéses des sections précédentes satisfaites.
L’observation { Y, } a valeurs dans R, est ici en temps continu, { V, } est un
processus de Wiener standard indépendant de X, et { W, }.

Le probléme de filtrage consiste a déterminer v, la loi conditionnelle de X,
sachant#,= 6 { Y ;s < ¢ }. Pour caracterlser v, on peut utiliser la méthode
de la probabilité de référence. Soit P la loi déterminée par :

S t
Z};_{Z }7, avec Z,=expj

0

{ h(X)dY, — %h(XS)Z ds} .

Le calcul de la loi conditionnelle de X, sachant &, sous P, est lié a une expres-
sion calculée sous la probabilité P, par la formule de Kallianpur-Striebel :

E[6(X) | 7] = E[6(X) Z, | Z/EIZ,| 7).

On définit ¥ 1a loi conditionnelle non normalisée de X, sachant%,, en posant :
(Y, ¢ )= E[NX,)Z,|Z,] V est solution de I'équation de Zakai (écrite
sous forme faible) :

1

B (Tubd = (o dD +j (9 Ly ds +

0

+J {V, hd > dY, Vo e CA(R) .

0

On peut déterminer ¥ — l'approximation de Gauss-Galerkin de V, —
mais aprés discrétisation en temps, I'équation de ¥ ne fait intervenir qu'une

observation discréte en temps. Il est donc preferable de discrétiser directe-
ment P'équation d’observation dans (3.6) :

Ve = h(X,) + v,

(e =kA), ou v, == (V, . —V,)/Aety,est"approximation de { Y

-Y, }/A.

tic+t
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FILTRAGE NON LINFAIRE 213

On définit 7} :== o { yy, ..., Yy } €t *V, la loi conditionnelle de X, sachant
Z?. Comme nous I'avons vu dans la Section 3.1, I'évolution de { ®v, } est
décrite par I'équation :

<Avt,¢>=<uo,¢>+J (A, Lo ) ds +
0

. 8 (v, { Sy — 11 0D

(3.8) = Vs Jalos ) D

Vo e CF(R),

avec fy(x,y) = exp { i(x) yA — 1/2 h(x)* A }. On a le résultat suivant (la
démonstration de ce théoréme se trouve dans Campillo [3]) :

THEOREME 3.2 : Ouire les hypothéses (H1)-(HS), supposons que h e CZ(R),
alors pour toute trajectoire observée { Y,; s <t} : 4y, o VW OSt=ST
(a condition de définir v, « sous forme robuste ». cf. par exemnle Pardonx 100} 1

On utilise la méthode de Gauss-Galerkin afin d’approcher “v, par une

N
mesure de probabilité “vY de la forme : v = ), a 8(x!). Les processus
i=1
stochastiques { 4} } et { x! } — qui dépendent de A et N — sont déterminés
en posant :

<Ava,¢>=<Ho:¢>+J<AV§V,L¢>ds+
0

(3.9 + [t/A]<AVIt\:;’{fA("yk)— 1165
k=1 < AV?,I;, ol v >

Voelly_y .

D’apres le théoréme 3. 1, pour tout A, on a la convergence suivante :
(3.10) M) = “v(o), Yops., 0S1=<T.
On introduit M, Pensemble des mesures de probabilités sur R, et C(R)

I'ensemble des fonctions bornées, uniformément continues. Soit { foip 2z 0}
une suite dense dans C,(R). On définit :

1 -\,
d(u,x):p;w?'@’fpiﬂf o> |
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Wfl =sup{lfx)|,xeR}) d(.,.) défimit une métrique sur M,, qu
induit une topologie équivalente a celle indutte par la convergence étroite
des mesures (cf Stroock-Varadhan [12]) Amsi (3 10) et le théoreme (3 2)
mmpliquent

511 A tout A > 0 on peut associer N(A) € N tel que

V@) Z V@), Veps, 0=t=T

Ce dernier résultat de convergence n’est pas entiérement satisfaisant (on
ne sait pas choisir explicitement N(A)) Mais comme en pratique 'équation
d’observation est toujours en temps discret, pour un pas de discrétisation A
donné la convergence (3 10) est satisfaisante

On aurait pu obtenir une convergence en moyenne quadratique dans le
cas des observations en temps continu, ce qui n’est pas non plus d’un grand
mtérét

Pour obtenir une convergence pour chaque trajectoire observée, on pourrait
penser utiliser la « forme robuste » de 'équation de Zakai, cela n’a pas été
réalisable, car la multiplication par exp { — A(x) Y, } fait sortir de I'espace
des polynémes de degré au plus égal a 2 N — 1

4. ETUDE NUMERIQUE

4.1. Présentation de I’algorithme

4 1 a Equation de Fokker-Planck

Nous considérons d’abord l'algorithme d’approximation de 'équation de
Fokker-Planck La mise en oeuvre pratique de celui-c1 nécessite une discré-
tisation en temps de I'équation

@1 <u,®D =R, > +

T
+y<u§,ﬁp>ds, 0Zt<T, p=0 2N-1
0

ou {f,,p=0 2N — 1} designe une base de IT,5_; Tous les schemas
de discrétisation peuvent étre envisagés, mais afin de simplifier I'exposé nous
allons utiliser le schéma d’Euler L’équation (4 1) discrétisée s’écrit donc
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(o, > =< e, ) (p=0..2N - 1)
U > = K1 &y + (6 — t-y) LR, D
(p=0..2N-1, k=1..K

4.2

N
o0 =t,<t, < <tg=Tetyu =) ad(x,) désigne l'approximation
=1
de pY a linstant ¢ = ¢,. '
A partir de {a,_,, x;_,;;1=1.. N}, (4.2) nous permet de calculer les
moments modifiés de p} relativement a la base { &, }, soit :

N
my = <H2'a ﬁp> = —21 Ay {ﬁp + (6 — 1) Lﬁ:p} (k-1 -

Etant donné {Mmf;p=0..2N — 1}, on veut maintenant calculer

{a,x,;i=1..N}tel que:
N

(4.3) a T (x)=m, p=0..2N—1.
1=1

Pour résoudre ce probléme on utilise la méthode de quadrature de Gauss-
Christoffel (tous les résultats énoncés dans la suite proviennent de Gautschi [6]
et Wheeler [13]).

On introduit {n,;p = 0... N}, la famille des polynémes orthogonaux
relativement & la mesure py, i.e. w, est de degré pet { uy, M, m, > = Osip # q.
Ces polynomes sont définis & une constante multiplicative prés et on peut
décider par exemple que le coefficient du mondéme de plus haut degré dans
m,est 1 (p = 0... N). Dans ce cas la famille { nt, } satisfait & une relation de la
forme :

@.4) { T, (X)) =(x—a,)m,(x) —B,7,_1(x), p=0..N—1
' me() =1, m_;(x)=0, B,>0 pour p=1, Bo=0.

Le calcul de { a}, x} } solution de (4. 3), se raméne au calcul des coefficients
{a,B,;»p=0..N —1} de la maniére suivante : posons

[ %o \/Bio
VB o B O

~
~ ~

@.5) Jy = -

©) \/Bw—z h d’N—Z\\/EN—l
\/BN—l On—1

L =
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Jy admet N valeurs propres réelles, deux a deux distinctes &, ... y; soit
V, ... Vy les vecteurs propres orthonormés respectivement associés. On a le
résultat suivant :

{a;;=(V“)2, i=1..N

4.6 )
4.6) xi= &, i=1..N

ou V,; désigne la premiére composante du vecteur V.

Il reste a donner un algorithme permettant de calculer { o, f,; p =0..N—1}
— les coefficients définissant {n,} — a partir de {Mmf;p=0..2N—1} les
moments modifiés de p relativement a la base { %, }. Numériquement, il
est préférable d’utiliser une base { #,} formée de vecteurs orthogonaux.
Nous allons utiliser la base définie par :

4 ﬁp+1(x)=(x——&p)7~rp(x)—[§pﬁp_1(x), p=0...2N-2
@7 fo(x)=1, ®_,;(x)=0, B,>0 pour p=1, PB,=0.

ou les coefficients { &,, Ep; p=0...2N — 2} sont donnés.

Le calcul de {a,,B,;p =0..N — 1} a partir de {mf;p=0...2N—1}
etde { &,, El, ;p=0..2N — 2}, seffectue a I'aide de I'algorithme de Cheby-
shev modifié (cf. [13]) :

Initialisation :
o(—1,0)«0
c(0,q) <« M, g=0..2N—-1
4.8) ~" o
%o — 8o + [y
Bo 0.
Incrémentations

pourk = 1... N — 1 faire :

op,g) —oc(p—Lg+1) — (0, —8)o(p— 1,9

- Bp—lo-(p_zaq) +Bq0'(l’_ lsq_ 1)
g=p..2N—p+1

5 + o(p —1,p) o(p,p + 1)

4 P o(p—1Lp-—1) o(p, p)
B, «o(p,pfolp—Lp—1).
4.8
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L’algorithme d’approximation de Gauss-Galerkin, pour Péquation de
Fokker-Planck, s’écrit donc :

Données -

* &, ﬁp (p=0..2N -2
* =P, ®,> (p=0..2N —1).

Incrémentations -

pour k = 0... K faire :

1. Calcul de {a,,B,;p=0..N — 1} a partir de {8, B,; p =
0..2N -2} et {m;p=0..2N — 1}, avec lalgorithme
(4.8).

2. Calcul des valeurs propres et vecteurs propres orthonormés de
Jy définie en (4.5).

3. Calcul de {a}, xi;i=1..N} par (4.6).

N
K 40, = Y A (% 4 (s — ) LA} (D (= 02N — 1)

4.1.b. Equation du filtrage non linéaire
Pour le probléme de filtrage non linéaire, on doit résoudre numériquement
une équation de la forme (cf. (3.3) et (3.7)) :

t

4.10) (v, %> = (po T, +j (veu®, > ds +

0
N [t/A] < VZ—, (f('a yq) - l) ﬁl’>
D TN RER D

our, = gA(q = 1... Q) désignent les instants d’observation, A := T/Q pour
Q € N donné.
La discrétisation de (4.10) se réduit donc a la discrétisation de I'inté-

grale J( vy, &, > ds. Soit 0 = 1, < t; < - < tg = T une grille de discréti-

sation en temps contenant les instants d’observation { r, }. L’équation (4.10),
aprés discrétisation a I'aide du schéma d’Euler, s’écrit :

(%> = (o By > (p=0..2N — 1)
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pourk =1..K:

AV > =V Ry + (e — ) LR,Y (p=0..2N — 1)

si fe¢{rsg=1.0}:v=vl

“4.11) si dge{l,..,Q} tlque £ =r,:
Vs fy) D

Wy = S
e = N T

(p=0..2N —1).

L’algorithme complet est alors équivalent a celui présenté pour I'’équation
de Fokker-Planck.

En pratique, la base { &, } de Il,y_; utilisée est celle des polyndmes
d’Hermite. Pour le calcul des valeurs propres de Jy nous avons utilisé une
variante de I'algorithme QL pour les matrices symétriques et tridiagonales ;
le programme complet se trouve dans Garbow et al. [5]. [

4.2. Exemple

Dans cette section nous présentons un exemple d’application de la méthode
de Gauss-Galerkin en filtrage non linéaire. Les calculs ont été faits sur un
ordinateur VAX 730 en FORTRAN 77 double précision.

La méthode d’approximation appliquée a I'équation de Fokker-Planck
sur des exemples non linéaires a donné de bons résultats jusqua N = 10
(N : nombre de points de Gauss). Au-deld on se heurte a des problémes de
mauvais conditionnement.

Pour le probieme de filtrage, nous avons d’abord tcsté la méthode sur des
exemples linéaires. Nous avons comparé les résultats obtenus a ceux donnés
par un filtre de Kalman-Bucy. La aussi nous avons obtenu de bons résultats,
méme avec tres peu de points de Gauss (N = 3 ou 4).

Nous présentons mainteénant un exemple numérique; considérons le
probléme de filtrage non linéaire :

dX,= — BX,dt +./2BodW,, X,~ N(0,0?)
dy,=bexp(jX)dt +rdv, Yo=0

(4.12)

0 =t = T. Le processus de Wiener standard { V, } et 'observation { Y, }
sont a valeurs dans le plan complexe (j2 = — 1); { W, } est un processus
de Wiener standard réel indépendant de { V, }; X, est indépendant de { W, }
et{V,}

Soit v, la loi conditionnelle de X, sachant %, = o { Y,;s < t}. Nous
avons mis en oeuvre trois méthodes d’approximation de v, :
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(AGG) Approximation de Gauss-Galerkin : v, est approchée par une loi v}

N

de la forme v} = Y & 8(x!) (N : nombre de points de Gauss).
=1

Le calcul de v} a été présenté dans la Section 4.1.b. [

(DF)  Différences Finies : nous utilisons un schéma aux différences finies
en espace, afin de résoudre numériquement I'équation de Zakai
pour la densité conditionnelle non normalisée de v,. v, est ainsi
approchée par une loi v} de la forme vZ(dx) = p(t, x) dx (pour les
détails de cette méthode cf. Le Gland [8]). O

(FKE) Filtre de Kalman Etendu : v, est approchée par une loi gaussienne
v} = N(X2, 0%(1)), X} et Q3(¢) sont les sorties du filtre de Kalman
¢tendu associé a (4.12). [

Remarques 4.1 :

1. Ces trois méthodes sont en fait mises en oeuvre aprés discrétisation
en temps du systeme (4.12).

2. La condition initiale X,, ainsi que les processus de Wiener (en temps
discret : les bruits blancs gaussiens) { W, } et { ¥, } ont été simulés sur ordi-
nateur.

3. La méthode (DF) est utilisée comme méthode de référence : nous allons
comparer les moments conditionnels calculés par (AGG) avec ceux calculés
par (DF). Cependant (DF) présente 'inconvénient de ne pouvoir étre appliquée
de maniére simple dans le cas ot le support de la loi v, ne reste pas (lorsque ¢
varie) dans un domaine borné et fixe de R. En effet dans (DF) la densité condi-
tionnelle p(z, x) est calculée sur un domaine [— M, M] fixé a I'avance. []

Au vu des exemples numériques (dont deux sont présentés en fin de section)
on peut faire plusieurs constatations :

(i) Les estimateurs X} := ¢ vi, x ) (i = 1, 2, 3) de X,, donnés par les trois
méthodes, sont équivalents (cf. exemple 4.2, fig. 1). En revanche, contraire-
ment a (AGG), (FKE) donne une mauvaise estimation de la variance condition-
nelle Q() == { v,, x* > — { v, x »* (cf. exemple 4.2, fig. 2).

(i) (AGG) suit correctement I’évolution des moments conditionnels (pour
Iexemple 4.2, les 14 premiers moments sont estimés de maniére satisfaisante).

(iiiy Méme pour un faible nombre de points de Gauss (N = 2 dans
lexemple 4.3), (AGG) donne des résultats significatifs (cf. exemple 4.2,
fig.5). O
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Exemple 4.2 : Nombre de points de Gauss : N = 10.

Instant final : T = 10.
Pas d’incrémentation : At = 0,01
Coefficients : B=o=b=1r=05
A
-4
X REEL
(AGG)
4
-4
X _REEL
(OF)
4
-4

X REEL
(FKE)

Figure 1. — Comparaison de X (X REEL)
et des estimateurs X; := (v, x> (i =1,2,3).
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3
0
(DF)
(AGG)
3
0
(DF)
(FKE)

Figure 2. — Variances conditionnelles Q'(7) := { vi, x> > — (vl x > {i = 1, 2, 3).
Comparaisons (DF)-(AGG) et (DF)-(FKE).

4000
-2500
(DF)
(AGG)
4000
"4 M
-2500
(DF)
(FKE)

Figure 3. — Moments conditionnelles d’ordre 9 : { v}, x° > (i = 1, 2, 3).
Comparaisons (DF)-(AGG) et (DF)-(FKE).
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15000

15000

(DF)
(FKE)

Figure 4. — Moments conditionnels d’ordre 10 : { v}, x'° ) (i = 1, 2, 3).
Comparaisons (DF)-(AGG) et (DF)-(FKE). [

Exemple 4.3 : Nombre de points de Gauss : N = 2.

Instant final : T = 10.
Pas d’incrémentation : At = 0,01
Coefficients : B=o=b=r=1

-4
— (DF)
— (AGG)
4
-4
e (OF )
~— (FKE)

Figure 5. — Moments conditionnels d’ordre 3 : { v}, x> > (i = 1, 2, 3).
Comparaisons (DF)-(AGG) et (DF)-(FKE).
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