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EXEMPLES DE FORMULES
DE QUADRATURE NUMERIQUE A NOMBRE MINIMAL DE NOEUDS
SUR DES DOMAINES A DOUBLE SYMETRIE AXIALE (*)

par J. L. Gout (*) et A. Guessas (1)

Commumqué par P G CIARLET

Résume — Le but de ce travail est de montrer U'existence de formules de quadrature numérique

a nombre mmimal de noeuds, exactes sur des espaces Q, de polyndmes, les domaines et les fonctions
nmflr roncidéréc ndmettant dec nrnm-wrpv de cvmetrie nnr rannovt auv douvy avec do ranvdanvdoe

Les resultats obtenus font I’ objet d’exemples numériques

Abstract — The object of this paper consists i proving the existence of numerical quadrature
Sformulas with mpumal number of nodes, which are exact on polynomial spaces Q, we consider
domains and weight functions which have symmetric properties with respect to the axes of coor-
dinates

Computational results are presented

Ce travail a pour but de démontrer I'existence de formules de quadrature
numeérique & nombre mmmal de noeuds, exactes sur des espaces Q, de poly-
nomes, sur des domaines de R? admettant pour axes de symétrie les deux axes
de coordonnées (repére orthonormé), prolongeant en cela les résultats obtenus
dans [4] pour des domaines admettant généralement des symétries supplé-
mentaires (par rapport aux bissectrices des axes). De méme les fonctions
poids intervenant dans ces formules possédent des propriétés de symétrie
analogues a celles des domaines.

Les méthodes utilisées s’inspirent de celles employées par H. J. Schmid [8]
dans le cadre des espaces P,. Par ailleurs, signalons également sur des pro-
blémes de méme type, des travaux de R. Franke [2], A. H. Stroud [9],
C. B. Huelsman [6], Piessens and Haegemans [7], Gout-Guessab [4], Guessab [5].

(*) Regu en mars 1985

(*) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Pau et des Pays de  Adour, Avenue
Louis-Sallenave, 64000 Pau
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288 J. L. GOUT, A. GUESSAB

D’autre part, un certain nombre d’exemples numériques illustrent les pro-
priétés obtenues.

Dans tout ce qui suit les formules de quadrature numérique recherchées
et 'erreur d’intégration Ey correspondante sont de la forme :

N
I(f) = j W(x) f(x) dx ~ :Zl 4, f(X),

N M
El(f) = I(f) — =Z1 4, f(X)

ou K est un compact sur R”, a frontiére de mesure nulle, la fonction poids W
et f appartiennent a C°(K), 4, et X, 1 < i < N désignant respectivement
les coefficients et les noeuds d’intégration.

1. NOTATIONS. RAPPELS

Rappelons tout d’abord quelques notations.
Pour tout o = (o, %y, -.., &,) € N” on définit les polyndmes ¢, par

P x) = XP XF X2 ou X = (X, Xy, ooy X) -

Pour tout x € R, [x] désigne la partie enti¢re de x.

Pour tout ensemble A4 et tout ensemble B, B = A4 on désigne par 4/B l'en-
semble complémentaire de B par rapport a A.

Pour tout n € N* et pour toutk € N on désigne par L, , et W, , les ensembles
définis par

L, ={a=(y,...,0)eN", a

Wn,k = Ln,k/Ln.k—l s Vk € N* s

<k, 1<i<n},

et par N(k, n) l'entier tel que
Nk, n) =(k + 1)".

Supposant que K est un compact de R” a frontiére de mesure nulle avec
mes K > 0, W est > 0 sur K et non identiquement nulle, pour tout k € N*,
on note E, l'ensemble des polyndmes de Q,(K)/Q,_ ,(K) orthogonaux a

Q- 1(K) :
ie. VpeE,, Vqe0,_(K) J W(x) p(x) g(x)dx = 0.
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FORMULES DE QUADRATURE 289

On a donc
dmE, =k + 1)' — k",

et on vérifie aisément qu’il existe une base B, de E, de la forme

Bk = { bz: bg = (pa + Z Au,[} (pﬁa o€ Wn'k } . (2)
BeLnk-1
On dira qu'une formule de type (1) est de précision k si elle est exacte sur
Q(K) (i.e. Ex(f) = 0 pour tout f € Qu(K)).
Indiquons quelques résultats donnés dans Gout-Guessab [4] et Guessab [I]
et faisant suite a ceux de Schmid [8] obtenus dans le cas des espaces P,.

PROPOSITION 1 : Si une formule de quadrature de précision k posséde r noeuds
distincts, 1 < r < N(k, n), alors ses r noeuds sont les zéros d’un polynéme
appartenant d Q,(K)/Q,,_ (K) avec 0 < m < k. De plus ce polynéme est ortho-
gonal a Q,_,.(K).

K. - ebsnan e f D it 1 ~ pe
Dé&monstration © of Proposition 1 CGout Cuessab 41

PROPOSITION 2 :

2

—

(1) Une formule de quadrature de précision k admet au minimum N <[ ]f—,, n)

noeuds.

(ii) On suppose donnée une formule de quadrature de précisionk a N <[§], n>
noeuds. Alors I'ensemble de ses noeuds est Qu 2 «xy-unisolvant et ses coefficients

d’intégration sont strictement positifs.
Démonstration : cf. Proposition 2 et Proposition 3 Gout-Guessab [4].
Considérons maintenant les polyndmes HY (orthogonaux a Q,_,(K)) par

HF = bf + Yo Yepbht, aeW,,, Y.p€R (3)

BeWnx-1

ou les polyndmes bf sont définis par (2).
On peut alors montrer cf. [4] le résultat fondamental suivant :

THEOREME 1 : Il existe une formule de quadrature numérique de précision m
m

telle que le nombre de noeuds soit minimal (égal aN [5], n> Si et seulement si :

— pour m = 2k — 2, les nombres réels v,y des relations (3) sont fixés
de telle fagon que les polyndmes HY, o€ W, aient k" zéros réels communs
distincts
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290 J. L. GOUT, A. GUESSAB

et si

— pour m = 2k — 1, les polynémes bk, o.€ W, ont k" zéros réels communs
distincts.

Démonstration : Cf. démonstration théoréme 2 Gout-Guessab [4].

Rappelons enfin le résultat important obtenu dans R?, cf. Gout-Guessab [4].

THEOREME 2 : On suppose donnés les polynomes H,, 0 < j < 2 k, appartenant
d Qi (K)/Qi-1(K), orthogonaux d Q(K)/Q,-,(K)

g Hy= 3y + 0y, 0<j<k

4)
HJ:xJ_(k+1)yl‘+Qk_1,J k+1<]<2k

ou les polynomes Q,_, , appartiennent @ Q,_,(K).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Les polynémes H,, 0 < j < 2k ont k* zéros réels communs distincts.

(1) Il wexiste pas de polynéme Q appartenant d Q,_,(K), non identiquement
nul, sannulant en tous les zéros réels communs distincts des polynomes H,
0</j<2k

Il existe des constantes réelles B, , vérifiant

2k
yH,_, —H =Y B ,H, 1

<j<k
v=0
2k
(iii) xH,_, — H, = ZO B H, k+2<j<2k 5)

2k

xH, — H, = Z B,, H,
v=0
(iv) L’idéal (Hy, Hy, ..., Hy,) de Q(R") engendré par les polynomes H,,
0<j< 2k est tel que
(Ho, Hy, ..., Hy) N Qg y(K) = {0} .

Démonstration : Cf. théoréme 3 Gout-Guessab [4].

2. APPLICATIONS DANS R? SUR DES DOMAINES A SIMPLE OU DOUBLE SYMETRIE
AXIALE

Dans tout ce paragraphe K est un compact de R? a frontiére de mesure
nulle et W une fonction appartenant & C°(K), positive et non identiquement
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nulle sur K. De plus K et W vérifient la condition (dite de symétrie « biaxiale »)

Vix, ek, (£x, £yeK, W(tx +y = Wky). (6)

Remarque 1 : On montrera ci-apres (cf. remarque 10) que 'on ne peut en
général prolonger ces résultats au cas ou K et W ne satisfont qu’a une seule
condition de symétrie axiale. []

D’autre part, pour toute fonction ¢, (a€ L, ;) définie au § 1 on définit,
compte tenu de (1), l'intégrale I, par

I, = I(o,) .
Remarque 2 : K et W vérifiant (6) il vient

Y(ay, a)€ Ly, , o ouo, impair, I, =0.

De méme (cf. Huelsman [6]) pour tout e € L, , on a

13001 +92),0 = 124;,24, CLEN EENETAL 1y, o0 F LIy, 4 -

On démontre alors, d partir des relations (2), la
ProrosITION 3 : Soient K et W vérifiant (6). Alors :

(i) Les polynémes b, = x, b, = xy, b, = y forment une base de I’espace
vectoriel des polynémes appartenant a Q,(K)/Qy(K)w {0} et orthogonaux
a Qo(K).

I L L
(ii) Les polynémesb, = x* — Tz’—o,bl =x?y— #y, b, = x?y* — #,
0,0 0,2 0,0
1 I
by = y* — —0’—2‘, by =3*x — iz—)c, forment une base de I'espace vectoriel
Io,0 L,

des polynomes appartenant a (Q,(K)/Q(K)) v {0} et orthogonaux a Q,(K).

I
(iii) Les polynomes by = x* + of,y* x + of o x, by = x* y — 72 xy,

2,2
Iy
by=xp" +,y*x +ol,x, b3=x3y3———1’ xy,
2,2
Ir4
by =1 +050x%y + 05, ¥, b5=xy3——1’ Xy,
2,2

54
[

2.3 6 .2 6
X"y oy XNy + %o Y
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avec
o _Dhalio— Lisho o _ L2, —Dhalsy
A A S S A A
2,4 £2,0 2,2 2,4 £2,0 2,2
s Lo bL,—Loho 5, DLolia— Dl
M=, o e T T T
2,0 £2,4 2,2 2,0 £2,4 2,2
4 _ IZ,Z 10,4 - 12,4 10,2 4 _ 12,2 12,4 - I4,2 10,4
T T L, -, T T I, 2
4,2 0,2 2,2 4,2 40,2 2,2
6 _DLaobha—Iislia 6  laalss—Iislh,
Cor =T Y T T T
4,2 40,2 2,2 4,2 £0,2 2,2

forment une base de I'espace vectoriel des polynémes appartenant d (Q5(K)/
Q,(K)) U {0} et orthogonaux d Q,(K).
De méme on obtient la

PROPOSITION 4 : Soient K un compact de R?* a frontiére de mesure nulle et W
une fonction appartenant d C°(K), positive et non identiquement nulle sur K
vérifiant les conditions -

Vix, peK, (xxy)eK e W(txy=Wky.

(i) Les polynomes by = x, by = xy, b, = y — I, forment une base de
Pespace vectoriel des polynomes appartenant a (Q(K)/Qy(K))w {0}, et
orthogonaux a Q(K).

(i) Les polynomes by = x> + o,y + 30, by = y* + a5, ¥ + g0,
b, = x*y* + 0‘(2),1y + 0‘?),0: by = x*y + 0‘3,1)’ + O‘g,o,

b, = xy* +afox + af,xy, avec

a() _ IO,O 12,1 B 10,1 12,0 o _ 10,2 12,0 - 12,1 IO,I
0,1 — 2 > 0,0 — 2 s
10,1 - 10,2 IO,O 10,1 - 10,2 IO,O
2
Cxl _ 10,0 10,3 - 10,1 10,2 CXl _ 10,2 B 10,1 10,3
0,1 — 2 s 0,0 = 2 B
10,1 - IO,O 10,2 10,1 - IO,O 10,2
(XZ _ 10,0 12,3 - 10,1 12,2 2 10,2 12,2 B 10,1 12,3
0,1 — 2 H 0,0 — 2 s
10,1 - IO,O 10,2 IO,I - 10,0 10,2
st _ IO,O 12,2 - 12,1 10,1 a:; _ IO,Z IZ,I _ IZ,Z 10,1
0,1 — 2 s 0,0 — 2 >
IO,l - 10,2 IO,O 10,1 - IO,Z IO,O
2
(l4 _ 12,1 12,3 B 12,2 {X4 . 12,1 12,2 - 12,0 12,3
1,0 — 2 1,1 — 2 >
12,0 12,2 - 12,1 IZ,O 12,2 - 12,1
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forment une base de Iespace vectoriel des polynémes appartenant a (Q,(K)/
Q.(K) u {0} et orthogonaux d Q,(K).

A partir de ces résultats on peut construire des formules de quadrature a
nombre de noeuds minimal.
On a ainsi le

THEOREME 3 : Soient K un compact de R? et W une fonction positive et conti-

I I

nue sur K, vérifiant (6). On suppose que A = # — —IZQ > 0. Alors il existe
0,2 0,0

une formule de quadrature exacte sur Q,(K) d nombre minimal de noeuds, de

la forme :

I(f) ~ A [ f(x0, — py) + f(— x1, Y1) + Ao f(x2, ¥2) + (= x5, — 12)]

avec
Ly J4 L)\ ~ =1
s = (e )va -]}
-l
S S R 5 Vi N = N R/
yl { 0,0 * 2,2 2 +12,O \/ f
1/2
x2={ﬁ+£[l+—zﬁ>ﬂ+\/ﬂ} ;
0,0 2 2,0 J
10 2 IO 2 \/— [( 12 2) ]}1/2
=92 L 702V (] 4 222
y2 { 0,0+122 2 +IZ,0 \/Z—{_\/A

LoV I
A =A<1+—2‘—2> + 422,

X2 V2 _ X1 )1

Ioo
A, =20, 272 -t
! 2 x Yyt xap, 2 X1 Y1+ X3 )2

Démonstration : Le résultat se déduit de 'application du théoréme 1, compte
tenu du théoreme 2 et de la proposition 3 (ii).

En effet, & partir des relations (3), les polynémes b;, 0 < j < 4 ¢étant définis
comme dans la proposition 3 (ii), il vient :

Hiy=Dbj+¥jox +v;1xy +7;,y, 0<j<4.

On écrit alors que les polynémes H; vérifient les conditions (5), ce qui
conduit 2 un systéme non lin€aire aux inconnues v, 0 < j < 4,0< /<2,
qui admet la solution particuliere suivante

vol. 20, n° 2, 1986



294 J. L. GOUT, A. GUESSAB
. T _ L, —~ . I, ~
Yo,1 = Ya,2 "\/A: 71,0“—1 \/A, VER =1 \/A
2,0 2,2

I _
Y2,1 = (1 + ﬁ)JA > Yo,0 = Yo,2 = Y1,2 = Y2,0 = Y22 = V3,0

= Y3,2 = Ya,0 = Yau1 = 0.

Ainsi les relations (4) deviennent

1 — I I _
H0=X2—ﬂ+\//1xy’ lexzy_iz_y+£\/Ax’
IO,O 10,2 IZ,O
I I — I — I
szxzyz__zﬁ+<1+ﬁ)\/,1xy’ Hszyz_ﬂ\/Axy_ﬁ
IO,O 12,0 12,2 IO,O

I
H4=y2x——1§%x+ Ay.

Enfin on vérifie que (x;, — y;), (— x5, ¥1), (X2, ¥2), (— X3, — y,) sont des

zéros réels communs, distincts deux a deux, aux polyndmes H;, 0 < j < 4,
d’ou le résultat en appliquant le théoréeme 1. [

THEOREME 4 : Soient K un compact de R* et W une fonction positive et
continue sur K, vérifiant (6). On suppose de plus que

Alors il existe une formule de quadrature exacte dans Q,(K) a nombre minimal
de noeuds, de la forme :

I(f) ~ A [ fCey, — y) + f(— Xy, y1)] + AL f(x2, 2) + f(— X3, — )]

PR TV

P T
2= {I— Y5 A&—— )JTA‘ +¢,§] }’

{7 ey 2|(22- )= +va)}”
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ou

L, 2 I 1 X
A=—A(——1> +422 0 4 00 T2)2
2 3y +x0,

4, oo Xy
2 2 X3yt X9

Démonstration : On reprend le schéma de démonstration du théoréme 3.
Le systéme non linéaire aux inconnues y;,, 0 < j < 4,0 < / < 2 admet dans
ce cas la solution particulicre

o I -
Yoa = — Va2 =\/— A, ¥, = _12’2\/— A,
2,0

1 I
'Y3,1=“%2‘ —A,Yz,1=<%— )\/_A
2,2 2,0

Yoo = Y02 = Y1,1 = Y1,2 = Y2,0 = Y2.2 = ¥3,0 = Y32 = Ya,0 = Ya.1 = 0.

0,0
T
H o =xy-F2y+ 72 /- 4x,
2 2,0
2.2 2,2 12,2 D
H, = x"y* + +———1\/—Axy,
IO,O IZ,O
I 1
H, =y? — %2 _ %2 /  gxy,
3 IO,O 122\/ Y
I —
Hy=xyp - B2, T,
12,0

et on vérifie que (x;, — 1), (— Xy, ¥1), (X3, ¥2), (— x,, — y,) sont des racines
réelles communes aux polyndémes H;, 0 < j < 4. [

Remarque 3 : Les résultats des théorémes 3 et 4 sont & rapprocher de ceux
obtenus dans le cas ou K et W vérifient des propriétés de symétrie supplémen-
taires a celles indiquées ici dans les relations (6) et qui ont été donnés dans
Gout-Guessab [4] et Guessab [5], les méthodes utilisées s’inspirant de celles de
Schmid [8] dans le cadre des espaces P,. [

Remarque 4 : Les formules de quadrature numérique introduites dans les
théorémes 3 et 4 sont également exactes dans P;(K) (cela se vérifie immédiate-
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296 J. L. GOUT, A. GUESSAB

ment vu les conditions (6)) : ces formules sont & nombre minimal de noeuds
puisqu’il n’existe pas de formule exacte dans P;(K) a 3 noeuds pour un compact
et une fonction poids vérifiant (6). [

On a également le

THEOREME 5 : Soient K un compact de R* et W une fonction positive et continue
sur K, vérifiant (6). On suppose que A = —= — —= = 0.

Alors pour tout (a, b) € R?, il existe une formule de quadrature exacte dans
0,(K) de la forme :

I(f) ~ Ay f(xp,31) + Ay f(x1, — ¥2) + A3 f(— X2, ¥1) + Ay f(— X35 — ¥3)

avec

VLS R L S N T

X X =a s
1 2 IO,O
et
N N/
n=YTg—, =y, N =B Al
I, x, Iy, x, Iy, x; Iy, x

A =22 2 4, = 02 20 40 02 1 4 =02 L
P/AN Y T AN Y T AN T T AN e

Démonstration : Le systtme non lin€aire aux inconnues v;,, 0 < j < 4,
0 < I < 2 obtenu a partir des conditions (5) admet la solution particuli¢re
suivante :

I
Yo,0 = Y1,1 = & Y32 =Ya,1 = b, Y20 = ﬁa, Y2,2 = TZfba Y21 = —ab

Yo.1 = Yo0.2 =Y1,0 = V1,2 = ¥3,0 = V3,1 = Y4,0 = V4,2 = 0.

Les relations (4) deviennent alors

I L
H0=x2+ax—#, H1=x2y—#y+axy,
0,0 0,2
I L I
H, = x*y* — 22 4 224x — abxy + 22 by,
10,0 IZ,O 10,2

I I
H3=y2—ﬁ+by, H4=y2x—#x+bxy,
s 2,0

et on vérifie que (x;, y,), (— x5, ¥1), (X1, — ¥5), (— x,, — ¥,) sont des racines
réelles communes aux polyndmes H;, 0 < i < 4.
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Les expressions de 4,, 4,, A, A, sont obtenues en résolvant le systéme
(nécessairement compatible d’apres la proposition 2)
Ino= A, + 4, + A3 + A,
0 =(4; +4)x, —(4; + 4) X,
0 =(4y +43)y; — 4y + 4) »2
Ly =(4; + 4y) x] + (43 + 4) X3
Ips = (4; + A3) yi + (4 + 44) ¥;
L, = (4, xi + Ay x3) i+ 4, x% + Ay X3) ¥3
0 =4,x,y1 —4ox1 Y, — A3 Xy y1 + Aa X2 Y
0 =(4,x1 +4;3x3)p; — (4, x% + Ay X3) ¥,
0 =(A1y§+A2y§)x1—(A3yf+A4y§)x2. O

De fagon analogue on a la

Proposition 5 : Soient K un compact de R* et W une fonction positive continue

sur K, vérifiant (6). Alors on a les résultats suivants
. . Iz,z [2,0 . .
(i) SiAd = S 0, il existe une formule de quadrature, exacte dans
0,2 0,0

04(K), de la forme

Lo
Iy ~ [/ R) + f(=r,— R) + f(= 1, R) + fr, = R)]

avec
2 12, 2 10,2
=22 R2 22
Io,o Io,o

o

. 12 2 12 0

) Sid=-—=""="——"%0.
( ) 10,2 IO,O

e il Wexiste pas de formule de quadrature exacte sur Q(K) d 4 noeuds

o il existe une formule de quadrature exacte sur Q5(K) a 5 noeuds de la forme
I(f) ~ 4, f(0,0) + A,[f(— 1, — R) + f(r, R) + f(— 1, R) + f(r, — R)]

avec

- IO,O 12,2 - IZ,O IO,Z — l 12,0 10,2
1 12,2 ] 2 4 12’2 s

e (ﬁ)lﬂ, R (ﬁ)lﬂl
10,2 12.0
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298 J. L. GOUT, A. GUESSAB

Démonstration

(1) 11 suffit d'utiliser les résultats du théoréme 1 et de la proposition 3.

(i1) Si 4 # 0, les polynémes b;, 0 < i < 4, de la proposition 3 (ii), n’ont pas
4 zéros réels communs d’ol la non-existence d’une formule de quadrature
exacte sur Q3(K) a 4 noeuds (cf. proposition 4 de Gout-Guessab [4]).

Pour la démonstration de I'existence d’une formule de quadrature a 5 noeuds,
exacte sur Q5(K), on renvoie a Guessab [5] (proposition 5.2.7). [J

Prolongeant le résultat précédent, on obtient le

COROLLAIRE 1 : Soient K un compact de R* et W |, W , deux fonctions continues
sur K, verifiant (6). On suppose que :

4 = LWy 1 o(Wy) _

= _ _ _ Iz,z(Wz) Iz,o(Wz) .
Io,z(W1) IO,()(Wl)

T L, (Wy) Lo (W)

0.

0,

Si de plus
L ,(Wy) 1o o(W3) + 1 ,(Wy) Ih o(Wy) =

= 10,2(W2) Iz,o(W1) + I (W)y) Iz,o(Wz) @)
il existe une formule de quadrature exacte dans Q;(K), de la forme :

1) ~ 20 10 oS gy 4 = r = R) 4+ 10— B) + (= 1 R)]

avec

2 _ I (W) + I, (W)
Lo o(W1) + I o(W5)’

Lo, (Wy) + I ,(W5)

R? = .
Iy o (W) + I o(W5)

Si la relation (7) West pas vérifiée, il Wexiste pas de formule de quadrature
exacte sur Q3(K), d 4 noeuds.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser les résultats de la proposition 5, relative-
ment a la fonction poids W = W, + W,. [

COROLLAIRE 2 : Soient K = [— 1, + 1]* et W(x,y) = 1 + x** y*¥ ou p et
qe N.

Sip =0 ouq =0, il existe une formule de quadrature exacte sur Q;(K), a
4 noeuds, et dont tous les coefficients sont positifs.

Sip e N* et g e N*, il wexiste pas de formule de quadrature d 4 noeuds exacte
sur Q5(K).

Démonstration : 11 suffit d’utiliser les résultats du corollaire 1, relativement
aux fonctions poids W,(x, y) = 1 et W,(x, y) = x?? y*4.
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En effet, on vérifie que A = Oet B = 0 et que la relation (7) est équivalente a
p.q =0, dou le résultat. [

Remarque 5 :

(i) Unexemple d’application du corollaire 2 est donné ci-apres exemple (3. 8).

(i) On On rappelle que pour p € N* et g € N* il existe une formule de qua-
drature exacte sur Q5(K), relativement & la fonction poids W, = 1 (respecti-
vement W,(x, y) = x?? y??) 4 nombre minimal de nceuds, soit 4 : il s’agit
des formules produits de Gauss-Legendre.

Par contre, relativement a la fonction poids W = W, + W,, il n’existe pas
de formule de quadrature exacte sur Q5(K) ayant 4 noeuds.

Remarque 6 : S1 A > 0, tous les coefficients de la formule de quadrature
définie dans la proposition 5 (ii) sont strictement positifs, ce qui n’est pas le cas si

A < 0, d’ou I'étude suivante.

PROPOSITION 6 : Soient K un compact de R? et W une fonction positive et

L I I
continue sur K, vérifiant (6). On suppose que A = 22 — 222 ~ 0,
L, Ioo
. . I
(i) Alors pour tout s € R vérifiant s* > IZ’O il existe une formule de quadrature

0,0
a coefficients positifs exacte dans Q(K) de la forme

1() ~ 44[f(5,0) + f(— 5,0)]
+ AZ[f(rs R) + f(— r, — R) + f(— F, R) + f(l‘, - R)]
avec

Lolo, — Ino Ly, 4 = (To,0 § — Iz,o) Iy,
2(10,2 s — Iz,z) ’ 2 4(10,2 s* — Iz,z)

2
_ 12, R? = Iy, s™ — L,
e A A
0,2 loos™ — Lo

A, =

N - U
ii) Alors pour tout s € R vérifiant s* > =22 il existe une formule de quadrature
p I q
0,0
a coefficients positifs exacte sur Q5(K) de la forme :

I(f) ~ 4,[ f(0, 5) + f(0, — s)]
+A2[f(’sR) + f(— F, — R) + f(_ i',R) + f(r’ - R)]
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avec
4 = Loz 130 — Too Iy, _ (Zo,0 s* — 1y2) 10
' 21,0 st — L) ’ 2 ULy s* — L)
R2 — I, . Lo s* — L,
= == rto= =
Iy, loos™ — I,
Démonstration :

(1) Laformule étant exacte sur Q;(K)et 12 des 16 équations étant immédiate-
ment vérifiées, il en résulte le systéme suivant, aux inconnues 4,, 4,, s, 7, R :

Ino =24, +44,
Lo=2A4,5 +44,7
Iy, =44, R?
I,, =44,r* R?
dont les solutions se calculent aisément en fonction de s, la positivité de 4,

et A, étant assurée par les conditions sur 4 et s.
(ii) Démonstration analogue a celle de (i). [

Remarque 7 : Les résultats de la proposition 6 ne sont pas optimaux quant
au nombre de noeuds d’intégration mais permettent dans le cas 4 < 0 d’obte-
nir des coefficients positifs.

Remarque 8 : On peut noter que si K = R> et si Iy o, 1, o, Iy 5, I, existent
alors les propositions 5 et 6 et les théorémes 3 et 4 sont encore vérifiés; des
exemples seront donnés ci-aprés. i

Enfin on obtient le

THEOREME 6 : Soient K un compact de R* et W une fonction positive continue
sur K, vérifiant (6). Alors on a les résultats suivants :

(W) Sil, 41,5 — I 4 I, , = 0, il existe une formule de quadrature exacte sur
Q5(K), a nombre minimal de noeuds, de la forme

I(f) ~ Aol f(0,0)] + A,[ f(r,0) + f(— r,0)] + 4,[f(0,R) + f(0, — R)] +
+ A3[f(5, ) + f(— s, — )+ f(— 5,0 + f(s, — )]

avec

Ag=1Ipo—2A, —24, —4 4,

1 142 1 124 1222
Ay == |Lo— 220, Ay=——|I,,—22L,|, A4,=-2%~
1 2 r4[: 4,0 12’4 2,2} 2 2R4|: 0,4 14,2 2,2 3 4 14,4
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1’2 _ 14,0 12,4 — 142 12,2 2 10,4 14,2 - 12,4 12,2
- 2 > - 2
I2,0 12,4 - 12,2 10,2 14,2 - 12,2
SZ _ 14,2 2 _ 12,4

=22 2 ==2
12,2 12,2

@) Si I, I, — L5 I, 4 # 0, il Wexiste pas de formule de quadrature
possédant 9 noeuds d’intégration exacte sur Q5(K).

Démonstration -

(1) On suppose que I, , I, , — I, 4 I, , = 0. On vérifie alors que les poly-
némes b;, 0 < i < 6 définis dans la proposition 3 (iii) ont pour zéros réels
communs les 9 points définis dans la formule de I'énoncé, les coefficients 4,,,
A, A,, A5 étant calculés en résolvant le systéme obtenu en écrivant que la
formule est exacte sur I'espace Qs(K) (systéme nécessairement compatible
d’aprés la proposition 2).

(i Dans le cas ou I, , I, , — I, 5 I, , # O, on vérifie que les polynémes
b, 0 < i< 6 nont pas 9 zéros réels communs et, d’apres la remarque 1 de
Gout-Guessab [4], le résultat suit. [

Comme dans le cas de la proposition 5, on peut prolonger les résultats du
théoréme 6 par le i

COROLLAIRE 3 : Soient K un compact de R* et W ;, W, deux fonctions positives
continues sur K, vérifiant (6). On suppose que

4= 12,4(W1) 14,2(W1) - 14,4(W1) 12,2(W1) =0
B = 12,4(W2) 14,2(W2) - 14,4(W2) 12,2(W2) =0.
Si de plus

L (W) 1 ,(Wy) + I ((W)) I, ,(W,) =

= 12,2(W2) 14,4(W1) + Iz,z(W1) 14,4(W2): ®
il existe une formule de quadrature exacte sur Q5(K), relativement a la fonction
poids W = W, + W,, de la forme définie dans le théoréme 6.

Si la condition (8) nest pas vérifiée, il Wexiste pas de formule de quadrature
exacte sur Qs(K) d 9 noeuds.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser les résultats du théoréme 6. [

Remarque 9 : Soient K =[— 1, + 1]%, W(x,») =1 + x* y*; soient
W, =1 et W,(x,y) = x>y

On vérifie que 4 = 0 et B = 0 mais, la relation (8) n’étant pas vérifiée, il
n’existe pas de formule exacte sur Q,(K) relativement 4 la fonction poids W.
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On rappelle que pour la fonction poids W, (resp. W) il existe une formule de
quadrature exacte sur Q5(K) a 9 noeuds (formule produit de Gauss-Legendre).

3. EXEMPLES

Exemple 3.1 :
K={(x)eR,0<a<|x|<b0<a<|y|l<b},W=1.

On vérifie que

4 4
Iy = 4(b2 - az)’ Lo=1,, = 5(174 - 614), L, = §(b6 - 06)-

*azOethI‘

Dans ce cas 4 = 0 : appliquant alors le théoréme 3 (ou le théoréme 4) on
obtient la formule de quadrature exacte sur Q;(K) (au lieu de se limiter & une
exactitude sur Q,(K) d’aprés les théorémes) :

1 1 1 1
1) ~ f(—= ——_> . f(— —_,—=> =
3 3.3
1 1 1 1
+f_—s_“ +f<_——_,——'—>a
3/ 3) V33
c’est-a-dire la formule produit de Gauss-Legendre, a priori exacte seulement
sur Q,(K).

1
¥ a = 5, b=1.
Danscecas 4 = — 1 . En appliquant le théoréme 4 on obtient la formule

15
de quadrature exacte sur Q,(K)

I(f) ~ % [0.7637, — 0.5) + f(— 0.7637,0.5) +
+ £(0.5,0.7637) + f(— 0.5, — 0.7637].
Exemple 3.2 : (cf. remarque 11)
K={(»eR,0<x*+y*<1},W(x,y)=x*+y)a>—1.
On vérifie que

SR S A AN | S A .
00 "y 10 T20 7T 02 5y +2) 227 §(a + 3)
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et donc que

o +4a+2
4o + 2) (o + 3)°

+ —1<0<2-2,420,

A:

En appliquant le théoréme 3 on obtient la formule de quadrature exacte dans

0,(K)
I(f) ~ AL fCe, — y0) + f(= x5, )] + A f(x2, 95) + f(— x5, — 2)]

avec
Aof_ ¥ +4a+2 3+142+0L+1
4o + 2)(a0 + 3)/ \4(a + 3) 2(ec + 3)°
Pour les valeurs de x,, y,, x,, y, on renvoie au théoréme 3.
Lecasa = — 0,5 est traité numériquement dans 'annexe 1.

*a>./2-24<0.

En appliquant le théoréme 4 on obtient la formule de quadrature exacte
dans Q,(K)

I(f) ~ Al[f(xls -y + f(— xl:h)] + AZ[f(x25 y2) + f(— x5, — yz)]
avec

o t+4a+2
T 4o+ 2) (o + 3)

Pour les valeurs de x,, y,, x,, ¥, on renvoie au théoréme 4.
Les cas o = 0 et o = 0,5 sont traités numériquement, respectivement dans
Iannexe 2 et 'annexe 3.

Exemple 3.3 :
K={(x,eR,pP<x*+y’<1}0<p<1l,W=1.

On vérifie que
11 L
Io,o = I1(1 — P2)> Iz,o =1y, = Z(I - PZ), 12,2 = ‘2‘4'(1 - Pz)

et donc que
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En appliquant le théoréme 4 on obtient la formule de quadrature exacte
dans Q,(K)

ICf) ~ A f(xy, — 1) + f(— x40, )] + AL f(x2, ¥2) + f(—= x5 — p2)]
avec

97

Le cas p = 0,5 est traité numériquement dans 'annexe 4.

Exemple 3.4 : (cf remarque 11)

{(x y) € R, —2 ;;—2 1,a®> — b = cz},
W(x,y) = [(x — ) + )y’ ]2 [(x + o +y*]712.

On vérifie que (b < a)

a+b I c?
IO,O = 2H L0g< P >, 12,0 = 7<ab + Tﬁlo’())’

11 c? I1/1 1 1
10,2 = 7 (ab —_ ﬁ IO,O> , 12’2 = —8- <§ ab® -+ Z cab — _S-ﬁ c* I°’0> .

Lecasa = 5,b = 4, ¢c = 3 est traité numériquement dans Pannexe 5.
En appliquant le théoréme 3 ou le théoréme 4 suivant les valeurs de a, b, ¢
on obtient une formule de quadrature exacte sur Q,(K).

Exemple 3.5 :
K=[-1+17 et W=1.

On vérifie que 4 = 0. Appliquant alors le théoréme 5 on retrouve la formule
de quadrature, exacte sur Q,(K), (et méme ici sur Q5(K)) dite de-Gauss-Radau
sia # 0etb # 0 et celle de Gauss-Legendre dans le cas a = b = 0 (les cons-
tantes « et b sont introduites dans le théoréme 5).

On peut également retrouver la méme formule, dans ce cas, en utilisant la
proposition 3.

Exemple 3.6 (voir ex. 3.3) : (¢f. remarque 11)
K={(xyeR,x*+y* <1}, W=+

*0L=\/§—2.
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Dans ce cas on vérifie que 4 = 0 et en appliquant la proposition 5 (i) on
obtient la formule de quadrature exacte sur Q;(K) a nombre minimal de

nocuds
/2 + 1
1) ~ (—f;——) LG + f(= 1 =1 + f(= 1,0 + £, = 7]

avec
r = 0,146406 a 10~° pres.
€ oL > ——l,oc#ﬁ—Z.

Dans ce cas on vérifie que A # 0. En appliquant la proposition 5 (ii) on
obtient une formule de quadrature exacte sur Q;(K) a 5 noeuds de la forme

o + 4o+ 2
N~ e+ @0 F
(::23)2 [f(=rn—=D+ .1+ f(=rn+ fr, =]
ou

1 (o + 2\
’—R—§<m) :

De plus pour — 1 < a <\/§ — 2, les coefficients sont strictement positifs.
Exemple 3.7 :
K=R? et W(xy) =e &,
Cet exemple est a rapprocher de la remarque 8. On a ici

Iy, =1I, 12,o=10,2=%, 12,22% dou A=0.

En appliquant la proposition 5 (i) on obtient la formule de quadrature a
nombre minimal de noeuds (soit 4), exacte sur Q;(K)

n~5|s <\/2 \/12) f("ﬁﬁ) ¥

1 1 1 1
-5
J2 U2 V22
Remarque 10 : On considére le triangle K de sommets (— 1, 0), (1, 0) et (0, 1)

et W =1.
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On obtient
1 1 1

10,0=1, Io,1=§a Iz,ozga Io,2=g>

1 1 1 1
12,1 = 30’ 12,2 = 90’ 10,3 ~ 10’ 12,3 310

Ainsi
4 1 1 4
0‘(1),1=—§, 01(1)():1—0, %0 = 37> 0‘?,12_7-

On vérifie que dans ce cas les polynémes b, et b, de la proposition 4 n’ont
pas 4 zéros réels communs distincts deux & deux et donc qu’il n’existe pas de
formule de quadrature a coefficients positifs et a nombre minimal de
nocuds. [

Exemple 3.8
K=[-1+1?%, Wy =1+ x>.

Dans ce cas particulier, on obtient la formule

S L0 RV
Sl B )

exacte sur Q5(K). Cest la formule produit de Gauss-Legendre.
Ce résultat’est a rapprocher de ceux du corollaire 2 avecicip = 1 etg = 0.
Exemple 3.9 :
K=[-1+1?*, wW=1.

On vérifie que I, 4 I, — I, 4 I, , = 0.
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Appliquant alors le théoréme 6 (ii) on obtient la formule de quadrature
a nombre minimal de noeuds exacte sur Q5(K)

I<f>~-§f‘1-f<o,0>+§‘13[f<\/§,0>+f<— \/§,O>+
+f( B)-e- )]
AN
/ /) \/’_\/gﬂ‘

Cette formule n’est autre que la formule produit de Gauss-Legendre. [

Remarque 11 : On vérifie sans difficulté que les résultats du paragraphe 2 se
prolongent au cas ou la fonction poids W est positive sur K (non identique-

ment nulle) et telle que J f(x) W(x) dx ait un sens pour toutes les fonctions f

considérées. C’est le cas dans les exemples 3.2,3.4 et 3.6. U

D’autres exemples numériques sont donnés ci-aprés en annexe ou le
domaine K, la fonction poids W et espace de polyndme P sur lequel la for-
mule est exacte sont respectivement :

K=[-1,+1?% W=1, P=Q,K) dans'annexe 6

2
K =[- 1,+1]2—]—%,%[, W =1, P=(Q,K) danslannexe 7

K = hexagone centré en 0, W =1, P = Q,(K) dans Pannexe 8

4
K={(xy,x*-1<y<1-x*}, W=1, P=Q,(K) danslannexel0.

2
K hexagone centré en 0, W = <E —x?— y2> , P=0Q,(K) dans I'annexe 9
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