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372 J. CEA
1. INTRODUCTION

Le probléme de la conception optimale d’une forme ou de I'identification
d’une forme existante peut &tre symbolisé de la maniére suivante :

Q = yo = JQ) = J(€, yo)
Inf j(QY)
Q

\

ou:

o Q est un ouvert de R" de frontiére I';

® y, décrit I'état d'un systéme : en général, y, est I'unique solution d'une
équation aux dérivées partielles posée dans Q:[’équation d’état; mais
dans certains cas y, est un ensemble de valeurs propres associées a un
opérateur d’équations aux dérivées partielles défini dans Q ;

e la fonction coiit J(Q, y) est de nature différente selon qu’il s’agisse de recher-
cher une forme optimale ou d’identifier une forme existante ;

e le probléme de minimisation Infj(Q2) est posé dans une classe donnée
d’ouverts.

Dans de nombreux cas pratiques, Q est défini a partir d’'un « vrai » paramétre u
si bien que le schéma devient :

U=y, = Yo, = JW) = jQ,) = JQ, yo,) -

Nous allons exposer une méthode qui permet d’obtenir rapidement une
dérivée directionnelle de j ou de J; cela se fera d’abord dans le cas discret :
on suppose qu’on a discrétisé les équations aux dérivées partielles et la fonction
coit a laide de, par exemple, la méthode des ¢léments finis. Ensuite nous
traiterons le cas continu et nous obtiendrons la dérivée directionnelle de j(Q2)
et enfin nous appliquerons ces résultats & quelques exemples significatifs;
dans le cas continu, il apparaitra clairement qu’il vaut mieux calculer une
dérivée directionnelle en toute généralité comme dans le n° 2 avant de prendre
en considération le fait que le domaine Q dépend en réalité d’'un paramétrage
particulier.

2. LE CAS DISCRET (Discrétisation par éléments finis)

2.1. Le probléme de conception optimale de formes discrétisé

Il se présente comme un probléme de contréle :
Equation d’état : on donne :
E:R"x R-> R
(%, y) > E(x, y)
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CONCEPTION OPTIMALE DE FORMES 373
et pour x donnée dans R™, on cherche y = y_ solution de :
E(x,y) = 0. 2.1

Ici, x représente ’ensemble des coordonnées des noeuds qui définissent la
géométrie, tandis que y représente 'ensemble des degrés de liberté du probléme.

Fonction cotit : on donne :
J:R"x RR>R
(6 )= J(x )

et on pose :
JiR*"-> R
) = IG5 ). @2
Le probléme qui nous intéresse est le suivant :
Inf j(x) . 2.3)

Habituellement, x est soumis a des contraintes, comme par exemple x € K,
convexe de R™ Ici il y a une spécificité importante :

— d’abord les coordonnées x des noeuds de la triangulation doivent décrire
une triangulation admissible, avec ce que cela comporte de contraintes non
classiques : position relative des noeuds, non écrasement des triangles, ...

— ensuite la solution du probléme discret doit représenter une approxi-
mation convenable de la solution du probléme continu; cela suppose, au
moins, que le pas de la triangulation n’est pas trés grand ; dans certains cas, il
faudra ajouter des nouveaux nceuds. Ainsi une méthode quelconque de
minimisation appliquée a ce probléme de contrdle peut conduire a des résultats
sans signification, la triangulation ou l'approximation n’étant pas conve-
nables; on s’efforcera 4 chaque modification de la triangulation de vérifier la
signification des résultats.

2.2. Le calcul du gradient de la fonction coiit

Nous allons employer ici une méthode trés rapide, basée sur la dualité,
pour accéder au gradient de j. Nous considérons I’équation d’état comme une
contrainte et nous introduisons le Lagrangien suivant :

L(x,y,p) = J(x,y) +p' E(x, ). 2.9
Nous supposons que y, p, E(x, y) sont des matrices colonnes a / €léments :
Z R xR xR - R
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374 J. CEA

on obtient alors rapidement les différentes équations et le gradient de j; en
effet :

Equation d’état (direct) : y est solution de :

L (xy.p=0 2.9
C'est-a-dire :

E'(x,y) =0 donc E(x,y)=0.

Equation d’état adjoint : p est solution de :

L%y p) =0 (2.6)
C’est-a-dire :
Jy(x% y) + P E(x, y,) =0 2.7
ou encore :
Efp=—JI. 2.7)

Fonction coit :
J&x) = J(x y) = L% ¥ P -
Dérivée de la fonction coiit; on a :
=2+ L)y, + Z,p; 2.8
mais avec (2.5) et (2.6) il vient :
h=Z,=J.+DPE. 2.9
Cela suppose bien entendu I’existence des dérivées y et p’ et une régularité
suffisante pour que la formule de dérivation de la fonction composée (2.8)
soit valable. Comme dans le cas continu, il est plus commode de travailler

avec des dérivées directionnelles, nous allons le faire ici aussi, trés briévement.
Rappelons les notations : en toute généralité :

F(4; 8) = tim FA+PB) = FC)
p—0

F), = lim Tazee ~ T4 Fa,
B p—0 p
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CONCEPTION OPTIMALE DE FORMES 375
Alors & partir de
ZL(x,y,p) = J(x, ) + (E(x, y), P)ai
il vient successivement
L xyp,0) =0 Yo (état direct)
ZL(xy,p,¥)=0 V¥ (état adjoint)
J’(X,x) = g;c(x’ yxapxa EC-) + g;(xa yxa Px, Y;,s)
+ g;;(x’ yx’ px s p:,c,:_c)
=LY% Ve Pr» X) = J(% Y5, X) + (ES(%, ¥) X, P
= (J" + E{ pyy Ngm
d’ou
J' =i+ PLE,

Retrouvons ce résultat par une meéthode classique, I’équation E(x,y) = 0
défimit implicitement une fonction x +— y_ etona

E.dx + E;dy =0
S1 E; est versible, on démontre (Théoréme des fonctions mmplicites) que
dy/dx existe (C'est une matrice [ X m) et est solution du systéme linéaire

dy

Eax

+E. =0

En désignant par x € R™ un ¢lément quelconque de R™, on a

J () x =Jg x+1%

L’élémination de dy/dx va se faire en multiphant ’avant-derniére équation a
gauche par p' et a droite par x, 1l vient par addition avec la dermiére équation

d
Jx =+ P E)x + Uy +p E) T x

S1 on choisit p solution de ’équation d’état adjoint
J,+p E; =0
il vient Pexpression cherchée pour ;'(x)
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376 J. CEA

2.3. Un exemple
On suppose que :
E(x,y) = A(x) y — B(x)
I’équation d’état est donc un systéme linéaire de [ équations a / inconnues :
A(x) y, = B(x). 2.10)

La fonction coiit est quadratique par rapport a y :

(CX) ¥, Vgt — (D(X), Y)ai (2.11)

N —

J(x, y) =

la matrice C est symétrique.
Dans ces conditions, le Lagrangien est défini par :

L6 3,8) = 5(C0) 3, Vs — (DG, Vs + (4C) ¥ — B, P
L’état adjoint par :

Ly X%y p; ¥) =0 V¥
ou :
(C(x) y, ¥) — (D), ¥) + (4(x) ¥, p) =0 V¥
ou !

A'(X) px = — (C(x) y, — D). 2.12)
La dérivée de j s’obtient par :
J(x3%) = LUK, Yoo P X)
Je; ) = 5 (C0xs By 1) — (DCx5 3, 7,) 2.13)
+ (A4'(x; %) y, — B'(x; X), ps)
on sait que :
J'(x %) = (Vi(x), X)am

I'identification du coefficient de X dans (2.13) conduit au gradient de j. Le
calcul de la dérivée de j au point x dans la direction x nécessite la connaissance
des dérivées de C, D, A, B en x dans la direction X.
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CONCEPTION OPTIMALE DE FORMES 377

Remarque 2.1 : Si les noeuds frontaliers sont fixes, la technique précédente
permet d’optimiser, dans un certain sens, la place des noeuds intérieurs, afin
que pour un type d’approximation choisi, la fonction coiit soit minimum par
rapport a la triangulation.

Remarque 2.2 : Le calcul de C’, D', A’, B’ peut étre coliteux en toute géné-
ralité; en fait, il suffira souvent de se limiter au calcul des dérivées par rapport
aux noeuds frontaliers; dans d’autres cas les coordonnées des noeuds sont
définies a partir d’un nombre restreint de « vrais » parameétres u par exemple;
alors x = x, etdans(2.13)il faut remplacer C'(x, X) par C)(x,, X, ) = C,(u; u)
et de méme pour D', 4’, B’; cela limitera les calculs; nous détaillerons cette
technique dans le cas continu.

2.4. Ecriture explicite d’une matrice A(x)

Nous allons expliciter la matrice A(x) associée aux opérateurs — A et I
(Identité) dans le cas des fonctions de 2 vanables; il s’agit donc de calculer
la matrice de rigidité K et lamatrice de masse M associées aux formes bilinéaires

Vu.Vo et Juv dx ; plus précisément nous allons faire le calcul des matrices

élémentaires K* et M " associées au triangle 7 ; le triangle T appartient a 'espace
réel de point générique x = (x,, x,) tandis que le triangle de référence T est
dans I'espace de référence de point générique X = (X, X,); x et X sont liés
par des relations du type :

NG  _
x; = x(X) = Zl x; N(X)

e (2.14)
X, = x,(X) = ;1 x5 N(X)

ot les N, sont les fonctions de formes (données) et les x* sont les-points (donnés)
qui définissent le triangle T (éventuellement curviligne); une fonction u définie
sur T est du type :

NI

= N
u(x) ,;1 u, N(x) 2.15)

x, X liés par (2.14)

Les N, sont les fonctions d’interpolation (données), les u, sont les degrés
de liberté de wu.

vol 20, n° 3, 1986



378 J. CEA
NI

Siv = ) v N,alors K*et M* sont définies par :
1=1

YK uv = J V. u(x). V. v(x) dx 2.16)

ZM:,J uv, = J‘ u(x) v(x) dx . @.17

Nous allons exprimer les intégrales par rapport aux éléments de référence;
une notation matricielle sera commode :

x] % XX
}1— . }2_ . }=(}1E2)= . .
RJIIG }glG )—CIIVG —26
N = (N, .. Nyo)
N N, aﬁne
: (5_X, 6Xl 1 1, 2
_ N,  ONyg
— — N;
VN =vN=( )= % X
N, Ny  ONyg
X, 0X,
N = (N, ... Nyp)
Uy
E =3
Uny
Dans ces conditions (2.14) et (2.15) deviennent :
x(X) = (x;(X), x,(X)) = N(X) X 2.18)
ou encore : L
x = Nx (2.18)
et:
ux) = NX)u 2.19)
ou encore :
u= Nu 2.19)
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On pose :
0x, 0x,
X, °X,
J = ox, ox, |- (2.20)
X, 0X,
Ce qui s’écrit avec les notations précédentes
J = VNx. (2.20)
Maintenant, si U(X) = u(x), xet X liés par (2. 14) alors
U _ ou 0x, | ou Ox,
0X, 0x,0X, ' 0x,0X,
U _ ou 0x, | Ou Ox
0X, 0x,0X, ' 0x,0X,
Cest-a-dire :
VxU = Jqu
ou

Vau =J VU,

(2.21)
Enfin, dans les changements de variables dans les intégrales, on aura :
dx = det.J dX 2.22)
qu'on notera aussi :
dx =|J|dX. 2.22)
Les formules (2.16) et (2.17) s’écrivent :

V' K'y =%J'—IGJQVXN(X3W;1(XWYN(J€)2)‘IHdX’(Zﬂﬁ

2:M'2=J (N(X) o)f (N(X) ) | J | dX .

2.29
Il nous faut exprimer J ~ ! en fonction des données; on a :

— (N - - Nix, Njx
J = VNx = (Nt) (xl xZ) =< 171 1 2>

2 N;x; Njx,
vol. 20, n° 3, 1986



380 J. CEA

detJ = Nj x;(Nj x;)" — Nj x3(N; x,)
= Ni x, x4 Njf — N x, xi N}
= Ni(x; x3 — x, xj) N'.

w

. - 2 "
Notation : Siw = (w,, w,) alors w = ( ) et dans ces conditions :
- w,
XX =X, X — X, X,
et: . .
detJ = N{xx* NJ = N{ x;(N; x,) (2.25)
On a maintenant :

e L (BB ST
|J| \— Njx; Nix,

Soit :

Fink (2.26)

On dispose maintenant des éléments nécessaires au calcul de K* et M* via
(2.23) et (2.24); cependant des intégrations dans T sont nécessaires, pour
cela nous allons introduire une formule de quadrature :

NQ
J F(X)dX ~ Y o, F(X¥).
T k=1

ou les points d’intégration X * et les poids o, sont donnés ; on posera :

N, = N(X%, Nj,=N;X9..J, =JX".
Ona donc:

VK u= j V'VN(X)YJ gt VN(X)u|J|dX
T
d’ou :

K‘=j VN'J"YJ 1VN|J|dX
T

JVN VNxx VN’VN
. |J|
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CONCEPTION OPTIMALE DE FORMES 381

et avec la formule de quadrature :

N0 VN!VN.xx VN, VN
KT — Z (Dk k— k_; — k k
k=1 N{, xx! N3

mais xx' = xx', d’ou finalement :

N¢  VN!VN,xx'VN!VN,

K= ) —— 2.27)
k=1 Ni,k xx' N;,k
on obtiendrait de méme :
NQ —_
M =) oNiN{ xx* N N,. (2.28)
k=1

Remarque 2.3 : On a obtenu des expressions explicites de K* et M* en
fonction des coordonnées des nocuds de la triangulation ; a partir de 1a on peut
calculer les dérivées de K* et M* par rappert a ces coordonnées.

Remarque 2.4 : Comme on vient de le voir sur un cas particulierement
simple, I'écriture explicite des matrices A(X), B(X), C(X), D(X) est assez
complexe; dans la dérivée j'(X; X) (¢f (2.13) on n’a besoin que de
A'(X; X), ... D(X; X).On peut y accéder via les différences finies, par exemple :

AX + LX) — AX)
7 )

Notons que si X ne prend en charge que des variations des  coordonnées d’'un
point i alors les coefficients des matrices A(X) et A(X + {X) sont les mémes
a l'exception de ceux qui font intervenir le point i.

A(X: X) ~

3. LE CAS CONTINU
Rappelons le schéma général :

Q = yo = J(Q) = J@, yo)

ou:

— Q est un ouvert de R" de frontiére I';

— g est la solution d’une équation d’Etat (souvent une équation aux dérivées
partielles) ;

— de plus, la fonction coilit J(Q, y) prend en charge le caractére contrdle
ou identification du probléme.
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382 J. CEA

Remarque 3.1 : Naturellement a Q on peut auss1 associer des valeurs propres
d’un opérateur donné, la fonction cofit peut aussi dépendre de ces valeurs
propres.

3.1. Variation de

Nous allons chercher la « dérivée de j(Q) par rapport & Q ». Pour cela il
faut faire varier Q; nous le ferons de la maniére suivante : soit Q donné de
point générique X, on transforme Q en Q, par la donnée d’une fonction & :

x=%X,1) xeQt=0 3.1
alors :
Q=K1

on suppose que pour ¢ = 0 x = X cest-a-dire que :
X =%(X,0 VXeQ

ou encore :
Q,=9Q
et:
F(,0 =1 dans Q.

Pour t assez voisin de O on a :

x = F(X,0) + tFYX,0) + ~

sil'on pose :
V(X) = #(X, 0)
ona:
x=X+tVX) + . 3.2

Dans la suite ¢ sera appelé le temps (fictif s’il y a déja un temps) et V le champ
des vitesses a I'instant ¢ = 0. Notons que la donnée d'un champ de vitesses
V(x, t) permet de construire & par :

d
= Xx(£) = Vixx(2), t
2 %x(0) = V(xx(), 1 .
xx(0) =X
et:
F(X, 1) = x4(0).

Notons que les transformations # (X, t) et X + tV(X) peuvent étre qualifiées
de tangentes & l'origine; J. P. Zolesio [85] a montré que 2 transformations
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tangentes engendrent les mémes résultats de denivation a I'origine, Cest la
raison pour laquelle dans les formules que nous allons obtenir, seul interviendra
le champ des vitesses V(X) a l'onigine

3.2. Conception optimale et champ de vitesses

Enntroduisant le temps ¢, on s’est ramené au schéma

Q, =y, =y, — ) = )Q) = I, y)

on peut alors chercher la dérivée

Jo =2 )

et plus particuliérement ].(0), en genéral, on trouvera un résultat du type

J(0) = LV) G 9

ou I(V) est une forme linéaire et continue en ¥, dans un espace convenable
cela pourra s’écrire en introduisant un produit scalaire < ., . )

J0) = L(V)= (G, V>

G apparait alors comme le gradient de j, alors que L(V) est la dérivée direction-
nelle de yen Q dans la direction V
Puisque

J@) = 40) + (V) +

s1 'on veut faire décroitre 7 (j(z) < j(0)) 1l faudra chosir V tel que I(V) < 0
L’obtention de la formule (3 4) permet de choisir V et donc de changer Q en
Q, t convenable, de fagon que j(z) < 7(0) [ou y(Q,) < J(Q)]

La formule (3 4) est donc essentielle pour créer des methodes de descente
dans ce probleme d’ optimisation ou la vanable est un domaine Q

3.3. Les 2 dérivées classiques

On donne Q = R" de frontiere I', on suppose construits les O, par la donnée
de # oude V, on suppose connue une fonction f définie dans un voisinage de

U Q.etde[0, T], onposef(x) = f(x, t) et
te[0,T]

1) = 1@ f) = j

Q

f(x, 1) dx B9
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384 J. CEA

et:

Jai) = 1@ f) = J fx, ) do. 3.9

re

Sous des hypothéses convenables, faisant intervenir la régularité de Q, %, f,
on démontre que :

WO = Do @ fi ) =[5 | s 0]
Q

t=0

= Jﬁ’(x, 0) dx +Jf(x, 0)V.ndo
o r
et:

10 =010 = [ 4] e
T, t=

(3.7
= J‘ft'(x, 0) do +J [%(x, 0) +fH] V.ndo
r T

ou la notation D, J(Q, f; V) rappelle qu’il s’agit d’'une dérivée directionnelle,
n est la normale unitaire extérieure a I', H la courbure moyenne sur la surface I,
X .Y désigne le produit scalaire des vecteurs X et Y de R".

Pour la démonstration de ces formules, ainsi que pour 'obtention de for-
mules équivalentes, ¢f. Murat-Simon [60] et aussi, Germain [38], Joseph [48],
Rousselet [76], Zolesio [89].

Si maintenant, on suppose que f est constante par rapport a ¢, ou si 'on ne
tient pas compte de la dépendance de f par rapport & Q,, on obtient des dérivées
partielles de j en Q dans la direction V :

00J (O[3 V) = J]’V.ndc (3.9
r

00) Q. 13 V) = J [% + Hf] V.ndo (3.9
r

3.4. Conception optimale et dérivation « rapide » par rapport au domaine
Equation d’état :
Yo€Y ag(y,p) = Lo(p) VpeP (3.10)
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CONCEPTION OPTIMALE DE FORMES 385

ou:
a3, ) = j A() p dx + j B(y) p do 3.11)
Q r
et:
Lﬂ(p)=ijdx+ijdo. (3.12)
Q r

Les espaces Y et P peuvent étre les mémes ou différents.

Fonction coiit :

JQ,y) = J E(y)dx + J F(y)do (3.13)
on posera : ? }
J€Q) = J(Q, yo) - (3.149

Bien entendu, des données peuvent intervenir dans 4, B, ..., F.
Le Lagrangien :

Equation détat (direct) - 1l est clair que la dérivée partielle de & par rapport
a p dans la direction ¢ vérifie :

0,22, y,p;9) =ag(y,0) — Lo(9) =0 VoeP (3.15)
sty =yo
Equation d’état adjoint : p = p, est solutien de
0,2 yop;¥) =0 YF¥eY (3.16)

c’est-a-dire de :

J A(y;¥)pdx + J B(y;¥)pdo = — j E(y;¥)dx
Q T Q

— J F)(y;¥)do 3.17)
r
YWeY;peP.

On.reprend alors le raisonnement fait dans le cas discret avec la dérivation
de la fonction composée Z(Q, yq, Po); puisque :

JQ) = JQ yo) = L(Q, Yo, Pa)

vol 20, n° 3, 1986



386 J. CEA

ona:

H

DjQ, V) Do Z(Q, yo, o V)
0oL (Q, Yo, P V) + 0,2 (Q, Yo Pa' Yaor) (3.18)

+ 8,2(Q, Yo Do Pa,y)

i

et avec (3.15) et (3.16) cela entraine :

Dj(Q; V) = 0o ZL(Q, yo, Pa3 V) - (3.19)

Bien entendu cela suppose I'existence des dérivées y’ et p’ et la validité de la
formule (3.18), ce que nous admettrons ici.
Nous avons :

L, y,p) = J [E(y) + A()p — Cp] dx
Q

+ J [F(») + B(y)p — Dpldc.
r
Soit en abrégé :

£, y,p) =J

de+JMdo-
Q r

(3.20)
L=E(y) +A»p —~ Cp; M = F(y) + B(y)p — Dp.

Alors avec les formules classiques (3.8) et (3.9 ona :

Di(Q; V) = 0oL (Q, o, Pa; V)

. (321
J LV.ndo + J 1:5%: + MH:' V.ndo. ( )
T T

Remarque 3.2 : Habituellement, on introduit I’état adjoint afin d’éliminer la
dérivée y; de I'état direct ; si’on utilise la méthode classique, on est confronté
a y; mais aussi a une autre dérivée spécifique aux problémes d’écoulement : si

yi{x) = y(x, 1) = y(F(X, 1), 1)
alors y, est définie sur la trajectoire X — % (X, t) et on peut introduire :
y(x) = ((F X, 1), D);
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ou €ncore :

, 0
y(x)y = Vy(FX, 0),0).FUX, 1) + T y(x, 1)
Yi{x)y = Vo(x, 0.V(x 1) + yix, 0.
La méthode proposée courcircuite I'introduction des dérivées y; et y; .

3.5. Exemple 1
Equation d’état

J(Vpr +yp)dx=J
Q

Q

fpdx+J gp do

T
Vpe H(Q);ye H'(Q)
ou H'(Q) est un espace de Sobolev ; ce probléme est la formulation variation-
nelle de :
— Ay +y=f dans Q

9 _
=9 dans I

fet g sont données dans des espaces convenables.
La fonction coiit :

1
J(©,5) =§J PEEAR
Q

ou y, est donnée.

Le Lagrangien :

1
L, y,p) =5J |y — y, > dx +J (Vy Vp + yp — fp) dx
Q

Q
—jgpdo’.
r

L Etat adjont : Viales formules(3.16) ou(3.17) 0,2, Yo, Po; ¥) = OV :
ici :

J(VTVP + ¥p)dx = — J (y —yp ¥ dx
Q

Q

V¥ e HY(Q); p e H'(Q)
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ou encore :

—Ap+p=—(—y) Q

op
2 =0 r.

Dérivée de j -
Alors :

Dj(Q; V) = DJ(Q, yo; V) = 0oL, yo Pas V)

1
= j |:§|}’g — Y4 1* + Vya.Vpo + ¥q Pa —fpn:| V.ndo
r

f [a(gp) + ng:| V.ndo.
r

(3.22)

On peut donner des expressions équivalentes a ces intégrales, en utilisant en

.o . P 0
particulier les relations satisfaites par y et p comme é =

3.6. Exemple 2

L’équation d’état est :
—Ay=f Q
{ y=g T
et la fonction coft :

1
J(Q,y)=-J |y — ya|? dx
Q

N

Lagrangien :

1
2@ynh -3

Q

ly—ydlzdx+j(- Ay — f)p dx

Q

+f(y—g)7~dc.
r

Etat adjoint : On choisit p et \ tels que :

0,2, y,p,A;0) =0 Vo.
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Soit :
J (y—ydoeadx +j (— A9)pdx +J ordo =0
Q Q

r

mais d’aprés une formule de Green :

J.(—A(p)pdx+J%9pdc=J(p(—Ap)dx+J apdo'
Q r n Q a

d’ou pet A doivent vérifier :
6p 09
y—y)odx + (p(—Ap)dx+ do — pdo +
? on on
Q Q r
+ j ordo =0 Veo.
r

Il est clair que les choix suivants conviennent :

—Ap=—-(—y) Q
p=0 r

__%
A= -2

Dérivées de j : Alors :
Dﬂj(Q, V) = DQ J(Q’ yQa V) = QE(Q, yﬂ’ pﬂs jﬂ; V)

= J [%U’_J’alz + (- Ay—f)pJ V.ndo
r

+I[W—gn+(y—g)XH]V.ndc.
r on

Entenantcomptedep = 0,y — g = OsurI,etde A = — g—i, il vient :
; (Y, ., p_%.90—9
Do j(, V) = L [2 v =yl =5, - = |V.ndo. (3.23)
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3.7. Exemple 3

Dans cet exemple, il s’agit d’'un domaine donné mais a épaisseur u variable;
u joue le r6le ici d’un « contrdle ». L’équation d’état est :

f(uVyV(p + yo) dx = j fo dx
Q Q

Voe HY(Q); yeHYQ)

et la fonction coiit :

J(w, y) = Jf-de-

Q

Naturellement, il y a des contraintes sur «; on pourrait en inclure certaines
dans le Lagrangien, qui est ici :

-9f’(u,y,p)=jfde+f(uVpr +yp — fp) dx.
Q

Q

Etat adjoint : On choisit p tel que :

0,2, y,p;9) =0 Vo
soit ici :

Jf(pdx + J uVeVp + op)dx =0 Ve.
Q Q
On remarque que p, = — y,.
Dérivée de : ju) (= J(u,y,) = LW, y.,p,) :
Dj(u; v) = D, (4, y,, p,; V)

=Jnyquudx= —J v|Vy, |*dx.
Q Q

Pour cet exemple cf. Cea-Malanowski [18].
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4. DERIVATION PAR RAPPORT AUX « VRAIS » PARAMETRES DANS LE CAS
CONTINU

4.1. Généralités

En pratique Q est trés souvent défini comme I'image d’un domaine fixe Q a
l'aide d’une transformation F qui dépend d’un parameétre u; si X et X sont les
points génériques de Q@ = Q etde Qona:

F:Q-Q =FQ u
X->X =FX,u.

Le probléme est donc paramétré par u : la fonction cotit ne dépend que de u :
on peut écrire :

Jw) = j@Q) = JQ, »)
le calcul de la dérivée de j au point u dans la direction v conduit 3 :

t—0 t
Cest-a-dire :
j(Qu+w) - J(Qu)

Dj(u, v) = lim ; (4.1

On s’est ramené 4 une famille d’ouverts qui dépend d’un paramétre ¢; on peut
rejoindre la théorie du n° 2 de la fagon suivante :
On pose :
Q =Q.,,=FQu+ w)
Q,=Q=0Q, = FQ u.

On a naturellement :

X = F(X, u)dans Q, ouencore X = F (X, u)
x = FX, u + tv) dans Q,
dou :
x = F(F }(X, w,u + tv)
on pose donc :
F(X, 1) =F(F XX, u,u + tv)
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donc, comme dans le cadre général :
V(X) = #/(X,0)
1C1
V(X) = V,F(F (X, u), w).v
relation de la forme :
V =av

qui exprime la vitesse de déformation de la géométrie Q en fonction de la vitesse
de déformation v du vrai paramétre u. D’aprés la formule(4.1)ona :

Dites 0 — fim @) = SO

t—0 t

_ limj_(t);tf@ = Do jQ,; V)

t—=0
mais ¥V = avdonc :
Dj(u; v) = Dg j(Q,; av)
avec le Lagrangien cela donne :
Dj(u; v) = 0,L(Qy Yo P aV) - 4.2
Notons que dans le cas de Pexistence d’'un gradient de jon a :
Dj(u; v) = < Vi), v ).

Si bien que ce gradient se calculera a partir de :
V), v) = 6oL (Q, y, Pus av) - (4.3)

Remarque 4.1 : Dans de nombreux cas pratiques, u représente un nombre
fini de parameétres ; cela peut induire une régularité convenable sur la fonction I"
et, par suite, des états directs et adjoints; la justification de la formule de la
dérivation d’une fonction composée s’en trouvera facilitée.

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents a quelques cas
particuliers significatifs : pour simplifier, nous nous limiterons au cas ou :

DjQ; V) = f LY.ndo

r

L étant calculé par ailleurs; la vitesse de la géométrie sera toujours désignée
par V, par contre les noms des parametres u, v varieront avec les exemples.
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4.2. La fonction I est définie par un graphe en coordonnées polaires

Six =(x;,x;)surCona:
x = (f(8) cos 6, /(0) sin 6) ou encore

x = f(8) u(®)
u(8) = (cos 6, sin 0).

Danscecas Q = Q.
N =iQ) =JQ, ).
AvecQ, = Q;,  onest conduit a :

X = f(8) u(®)
x = (f(6) + 1g(0) w6) = F(X, 1)

et:
V(X) = Z(X, 0) = g(0) u(6).
De plus :
S b 4
b0 =P + 1 do
par suite :
2n
Dj(f; g) = j LV.ndo = j L(8) g(8) (6) do.
r 0

Ainsi Lf apparait comme le gradient de jen f.
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4.3. La frontiére I" est définie par un graphe en coordonnées cartésiennes

z(x,l) r

Nous supposerons que seule une partie ¥ de I' est variable; y est I'image
de[0, 1] parz:

x, = 2z(x,) x, €[0, 1].
Pour simplifier, nous supposerons que z(0) = z,, z(1) = z, ou z, et z, sont

fixes positifs.
Alors Q = Q, et :

J2) = )(Q) = Q. y)

avec :
Qz = Qz+:z’ Q= Q0 = Qz
et:
X =0X,X,)eQ
2(X,) + tZ(X,)
X = (Xl’ X2T1)>€Qt

il vient :

V(X,, 2(X,)) = (0, Z(X,)) VX, €l0,1]
ou:

V =(0,Z)suryetV = Qailleurs sur I".

Ona

"= -z 1 )
1+ZIZ’\/1+212
do =./1 + 2% dx,
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et donc :

Dj(z; Z) = J

T

LV.ndo = J LV.ndo

v

Dj(z; Z) = J L(x,) Z(x,) dx, . 4.5
o

4.4. La frontiére I' est définie a I’aide d’un nombre fini de parameétres

Dans cet exemple

I'=T,uy

v est le bord d’un disque B(q, r) de centre a = (a,, a,) et de rayon r. On suppose
que seul a est variable.

—Alors Q = Q et -

Ha) = jQ) = JQ, ».) -
IciQ, = Q. 4, b = (by, by).
Le disque en mouvement de translation a une vitesse b donc V = b sur 7.
On pourrait construire une vitesse « admissible » définie partout par :
—
AV =0 Q
V=>b sur vy
V=0 sur T,.
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Sur yona

[ x(0) = (a, + rcos6,a, + rsin 8)
V. =(b, b))
n = — (cos 6, sin 6)

\do =rdd

dou:
n 2n
Dj(a,b) = | LV.ndoc = — J I(0) [b, cos © + b, sin 6] r dB

vy 0

2n 2n
Dj(a,b) = — b, rf L(8) cos 0 d8 — bzrj 1(0)sin0dd  (4.6)
(1] o]

et donc :

a*‘ 2n
._J=—rj‘ L1(8) cos 6 dB
1
4 2n
a—az'z—’rj L(Q)Slnede

Remarque 4.5 : Le cas ou la frontiére variable est une courbe de niveau, donc
ne dépend que d’'un paramétre, entre tout a fait dans ce cadre; ¢f. J. P. Zolesio

[85].

4.5. La frontié¢re I' est définie par une courbe de type SPLINE

Cf. par exemple Cox [22], De Boor [24], Reisenfeld [71], Schoenberg [79].
Bien entendu, le cas d'une courbe de Bezier entre dans ce cadre.
La frontiére I" est définie comme I'ensemble des points X suivants :

X(s) = i X'B(s) s€e[0, 1]
1=1
ou :

X(s) = (X,(s), X5(s))
X' =(XLX).

Les points X' sont donnés, ainsi que / et les fonctions B,; on pose alors :

(X] =X .., X") e R,
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Dans ce cas Q = Qy, et :
f([X ]) = ](Q[xl) =J (Q[xp y[X])‘
Alorssi[Y] = (YL, Y2, .., YY) ona:
Qt = Q[x+:y]-

Ce qui conduit sur T, a :
N
x(8) = ), (X’ + tY) B(s)
1=1

= X(s) + ¢ i Y’ B(s)

=1
dou :
N
V(s) = 21 Y’ B(s)
=
on a aussi :
_ X ( X; X
[ X NI X1 1 X,
. (Xz X; >
[X:1" X,
N
3 B/(s), — X} B/
|X |l= ,(S), 1 l(s))
do = |X,|ds
par suite :
D([x1;[Y])) = J LV.ndo
r
L' N N
= J Z Z L(s) [Y] B(s) X; B/(s) — Y, B(s) X; B/(s)] ds.
0J=1:=
4.8)
Si on pose :
1
= j L(s) B/(s) B/(s) ds
0
il vient
U _ ¥ ,
ax] = L G
% N 4.9)
ag _ X
oxy = & A
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Remarque 4 3 Le cas des frontiéres polygonales entre dans ce cadre, on

peut auss1 supposer qu’'une partie seulement de la frontiére est du type €¢tudié
dans ce n° et est variable
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