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m MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 20, n° 3, 1986, p 429 a 460)

UNE FAMILLE DE SCHEMAS NUMERIQUES T.V.D.
POUR LES LOIS DE CONSERVATION HYPERBOLIQUES (*)

par Hervé GiLQuin (1)

Commumqué par C BARDOS

Résumé — Nous définissons une famille de schémas numériques pour approcher les solutions
des lois de conservation hyperbolhiques, cette famille contient le schéma de Godounov et cehu de
Glimm. Lorsqu’elle est stable (L™ et BV), cette fanulle converge vers la solution entropique On montre
la stabilité dans le cas scalaire

Abstract — We define a family of numerical schemes to compute weak solutions of hyperbolic
conservation laws, this family involves the Godunov's scheme and the Glimn?’s scheme When stable
(L*® and BY), the sequence of numerical approximation converges to the entropy solution We prove
the stability i the scalar case

INTRODUCTION

Notre but est 'approximation numérique des solutions du probléme de
Cauchy pour les lois de conservation de type hyperbolique qui régissent de
nombreux phénomenes physiques, chimiques ou biologiques (dynamique des
gaz, chromatographie, migration des bactéries, etc...).

Nous proposons une famille de schémas numériques T.V.D. qui contient
les schémas bien connus de Godounov et de Glimm.

Aprés quelques rappels sur la théorie des solutions faibles dans la section 1

“et surla résolution du probléme de Riemann dans la section 2, nous définissons
la famille de schémas dans la section 3.

La section 4 contient les principaux résultats de ce travail : dans le cas
scalaire, la suite des approximations numériques converge vers la solution
faible entropique. Le cas des systémes est étudié dans la section 5.

(*) Regu en janvier 1986
() CNRS UA 04740 et Equipe d’Analyse Numérique de 'Université de Saint-Etienne,
U E R. Sciences, 23, rue du Docteur Paul Michelon, 42023 Saint-Etienne Cedex 2 (France).
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430 H. GILQUIN

Les sections 6 et 7 sont consacrées a la construction et a I'étude des propriétés
particuliéres de certains schémas issus de la famille définie dans la section 3.

7

Enfin on présente dans la section 8 des résultats numériques pour I'équation
de Burgers et pour le systéme de la dynamique des gaz.

1. REVUE DE LA THEORIE DES SOLUTIONS FAIBLES

Soit le probléme de Cauchy :

ow  o(f(w))
7t 0 (1.1)

wix, t =0) = wy(x) (,)eR x R*

Lorsque we R™ et f : R™ - R™, le systeme est dit hyperbolique si A(w),
la matrice jacobienne de £, a toutes ses valeurs propres réelles. Il est bien connu
que les solutions de (1.1) peuvent développer des discontinuités en temps
fini méme si la condition initiale est trés réguliére. Pour admettre ces disconti-
nuités, on cherche des solutions faibles qui vérifient (1.1) au sens des distri-
butions; a savoir :

JJ (o, w + @, f(W) dx dt + J o(x, ) we(x)dx =0. (1.2)

Pour toute fonction ¢ € CP(R x RY).

Les conditions initiales ne déterminant pas d’'une maniére unique les solu-
tions faibles de (1.1), les solutions faibles admissibles sont cherchées comme
limite, lorsque € tend vers 0, de la solution w* de I’équation visqueuse :

wi + f(W), = ewy, .

Pour les systétmes d’équations, ces solutions faibles admissibles doivent
vérifier la condition d’entropie donnée par Lax [8] :

U(w), + F(w), < 0 au sens des distributions . (1.3)

U étant une fonction convexe de w appelée entropie et vérifiant U, f,, = F,
ou F est une fonction appelée flux entropique. Pour un systéme général I'uni-
cité de la solution faible admissible, appelée solution entropique, n’est pas
prouvée.

Dans le cas scalaire, 'unicité de la solution faible admissible est assurée par

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SCHEMAS NUMERIQUES T V D 431

I'imégalité entropique due a Kruzskov [6]

Ziw—cl+ (/) — f@smw —) <0 (14

au sens des distributions pour tout réel ¢

L’'mmégalité (1 4) n’est autre que (1 3) dans le cas particulier ou
Uw) =|w— c¢]

Clarrement, une fonction réguliére par morceaux w est une solution faible
de (1 1) s1 et seulement s1

— w est solution de (1 1) au sens fort dans les régions ou elle est réguliére,
— au passage d’une discontinuité (s(¢), #), w vérifie la condition de Rankine
et Hugoniot

o(®) (w, — w) = f(w,) — f(w) a5
avec
w, = w(s(¢) + 0,7, w,=ws(t) —0,7) et o) = %

2. RESOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN

Le probléme de Riemann quon abrégera PR est le probléme de Cauchy
le plus simple

w, +f(w), =0
w, s1 x<0 20
0) =
wx, 0) {w st x>0

r

La solution de ce probléme est la clé fondamentale de 1a famille de schémas
numériques que nous allons définir

Pour ce qu concerne la résolution du probléme de- Riemann—scalaire,
vorir Leroux [10], Schatzman [15], Kruzkov [6]

Pour le cas des systemes de m équations, 1l est nécessaire d’'introduire quel-
ques définitions Supposons que A(w), la matrice Jacobienne de f posséde m
valeurs propres réelles et distinctes A, < A, < < A, notons alors r,,
Fy Py l€s vecteurs propres 4 droite associés aux A, D’aprés la théorie de
Lax [7], e k-1€me champ caracténstique est dit

— linéarement dégénéré s1 V. A,.r, = 0,

— vraiment non linéaire s1 V A,.r, # 0, dans ce cas r, est normalisé de
sorte que V A,.r, =1

vol 20, n° 3, 1986



432 H. GILQUIN

Lorsque le champ caractéristique est vraiment non linéaire, on appelle :

— k-choc de vitesse o = o(w;, w,) une discontinuité de w se déplagant
a la vitesse o vérifiant :

M(wy) > o > M(w,)
A(w) <o <Ai(w,) Vi<kVj>k
— k-onde de détente centrée, une fonction w(€) vérifiant :

W) = n(w®) si M(w) <& < M(w,)
wE) =w, si §&2nhw); W) =w si §<hWw).

It

Lorsque le champ caractéristique est linairement dégénéré, on appelle
k-discontinuité de contact, une discontinuité de w se déplagant avec la vitesse
o = M(w)) = A(w,). Dans [7], Lax a construit une solution entropique du
probléme (2.1) constituée de m + 1 états constants w,, comme suit :

— w, est reli€ a w;_, par une i-onde de détente centrée ou un i-choc si le
i-iéme champ caractéristique est vraiment non linéaire ou par une i-disconti-
nuité de contact si le i-iéme champ caractéristique est linéairement dégénéré.

Par exemple, pour le systéme de la dynamique des gaz, le probléme de
Riemann s’écrit :
op . dpw) _
o T ox =0
d(pu) + (P + pu?)
ot Ox
0E O(P + E)u)
ot T ox

=0

=0

w, =(ppu, P) si x<0O
w(x,0)=w0(x)={ y = (P Uy, Py)

wr = (pr7 ur’ Pr) Si x > 0
p densité, P pression, u vitesse
E = p(e + u*/2) énergie totale, e énergie interne.
. . . . OP
Le systéme est strictement hyperbolique si ¢*> = — > 0. Les valeurs

op
propres sont alors :

AW =u—c, AW =u, A W) =u+c.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SCHEMAS NUMERIQUES T.V.D. 433
On montre que A, et A, sont vraiment non linéaires alors que A, est linéaire-

ment dégénérée. La solution du probléme de Riemann est constituée de 4 états
constants w;,, w;, w,, w, tels que

w, est reli€ & w, par un 1-choc ou une 1-détente

w, est relié 2 w, par une 2-discontinuité de contact

w, est reli€ & w, par un 3-choc ou une 3-détente

Voir une solution possible figure 1.

t
| 2-discontinuité

de contact
x

Sr. -
1822, (wad=d, (wy)
1-détente !

E=A1(w1)

|w(x,t)=w2

\

'

\

|

\ 3-choc
| B
\

\

\

\

\

(

w(x,t):w1

w(x,t):wr

Figure 1. — Un exemple de solution pour le cas m = 3.

Dans le cas ou les champs caractéristiques sont soit vraiment non linéaires,
soit linéairement dégénérés, Lax a montré qu'une telle solution était toujours
possible si | w, — w, | suffisamment petit. Pour une extension de cette cons-

truction a d’autres cas, voir Liu [11]; pour une résolution approchée du
PR voir Roe [15], Van Leer [9] et Osher [14].

3. UNE FAMILLE DE SCHEMAS NUMERIQUES

Nous présentons maintenant une famille de schémas pour calculer les
approximations numériques du probléme de Cauchy :

w, + f(w), =0
w(x, 0) = wo(x) } ' G-1

On suppose fe CY(R) et wy, e L*(R) n BV, (R).
vol. 20, n° 3, 1986



434 H GILQUIN

Soit At un pas de temps et Ax un pas d’espace, Ax et At constants et vérifiant
At = AAx 0 < A < A, (condition CFL vorr theoréme 1) Nous allons cons-
truire une famille de solutions approchées constante sur chaque pavé

I, x JnAt,(n + 1) Af] avec I, =10 — P Ax (G +3) Ax[

Supposons connue 7~ Papproximation au temps (n — 1) Az, nous allons
en déduire v}

Commengons par resoudre la collection de problémes de Riemann locaux

W, + (), =0
DA {73;“1 st xel, G2
> - t) =
W, (n ) D st xel,,
te]t" 1, ")

Notons U}, ,, la solution de ces PR locaux et définissons U par

Ulvi1p(x +7Ax,1) s1 x€[0, Ax/2]

Ux +7Ax, t) = {
U'_yp(x +7Ax, 1) st xe[— Ax/2,0]

elt" 1, 1"

At fixé de fagon a ce que les solutions de deux PR locaux n'interagissent jamais
Soit v* une mesure de probabilité sur [— 4, 4], lapproximation numénque
au temps " = n At est notée 7] et calculée comme suit

U =(VLUN + 1) Ax,nAD D
Cas particuliers S1V" est une mesure de densité k", on a
1/2
j kK"z)dz =1, k"= 0
-1/2
et

. 1 Ax/2 f x .
UJ=A——XJ k(E>UJ(x+ij,nAl)dx=

—Ax/2
1/2
= f » K'(») UMy + ) Ax,n At) dy
La donnée mitiale est discrétisée par
Ax(2
W = (dx, wo((- + ) Ax)D = A_xJ wo(x + J Ax) dx

—Ax/2

M? AN Modelisation mathematique et Analyse numerique
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SCHEMAS NUMERIQUES T V D 435

Le choix de chaque suite de mesures { v" }, détermine un schéma numérique
En prenant v* = dx (C’est-a-dire k" = 1), on retrouve le schéma de Godounov
ou le schéma de Lax-Friedrichs si1 le maillage est décalé de Ax/2 & chaque pas
de temps S1 chaque V" est une masse de Dirac 3,., a" € [— 31, 3], on retrouve
le schéma de Glimm

4. STABILITE ET CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS NUMERIQUES (CAS
SCALAIRE)

Cette partie contient les principaux résultats de notre travail
Rappelons que

7= (VLU + ) Ax, nAt) ),
définissons

Ui = Ul + D Ax, 1) pour te](n — 1) A, n Ar]

et pour

y=x+jAx, xeil—ézf,%li et te](n— 1)At nAt]

{U‘”‘(y, 1) =Ulx + jAx, )
V(1) = 7,
U *~*est solution faible exacte de (3 2) dans chaque bande R x ](n— 1) At, n At].

A. Stabilité

LeMME 4 1 D’aprés les propriétés du probléme de Riemann, on a

ll<J JI<J+1

- Y 1V ‘ U +jAx )< Y TV|@*(. +7Ax,nA1)
[— Ax/2, Ax/2] [— Ax/2, Ax/2)
— TV(U*(., 1) < TV(@*(.,n AD) Vie nAt,(n + 1) At]

La démonstration est évidente par construction de la solution du probléme de
Riemann scalaire

LeMME 4 2 Notre famulle définit une famille de schémas numériques T V D

Preuve

TV nAD) = ¥ | Ty — T)| =
J

=YKV UG nAD) > — VLU, n AL D |

vol 20, n° 3, 1986



436 H. GILQUIN

et par I'inégalité de Jensen, on obtient :
TV, nAD) < Y AV, | UM (L nAD) — U, nAD | >
J

<AV Y UM (L nAD — UM nAD |

< AV TV(US, n AD) Y = TV(U(, n AD).{ V1)
< TV(®(., (n — 1) AD).

LeMME 4.3:0na:

|3;|+1 _E;'ls |U1+1 ?;[ (42)
bl<J Ji<J+1

T -7 < Ty — T | @.3)
17l <J lJl<J+1

Preuve : D’apres les propriétés de monotonie de la solution du probléme
de Riemann scalaire, on a :

+1 +1y gl +1 =
Min (U]" 1/2,-—;l ,"+1/2) w - < Max (an+1/2, U] U"+1/2)

et donc :
1 —
|op"t — vy < | U;'Ill/z ~7+ (7]~ U"+1/2|
ce qui donne :
1'53'+ -7l < Z (I UJ"++11/2_ | + 17} —Un+11/2)-
lJl<J lal<J

Cependant :
+1 o \
U;”+1/2 =y U (1 —afy )00 on oy, €[0,1]

et donc :

|?+1_?|< Z |B;l+1_5;'|-
lil<J l<J+1

2T == Y [V U nA) = U, nAD) |

MY lal=J

< <v", Y Uyi(c,nAr) — UJ(., n At) | >

< < v TV ‘ (U*(. +jAx, nAp)) >
V=9 Z Axg2, Ax2

=
N
~

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SCHEMAS NUMERIQUES T.V.D. 437

< <v", ¥ TV +jAxm—1) At))>
Il <T+1

- <v", Yy Imii-wt r>
lsl<J+1

SHZJHIES‘L— THIKV T
<

Soit maintenant w* I'interpollée de degré 1 de v** aux sommets du rectan-

gle [jAx, (j + 1) Ax] x [nAt,(n + 1) At] :

" Ax —2x{t—nAt_,., (n+1)At—t
wA<x+< )Axt) A [ /Ay v/

Ax+2x|: t—nAl oy (n+1)At—t.l_],, }

J+1 +

2 Ax At At Jt+1
pourte[nAs,(n + 1) At]etxe [:%, %’f]

Notons :
Q=R x]0, T[, Q=]1-RR[x]0,TI[,
Jr le plus petit entier tel que :
Qp = {(x, )/xel(J — 1/2) Ax, (j + 1/2) Ax]
et te[nA,(n + D)At]=7 +n{Jg}.
LEMME 4.4 : Par construction, on a :

| W= ”L"“(Q) = [ v* ”Lm(n) | UA ”L“(Q) I wo ”L”’(R)

LEMME 4.5 : w®* est dérivable; pour tout réel R, on a :

M, i@
owr*
et ——et—— appartiennent a un borné de L*(Qg).
Preuve :
awa

N—1 (+1)At
dx dt = ZJ ( Y A;’)dz

n=0 J,Ar il <Jr=n

JL. I

vol 20, n° 3, 1986




438 H. GILQUIN

ou:
Ax[2
1| Ax —2x _ . Ax +2x
A' = 1———1}*1—5" + = =@ 7 dx
J J_MIZ,At[ 2 Ax CA ’) 2 Ax J*1 +1)
/2!
awa N-1
== < Y AT =T HIT - T )
0t |Li@w)  n=0 yI<Tr-n
N—-1
< Ax Zo II<JZ +1(15;l__7+1|+|57+1“57+2|)
n= J R—H

N—-1
<24x ) > 1074y = 07|
n=0 |j|<Jr—n+2

<2Axl 2 %%, =% =K, (R T,w,) avec NAt =T.

At Gre2

D’une maniére analogue, on montre que :

awa

ax LYQR) < 2T Z |B§)+1 - E-?I = KZ(R! T, WO) avec NAt =T

lll<Jr+2

. owt owt . . , L
et, pour R fixé, N TH et o appartiennent 4 un borné de L*(£2p).
Sous la condition CFLA, <3 Sup |f'(w)| ona :
wl<|wol Ly(m)
THEOREME 1 : Si wy e L°(R) N BV, (R), alors la famille de solutions
approchées converge dans Ly (Q) vers w e L*(Q) n BV, (Q).

Preuve : D’aprées le lemme 4.3, en utilisant le théoréme de Riesz-Tamarkin,
on peut appliquer le résultat de Leroux [10], pp. 50-52 et ansi démontrer le
théoréme.

LEMME 4.6 : u®* converge dans L, (Q) vers w = lim w?~.

Preuve :

J | UA(p, 1) — w(y,t)]dydt<f (U — ™| + | v™ — w|)dy dt
Qr

Qr
N n At Ax/2
A A
f U — o™ |dydt= ), ) J |Ur — 0| dxdt = A4
Qr n=1UI<Ir=n=1J0 A Joax2
mais :
Ax/2
f |U;‘—6;‘|dx<Ax(| ;—1/2_57_1|+|37_1_U,n+1/2|)
- Ax/2

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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et:
N — —
AS’I;H(JZ" 1AxAt(I U]"_I/Z—B;'_ll +|B;"1— Uj"ﬂ/zl)
X
sAx_ N Y T =TS TAx Y |50, — 77
n=1 Il <Jr—n ]l <Jr

S TAx TV | (wy)
{xIx| <R+ T/}

B. Convergence

Rappelons que v* est une mesure de probabilit¢ sur [— 1/2, + 1/2]
vied T [— 1/2,1/2] et supposons quil existe une mesure p définie sur .4,
vérifiant :

j dp=1 nu=>0 4.4
Wi

1/2
< J v du(v), u > = J u(x) dx; dx mesure de Lebesgue sur[—1/2,1/2].
MY

—-1/2
4.5

Notons alors v=(V"),,vel =M# " et = n,ouy, = pnpour tout

neN

neN.
L’existence de la mesure de probabilité  sera discutée dans la section 6.
La démarche de la démonstration qui suit est la méme que celle de Glimm [2],
nous allons montrer que :

3(Ax, v, @) = JJ [, U + o, f(U*)]dxdt + J o(x, 0) U**(x, 0) dx

R

converge vers 0 dans L2(#) pour p-presque toute suite { v*}, et pour toute
fonction ¢ € C(Q) lorsque Ax tend vers 0.

On montre facilement que 3(Ax,., ¢) = Y 8(Ax,.,®,n) ou :
n=1

Ax/2
8Ax,v,o,n) = D, J Ox +jAx,n AD[U}(x + jAx,n At) — V7] dx

I <Jr=n J_ax2

car Supp (¢) = Qg = ]— R, R[ x 10, TT.

vol 20, n° 3, 1986



440 H. GILQUIN

LemMmE 4.7 .
| 3(Ax,., @, n) |Lx(,;¢) SAx| @ll=@ TV | (wo)
{x/Ix| <R+ T/r}
l 3(Ax,., @, n) 'Lz(m) SAx| @ Loy TV (W)

{x/|x| <R+ T/A}.
Preuve :
16(Ax%, v, 0,n) | < AX[ 0 e Y TV| (UM +jAx nAb)
bl <Jr=n=1 [— Ax/2, Ax/2]

(wo(. + jAx, nAD)
[— Ax/2, Ax/2]

< Ax|o HL"’(Q) Z TV

JI<JIr

SAX|[ @ llpo TV | (wo)

{x/|x| <R+ T/\}.

LeEMME 4.8 :

| {8(Ax,., ©,n,), (Ax,., @, n,) >L2(,1¢) ‘ < Ax®. I o, ”LW(Q)' o I|L°°(Q) X
x TV | (wp)?
{x/Ix| <R+ T/\}

Sing # n,.

Preuve : Supposons que n, > n;, par construction des approximations
numeériques :

Q(x +jAx,ny A [UM(x +j Ax, ny A1) — V)]

ne dépend pas de n,. Notons 4 = MAx[#,"],,, dB = di @ du,, et ay) =
S(AX, v, (P, nl) :

< S(Axa‘a P, nl): S(Ax;'a o, n2) >L2(/ﬂ) = j N (O((\?)) ' J‘ ( Z X
M [ 41 In,

[J<Jr=n—1
Ax/2
X J O(x + jAx, ny A1) [U(x + j Ax, ny At) — 7] dx du,lz) ai.
—Ax/2

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Considérons :

Ax/2
4= 5 < Y, 5 Q(x + 3 Ax,n, AD) x
MF \I<Jg—n—1

—Ax/2

x [UJ"Z(X +JAx,n, Ar) — 5;’2] dx> am,,, -

Soit -
Ax/2
PUAx,nA?) = 1/Ax J o(x + jAx, n At) dx
—Ax/2
alors -
!$(] Ax,ny At) — @(x + 7 Ax, ny A) | S Ax || @, L~
et:

Ax|2
A =90 Ax,n, A J (j U(x +jAx, ny At) dx —

art \J—axj2
Ax/2
— J‘ 5;12 dx> dunz
—Ax/2
Ax/2
A = Q(; Ax, n, Al) g UP(x + 1 Ax,ny Afydx — Ax g (v Uy dy,,
—Ax/[2 MY

et daprés (4.4) et (4.5 4 = 0.
Finalement -

Ax/2
H anf % | ot nm A0 (UGt s 47 dx>
Mt

[l<Jr=n2—1J_Ax/2
Ax/2
Sj du,,2< > LA A]dx>
Mi— \BH=<IR—=m2a—1 Jopyp —

avec .

, =00 + 8% 1, A) — GG Ax,ny AD) || Ur(x + Ax, ny At) — T |

Ax/2
< Ax| o, ||L”(Q)J dp,, * < ) J |uy? —op |dx>
1], l<Jr=n2=1J-ax2

(Wo)
| {xIx] <R+ T/}

SA | @yl TV

vol 20, n° 3, 1986



442 H. GILQUIN
d’autre part :

o) | < Ax | @ =@ TV | (o)
{x/|x| <R+ T/r}.

Notons B = | { 8(Ax,., @, n,), 8(Ax,., 9, n,) D24 |, alors :

B < Ax? o, “L“"(Q) TV | (wg) - ‘05(0)‘ : J dj

M

{x/|Ix] <R+ T/\}
LEMME 4.9 :

| 3(Ax,., ©) |12,2(,ﬂ) < KAx| o ”L’“(Q) TV (Wo)z-[“ (2 “L*-(Q) +ie ||Lw(n)]-

{x/|x| <R+ T/r}

Preuve : Puisque ¢ est a rapport compact :

Supp (@) = Qg =]— R R[ x ]0, T[
et

N
l S(Ax,., (p) ‘1212(./”) = Zl I S(Ax,., (p, n) lzz(m) +

+2 Z < 6(Axa‘: P, nl)’ S(AX,., P, nZ) >L2(./ﬂ)

ny<ny

ouNAt=T,At = A Ax.

La premiére somme comprend au plus K/Ax termes non nuls et la deuxiéme
(K/Ax)? termes non nuls avec K = T/A ne dépendant que de la taille en temps
du support de ¢, on majore chacun des termes non nuls a I'aide des lemmes 4.7
et 4.8 et on en déduit 'inégalité :

| 8(AX,., @) |22y < K/Ax | 8(Ax,., 0, 7) 2200y +
+ 2 KZ/A)CZ | < 6(AX,., ?, nl)) 8(Ax’" P, nZ) > |L2(_,{t) .

Pour chaque mesure p vérifiant les propriétés (4.4) et (4.5), on a les deux
théorémes suivants :

THEOREME 2 : Pour p-presque toute suite { V" },, la limite w de la suite d’ap-
proximation numérique v** est solution faible de (4.1).

Preuve : La preuve est donnée par les lemmes (4.9) et (4.6).
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THEOREME 3 : Pour n-presque toute suite {V'},, la limite w de la suite
d’approximation numérique v** est solution entropique de (4.1).

Preuve : Soit 1 une entropie convexe de flux g. En posant :

3,(Ax, v, ) = J (@, (U™ + o, (U dx dt +

n J 0(x, 0) g(U(x, 0)) dx,

avece CP(R x R™), ¢ > 0.
On montre tout d’abord que :

3(Ax, v, @) = &;(Ax, v, ¢) + &,(Ax, v, ¢)

avec €,(Ax, v, ) < 0; ensuite en utilisant une démarche analogue a celle des
lemmes (4.7), (4.8) et (4.9), on obtient :

lim | Sz(Ax, V, (p) |L2(./ﬂ) = 0
Ax—0

et en prenant n(w) = |w — c¢| et g le flux associé€, on retrouve l'inégalité de
Kruskov qui donne le théoréme.

C. Condition nécessaire de convergence

En se référant a I'article de T. P. Liu [12] qui montre que le schéma de Glimm
converge pour toute suite { a, }, équidistribuée, cherchons les propriétés de la
suite { V" }, qui pourraient permettre une convergence certaine.

Pour cela, étudions le probleme (3.1) dans le cas scalaire linéaire, a savoir :

w,+cw, =0

_fw st x<Ax/2 . 4.6)
W0 = { w, si x > Ax/2
Soit :
—Ax A
0, =V 1A (0 XE[——Z—X,TX:I
2]

ou encore, si V' est une mesure de densiték*etsic > 0

1 —Ax/2+c At x
e I I
Ax ax2 Ax
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alors on montre que :

T =0,T, + (1~ 6T,

et par récurrence que :

n

e =0

m= Y Oy o O Doy
k=0 aeTh-x

oua = (o,....a,), 0 €{0,,(1 —0)}etaeT,_, signifie que :

k=#{l/a1=9l}
et:
n—k=#{io=>0-0)}

dans chaque o = (o, ..., o).
Ce qui donne :

m—1

n
Wo=w, 2 Y O W Yy OO

k=0 aeTh-« k=m oeThi-5

LEMME 4.10 : Posons B" = % Y 6, et supposons que :
k=1

. At . At
n + = ¢ —
lim Sup B" = ¢ o ¢ lim Inf = ¢ Ax

alors -

. . m Ax -
limv), = w; lorsque n— + o et lim Sup A < ¢

et :

. . A
im % = w, lorsque n— + o et limInf ——x > ¢*
m k. n At

r

Preuve : Posons :

m—1 m-—1
¥ ooy, =Y L, ..
k=0 aeTh—x k=0

A chaque étape k, considérons les variables aléatoires 2 a 2 indépendantes X,
a valeurs dans {0, 1}, de lois de probabilités respectives P(X, = 1) = 6,,
P(X, =0) =1 — 6, Soit :
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ona:

n

B = ¥ E(X) et o) = 3 o(x)?

k=1

m1 m y At
alors, ) L,,_, est exactement P(X < m — 1) et en posant — = 700

k=0
obtient :

Si y/t <c¢”, en faisant tendre n vers linfini sous I'hypothése que

lim Sup 'Z—if <c .

On arrive 4 :
“ At (y Ax1 ¢
m — kgl Ok— - nA_X(_t_KIEk;19k>
o o) <0
des que n > ny,.
Puisque :
X — EX) X — E(X)
_ D PlE—Zr 4 — =4)
PX<m-1)< P( o) < a0> < PQ =0) > 0o},
I'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev donne :
. 2 61 -8
PX<m-1)<—5= > i >
( m )af, /A Z_éfie si n>n,
Ax) \t At "
ou:
1 & 1
1_1—2—1(;1 0.1 — 8y < p
et:

AN [y 1Ax & 2 .
nZ(Z;> <'[—-Ttk;6k> >0 si n>n,

et la démonstration est terminée car :

lim Sup P(X <m — 1) =0

m_,
n o
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etdecefait im PX <m—-1)=0et lm PX >m) =1

"I"—++oo nm—’+oo
ce qui donne le lemme pour y/t < ¢~ et on opére de fagon analogue pour
yjt>c*

n
PROPOSITION 4 1 La swite o* = = Y V* converge vaguement vers la

mesure de Lebesgue dx s1 et seulement st pour tout réel c, la suite d’ approximations

numériques converge vers la solution du probleme (4 6)
Preuve La condition suffisante est donnée par le lemme 4 10, on a alors
+ _
¢t =c =c¢
Réciproquement, on peut extraire de o” une sous-suite vaguement conver-
gente Dans ce cas

lim Inf " = ¢~
et
Iim Sup B" = c¢*
comcident
S1 le schéma converge, les inégalités du lemme (4 10) donnent ¢* = ¢~ = ¢,
c’est-a-dire
At
Jm B = oax

D’aprés la construction de B, s1 I'inégalité précedente est venfiée pour tout
réel ¢, alors la sous-suite extraite de o converge vaguement vers la mesure de
Lebesgue dx Enfin la limite etant umique, C’est toute la suite o qui converge
vers dx

Pour le schéma de Godounov, cette condition est trivialement vérifiée
Dans le cas du schéma de Glimm, elle correspond a Péqudistribution de la
suite { a, }, (voir Liu [12])

Pour conclure, 1l est raisonnable d’esperer que la convergence a lieu pour
toutes les suites de mesures v"* verifiant

n
Im - ) Vv¥=dx
n—+o n k=1

mauis la démonstration semble trés difficile
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5. CONSISTANCE DANS LE CAS DES SYSTEMES

Pour les systémes, on ne sait en général pas montrer la stabilité de la variation
totale en x de 'approximation numérique. On supposera donc :

— la stabilité en variation totale
VT(*(, ) < M telnAt,(n + 1) Af] pour tout n 5.1

M indépendant de n, Atetv = { V" },
— la stabilité en norme L%
| 0% Loy < C (5.2
Cindépendant de n, Atetv = { V" },

— la résolution du probléme de Riemann lipchitzienne

|U;+1(X+JAX>I)—6;|$K(|5;—1_ |+|U J+1|)
Vxe]—%,%{,VneN,V]eZ,Vte]nAt,(n+ 1) At]
(5.3)
Sous ces hypothéses, on montre :
LemME 5.1
| v, mAD) — v™(,n AN | < Cylm —n|At 5.4
Y|UNx +jAx ) - T | < C,. (5.5)
J
Preuve :

Ax[2
f |7+ — B L dx = Ax | (Vv UM (x4 Ax, (n+ 1) A > =7 |
—Ax/2

<Ax  Sup  |U(x +jAx,(n+ 1) At) =T |
J1—Ax72,8x721

SAXK(Ty — T |+ 15 — By )
Or:

m_1 (Ax/2
| 0", mAD) — v¥*(,nAD | < ) f | o8t — o | dx

k=n J—ax/2

2KM|m—n|Ax =2 KM\A|m —n|At
2K(I T 1|+|v"1—v]+1|)
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et donc :

Y |UMx+jAx,0) =T | <4K Y |7 —T|<4KM.

lal<J bl <J+1

THEOREME 4 : Supposons la résolution du probléme de Riemann lipchizienne
(5.3), la suite & approximations numérique v** uniformément bornée (5.2) et sa
variation totale en x uniformément bornée (5.1) ; alors pour W-presque toute suite
{ V" },, v**(., t) converge dans L'(R) vers w (., ) solution entropique de (1.1).

Preuve : Grace a (5.1) et (5.2), il est possible de trouver une sous-suite notée
encore v** et une fonction w telle que

V™., 1) e W, 1) (5.6)

par la méthode de la diagonale, on peut encore extraire une sous-suite telle que
(5.6) soit vérifié pour tout ¢ rationnel. Ensuite, grice a (5.4), la convergence
(5.6) peut étre étendue a tout réel positif ou nul 7. Pour plus de détails voir
Harten-Lax [5] et Schatzman [15].

Enfin, les théorémes 2 et 3 de la section précédente sont encore vrais grice
a(5.1) et a 'estimation (5.5).

6. CONSTRUCTION DE QUELQUES MESURES p

a) En prenant p = §,_,,(8 dirac), les propriétés (4.4) et (4.5) sont triviale-
ment vérifiées et on retrouve le résultat de convergence du schéma de Godou-
nov [3].

b) Soient & = {§,ae[— 1/2,1/2) }etf: &/ - [— 1/2,1/2] définie par
f(3,) = a, définissons p par
p = f*(dx)

et prolongeons p a .#," par
VA < M, Aborélien, W(4) = w4 0 A")

les propriétés (4.4) et (4. 5) sont vérifiées par y et on retrouve la convergence du
schéma de Glimm [2].

1
5 Kiap) AVEC — 172

¢) Soit A I'ensemble des mesures de densité 5

a<b<1/2ety,y,(x) = 1sixela, bl
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Trouver une mesure sur 4" qui vérifie les propriétés (4.4) et (4.5) revient a
chercher une fonction g(a, b) qui vérifie :

Jj g(a,b)dadb = 1 gla,b) = 0 6.1)
—1/2<a<b<1/2

b 1/2
J J <="b(";b)J U() dz) dadb = j u@de. (6.2
—1/2<a<b<1/2 —a), -1/2

Une telle fonction g doit donc vérifier :

J J J ——g("’ D Ut dt da db =
—12<a<t<bs12? T @

1/2 t 1/2
_ g(a, b)
= J_ o <U(t) J_m Jt b =a da db> dt

1/2
= J U(s) dt

—1/2

et donc :

: 1/2
J‘—l/ZJ; g((ilgdadb =1 pourtout — 12<tr<1/2.

LemMME 6.1 : Soit h une fonction impaire croissante vérifiant h(— 1/2) = — o©
et donc h(+ 1/2) = + oo alors

g(a, b) = (b — a) H'(a) & W' (— b) "D convient .

Preuve :

ot 1/2 —
J 5}’1(“—’5) da db
—1/2 Jt —a

-t 12—

J j H(a) @ h'(— b) P da db
-1/2 Jt

= [eh(t) _ eh(-llz)] [eh(-1/2) _ eh(—t)] =1

/2 pb
J J (b—a) W(—=b) "D W(a)e"® da db =

-12J-1/2

1/2 b
= J h'(— b) P J (b — a) H(a) & da db
-1/2

-1/2
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b

rl1/2

= h’(_ b) Pt <b S0 [x eh(X)]b_ 12 + J 8@ da> db
J-172 —12
rl/2 b

= J h'(— b) ™D " da db
v—1/2 v-1/2
rl/2 a 1/2

- e"(“)J R(— b) "D db da = j PO g = |
J-1/2 -1/2 ~1/2

7. UNE FAMILLE D’ALGORITHMES

Nous montrons maintenant comment construire I'algorithme lorsque v"
est une mesure de densité k* Pour simplifier les notations, on fixe 'intervalle
de temps et on omet 'mdice » pour la fonction k

Rappelons que UJ*'(y, 1) est défine par

Urily(x +7Ax,0) st x€(0,Ax/2]

Urtl(x + jAx, 1) = tel, 1.
N J ) Urtla(x +7Ax 6 st xe[— Ax/2,0] 17,
Un+1
! J
(n+1)At
1 7
e Ve
Q” Q*
nAt
(3-%)4x ()+%)4x

Figure 2. — Une maille du plan (x, ¢).
Sur @7, UJ"_+ 1/2 est la solution de faible w, + f(w), = 0, on a donc :
0= J'J (w, + fw))kdxdt = — jj k,w + k. f(w)) dx dt +

+J (w, f(w)). 7ik dT
-
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Posons :
o (x +Ax2 At 1 2 A
"‘k(—z_nmz;—i) o o=Ay
_ x+Ax2 At 1 At
k== (t——nAt)ZAxk et ko= t—nAtAxk

J“[ k,w + k. f(w) dx dt =
o-

A (nt1)At p~Ax/2+t/c ]
=B£A J G=nan~ Sw(x + jAx, 1) dx dt

—Ax/2
(n+1)At p—Ax/2+1t/c
—éfj J X A2 4o x4 g Ax, ) dx di.
Ax n At —Ax/2 (t —nAp
Cependant, sur Q ~
w= U1, avec &= -’%%/72 et (1 —nApdEdt = dxdr.

On a alors :

” (e, w + k, f(W) dx dt =

A + n+1
- A_xJO (5" )[f(v" 12®) — BUM©)] dt
1l reste
J (w, fw)) Tk dl’ = — 2F k(0 )T + Ak(0™) @)
r
_ J#M k(e/AX) U L(x + j Ax, (n + 1) At) dx
0

— At.k(— 1/2) f(U™1)).

En opérant de méme sur Q *, on obtient finalement

1
7 = A—JA k(x/Ax) U™ 1(x + j Ax, (n + 1) At) dx
Ax/[2

vol 20, n° 3, 1986



452 H. GILQUIN

el = [ﬂ@%"@l} 1 — S [kO7) — KOH] @)

[k(1/2)f(U,"++f/z) k(= 1/2) f(U}2})2)]

2 O
+ 5 f k’(ﬁc’; 1>(f(U"++f/z(§)) EUTHL,(0)) dE
—1/c

N j k'(g" )(f(U“f/z(é)) EUL(0)) dE

On rappelle que si w est la solution d’un probléme de Riemann, f(w(£)) —
Ew(E) est continue, méme en présence de chocs.

1 1 | . .
5 =g lar —3 <a<b< 3> cette expression se sumplifie
et les intégrales se calculent facilement en fonction des sauts de k en a et b
et des valeurs de :

Lorsque k& =

— U, .y €0 §a="T‘1’Z—’t‘ si ael0,1/2)
et &bz—z—b—z_——li—); si bel0,1/2]
— U,_ys en &, _2“2“%; si ae[—1/2,0]
et &,,=2b2 1% si be[— 1/2,0].

— Une propriété d’exactitude de certains schémas.

Définissons la suite { k" }, par :

k" = My
1 ) 1, In)+1

ou MeN*et0<In <M.

On peut par exemple choisir /(n) égal au reste de la division enti€re de »
par M. La suite { v* }, de mesures v’ de densité k" vérifie alors

11m—2v-—dx

no+oo M k=1
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Considerons le probléme scalaire

w, + f(w), =0
w, st x> Ax (7 D
2
w(x, 0) = Ax
w, S1 x< 7
_ Ax/2
Notons UM = A J w(x + j Ax, M Af) dx ol w est la solution exacte
—Ax/2
de (7 1)autemps M At
Sous 'hypothése CFL A, < % Sup | f'(w)|,ona

fwl < Max (| w ] Iw,])

ProPOSITION 7 1 St f’ est crowssante sur [w;, w,] et st { (m)in =1, , M}
est exactement ’ensemble d’entiers {0, , M — 1}, alors, au temps M At,
I’ approximation numérique BJM est la valeur moyenne de la solution exacte de (7 1)
sur Pintervalle [(j — 3) Ax, (J + 3) Ax]

Preuve 11 existe un umque J vérifiant 1 < J < [M/2] + 1 et tel que

Ax , Ax
J-1/2 A < f'w) < +1/2) A et 1l est facile de verifier que

oUM ouM

L -0 Vy<J, L =1 V=J
ow, ow,

auM

At
=L = J 12+ M ()

r

oM UM
L’égalité —6% = wj pour tout ; est alors montrée par récurrence, I’hypo-
r r

thése de récurrence étant la swivante
— st{n < mflln) =J} = ,alors

v

L0 Y<K oi K=#{ni)<J)
oo

=1 et T=w V>K

ow,

r
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— si{n <mjlln) =J} # &,alors :

9 _ o v v K =

aw—O Vi< K ou K=#{n/lln)<J}
vy —m ; ,
aw,=1 et M=w, VV>K, j#K+1
VK +1 MAr

ow, ) TR A S

-

avec |

(U = 12) g < S @) < SO0 < U+ 1D 5%

Il est facile mais long de vérifier que 'hypothése de récurrence est vraie pour
m = 1; pour la mé€me raison, nous laissons le soin au lecteur de vérifier que si
I'hypothése est vraie au rang m, alors est vraie aurangm + 1 avecm + 1 < M.
Pour w, fixé WJ“ et EJM sont des fonctions de w, seul qui sont égales pour

w, = w;; la récurrence montre donc que Bj" = UJM pour tout j.

r

8. RESULTATS NUMERIQUES

a) Nous présentons quelques résultats numériques pour l'équation de

Burgers :
2
w, + <w7> =0
w, si x<0

wo(x) = {

w,ost x>0.

r

Pour les figures 3a, 3b, 3¢, la donnée initialeest w; = 10etw, = 0; lasolution
exacte est un choc qui se déplace a la vitesse 6 = 5.

Pour les figures 4a, 4b, 4c, la donnée initiale est w, = — Set w, = 10; la
solution exacte est une onde de détente.

Les solutions approchées sont calculées avec les schémas décrits dans la

section 7 (k" = My , 0 1 ey + 1 ).

[— 3t a3t T]

Pour les figures 3a et 4a, M = 1; c’est le schéma de Godounov. M = 10

pour les figures 356 et 4b et 100 pour les figures 3¢ et 4c. On remarque que pour

M = 100, la proposition (7.1) est vérifiée : sur chaque maille, la solution

approchée est la valeur moyenne de la solution exacte (voir fig. 4c). Dans
tous les cas, le choc est bien représenté.
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e i
10 0O
& 00
4 00
200
2 00 “+
— solution exacte; O solution approchée
t=4e—3s; n=200; M=1 Figure 3a.
12 00
10 00
|
B 00
6 00
cum
2 00
0 00
2no b, _
— solution exacte ; [ solution approchée .
t=4e—3s; n=200; M=10 Figure 3b.
12 00
10 0D
8 00
—- r
6 00
4 0o
2 00
0t
200 41
— solution exacte; O solution approchée
t=4.e—3s; n=200; M =100 Figure 3c.

vol. 20, n° 3, 1986



456 H. GILQUIN

LT P —

900 L

000 .

— solution exacte, O solution approchée
t=25e—-3s, n=100, M=1 Figure 4a.

12 00

8 & H 2 e P
2 x < & 8 g
< o - : ®

— solution exacte, O solution approchée i
t=25e—-3s, n=100, M =10 Figure 4b.

12 00

S

a2 o ° = -
s ;4 e 2 E]

e © o e °

— solution exacte, O solution approchée
t=2.5e—3s, n=100, M =100 Figure 4c.

—
8
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b) Nous présentons maintenant quelques résultats numériques pour le
systéme de la dynamique des gaz :

w, si x<0
w, si x>0.

avecw = (p, pu, E) et F(w) = (pu, P + pu?,(P + E) u), P pression, p densité,
2
u vitesse, E = p(e + %), e énergie interne, e = P/(y — 1) p.

Nous donnons les résultats obtenus avec M = 1 (schéma de Godounov)
sur les figures Sa, 5b, Sc et 5d et avec M = 10 sur les figures 6a, 6b, 6¢ et 6d
pour le probléme du tube a choc de Sod [16]. La donnée initiale est :

p,=1000,p, =125 P, = 10, P, = 1,u, = u, = 0;

les unités sont les unités MKSA.
On remarque une bien meilleure représentation de la discontinuité de
contact pour le cas M = 10 (voir fig. 6b et 6d).
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et sssseey

2 cm 2 e

e ° a

Pression au temps t=2.e—2 s; n=439;
M=1

— solution exacte; O solution approchée

0 60

° °
H 8
o

Figure Sa.

. e |
|
0 80 1
070 T
0 B0 l
© 50 T
0 40
0 30 I
0 20 ] *
i
[N | T
[ T— —
0+0 j
a0
g on 5 2 2 e %
Vitesse au temps t = 2.e —2 s; n=439;

M=1
— solution exacte; 0O solution approchée

Figure Sc.

H. GILQUIN

2 2 2 a a a
8 onm ] < ] 8 8

t =2.e—2s; n=439,

Densité au temps
M=1

— solution exacte ; O solution approchée

Figure 5b.

B —

100

I}
s e a
8 ¢m 2 s 8
° ° °

Energie au temps t = 2.e — 2 s; n = 439,

M=1
— solution exacte; O solution approchée

Figure 5d.
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8 Sci 8 oo
?co + 7 co0
|
5 00 s oo
400 4 00 e
3 00 ] lr-u-—-—-nun—-—r 3 00 tm"".
200 1 200
3 L -
Pression au temps t = 2.e — 2 s; n = 440; Densité au temps t = 2.e — 2 s; n = 440;
M=10 M=10

— solution exacte; O solution approchée

— solution exacte; O solution approchée

Figure 6a. Figure 6b.

[ r

050 4

YR S———————— L’__.. o 2 1

v

00— 1 50
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